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Informatyka: mechanizacja abstrake;ji

e modele danych: abstrakcje wykorzystywane do
opisywania problemow

o struktury danych: konstrukcje jezyka programowania
wykorzystywane do reprezentowania modelow danych.
Przyktadowo jezyk C udostepnia wbudowane abstrakcje
takie jak struktury czy wskazniki, ktore umozliwiajq
reprezentowanie skomplikowanych abstrakcji takich jak

grafy
e algorytmy: techniki wykorzystywane do otrzymywania
rozwigzan na podstawie operacji wykonywanych na danych

reprezentowanych przez abstrakcje modelu danych,
struktury danych lub na inne sposoby

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 2 6.10.2009
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Struktury danych 1 algorytmy

O Struktury danych to narzedzia do reprezentowania informacji ktéra ma by¢
Ty dany ¢ p 1 y
przetworzona przez program komputerowy,
O Algorytmy to przepisy wykonania czynnosci niezbednych do jej
przetworzenia.
O Wybdr algorytmu do rozwigzania konkretnego problemu
programistycznego pomaga w ustaleniu, jakq strukture danych nalezaloby

uzy¢, ale 1 odwrotnie — wybrana struktura danych ma ogromny wplyw na
szczegOly realizacyi 1 efektywnosci algorytmu.
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Tvypy danych i struktury danych

Dane s3 to ,,obiekty” ktorymi manipuluje algorytm.
Te obiekty to nie tylko dane wejsciowe lub wyjSciowe
(wyniki dzialania algorytmu), to rowniez obiekty posrednie

tworzone 1 uzywane w trakcie dzialanie algorytmu.

Dane moga by réznych typow, do najpospolitszych naleza
liczby (catkowite, dziesigtne, utamkowe) 1 stowa zapisane

w rozmaitych alfabetach.
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Tvypy danych i struktury danych

Interesuja nas sposoby w jaki algorytmy moga organizowac,

zapamietywac 1 zmieniac¢ zbiory danych oraz sigga¢ do nich.

Zmienne czyli ,,pudelka” w ktorych chwilowo przechowujemy jakas
wartosc,

Wektory,

Listy,

Tablice czyli tabele (macierze), w ktérych to mozemy odwolywacé si¢ do
indeksow,

Kolejki 1 stosy,

Drzewa, czyli hierarchiczne utozenie danych,

Zbiory.... Grafy.... Relacje....
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Tvypy danych i struktury danych

W wielu zastosowaniach same struktury danych nie wystarczaja.

Czasami potrzeba bardzo obszernych zasobow danych, stanowiacych dla wielu
algorytmow potencjalne dane wejSciowe, a wiec majace ustalong strukture 1
nadajace si¢ do odszukiwania 1 manipulowania nimi.

Nazywa si¢ je bazami danych (relacyjne 1 hierarchiczne).

Kolejny krok to bazy wiedzy, ktérych elementami sq bazy danych, a ktore
zawleraja rowniez informacje o zwigzkach pomiedzy danymi.
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Algorytmika

O

Algorytm to ,,przepis postegpowania” prowadzacy do rozwiazania
konkretnego zadania; zbior polecen dotyczacych pewnych obiektéw (danych)
ze wskazaniem kole]nosc1 w jakiej maja by¢ wykonane”.

Jest jednoznaczna 1 precyzy]nq specyfikacjq krokow ktére moga by¢
wykonywane ,,mechanicznie”.

W matematyce algorytm jest ,,po;gmem stuzacym do formulowania 1 badania
rozstrzygalnosci probleméw 1 teorit”

Algorytm odpowiada na pytanie ,,jak to zrobi¢” postawione przy
formutowaniu zadania. Istota algorytmu polega na rozpisaniu calej procedury
na kolejne, mozliwie elementarne kroki.

Algorytmiczne myslenie mozna ksztaltowac niezaleznie od
programowania komputeréw, chociaz kazdy program komputerowy
jest zapisem jakiego$ algorytmu.
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Sposoby zapisu algorytmu

O Najprostszy sposob zapisu to zapis stowny

®  Pozwala okresli¢ kierunek dziatan i odpowiedzie¢ na pytanie, czy zagadnienie jest mozliwe
do rozwigzania.

O Bardziej konkretny zapis to lista krokow

m  Staramy si¢ zapisac kolejne operacje w postact kolejnych krokow ktére nalezy wykonac.
O Budowa listy krokéw obejmuje nastepujace elementy:

®  sformulowanie zagadnienia (zadanie algorytmu),

m  okredlenie zbioru danych potrzebnych do rozwiazania zagadnienia (okreslenie czy zbior
danych jest wlasciwy),

®  okredlenie przewidywanego wyniku (wynikéw): co chcemy otrzymac 1 jakie moga by¢
warianty rozwigzania,

m  zapis kolejnych ponumerowanych krokéw, ktére nalezy wykonac, aby przejs¢ od punktu
poczatkowego do koncowego.

O Bardzo wygodny zapis to zapis graficzny, np:
®  Schematy blokowe 1 grafy.
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Rodzaje algorytméw

Algorytmy mozna dzieli¢ ze wzgledu na czas dzialania.
O Algorytm liniowy:
®  Ma postac ciggu krokow (ktorych jest liniowa 1lo$¢) ktore musza zostac
bezwarunkowo wykonane jeden po drugim.

= Algorytm taki nie zawiera zadnych warunkoéw ant rozgalezien: zaczyna
si¢ od podania zestawu danych, nastepnie wykonywane s3 kolejne kroki
wykonawcze, az dochodzimy do wyniku




Teoretyczne Podstawy Informatyki — Rok I - kierunek IS w IFAIIS UJ - 2009/2010

Rodzaje algorytmoéw

Algorytm z rozgal¢zieniem:

O Wigkszos¢ algorytmow zawiera rozgalezienia bedace efektem
sprawdzania warunkéw. Wyrazenia warunkowe umozIliwiaja wykonanie
zadania dla wielu wariantow danych 1 rozwazanie réznych przypadkow.

O Powtarzanie roznych dzialan ma dwojaka postac:

®  liczba powtorzen jest z gory okres§lona (przed rozpoczeciem cyklu),
najcze¢sciej zwiazany z dzialaniami na macierzach,

®  liczba powtdrzen jest nieznana (zalezy od spetnienia pewnego warunku),
najczesciej zwiazany z obliczeniami typu iteracyjnego.
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Algorytmy ,,dziel i zwyciezaj”

O Duzielimy problem na mniejsze czg¢sci tej samej postaci co pierwotny.

O Teraz te pod-problemy dzielimy dalej na coraz mniejsze, uzywajac tej samej
metody, az rozmiar problemu stanie si¢ tak maty, ze rozwigzanie bedzie
oczywiste lub bedzie mozna uzy¢ jakiejs innej efektywnej metody rozwiazania.

O Rozwiazania wszystkich pod-probleméw musza by¢ potaczone w celu
utworzenia rozwigzania calego problemu.

O Metoda zazwyczaj implementowana z zastosowaniem technik
rekurencyjnych.
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Algorytmy oparte na programowaniu dynamicznym

O Mozna stosowaé wowcezas, kiedy

Y e , Jak obliczac cigg Fibonacciego?
problem daje si¢ podzieli¢ na wiele

pod-problemow, mozliwych do 1 jedlii = 1
zakodowania w jedno-, dwu- lub F(i) = 1 jedlii =2
wielowymiarowej tablicy, w taki F(i-2)+F(i-1) j6é|i i> 2

sposob ze w pewnej okreslone;

kolejnosci mozna je wszystkie (a

wiec 1 caly problem) efektywnie

rozwiazad. Aby obliczy¢ F(n), warto$¢ F(k), gdzie k<n
musimy wyliczy¢ F(n-k) razy.
Liczba ta rosnie wyktadniczo.
Korzystnie jest wiec zachowac (zapamietac w
tablicy) wyniki weczesniejszych obliczen (tu:
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Algorytmy z powrotami

O Przykladami tego typu algorytmow sa gry.
m  Czesto mozemy zdefiniowac jaki$ problem jako poszukiwanie jakiego$
rozwigzania wsrod wielu mozliwych przypadkow.

®  Dana jest pewna przestrzen stanow, przy czym stan jest to sytuacja
stanowigca rozwiazanie problemu albo mogaca prowadzi¢ do
rozwijzania oraz sposob przechodzenia z jednego stanu do drugiego.

m  Czasami mogg 1stnie¢ stany ktore nie prowadza do rozwiazania.
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Algorytmy wykorzystujace prawdopodobienstwo

O Jest bardzo wiele réznych typow algorytméw wykorzystujacych
prawdopodobiefistwo.

O Jeden z nich to tzw. algorytmy Monte-Carlo ktore wykorzystuja liczby losowe do
zwracania albo wyniku pozadanego (,,prawda”), albo zadnego (,,nie wiem”).
Wykonujac algorytm statg liczbe razy, mozemy rozwigzaé problem, dochodzac do
wniosku, ze jesli zadne z tych powtorzen nie doprowadzilo nas do odpowiedzi
,»prawda”, to odpowiedzig jest ,,falsz”.

Odpowiednio dobierajac liczbe powtdrzen, mozemy dostosowaé
prawdopodobiefistwo niepoprawnego wniosku ,,falsz” do tak niskiego poziomu, jak
w danym przypadku uznamy za konieczne.

O Nigdy jednak nie osiagniemy prawdopodobienstwa popetnienia btedu na poziomie
Zero.
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Co to s liczby losowe!

O Wszystkie generowane przez komputer losowe sekwencje sa wynikiem dziatania
specjalnego rodzaju algorytmu zwanego generatorem liczb losowych (ang. random
number generator). Zaprojektowanie takiego algorytmu wymaga specjalistycznej wiedzy
matematycznej.

Przyklad prostego generatora ktéry catkiem dobrze sprawdza si¢ w praktyce to tzw.
“liniowy generator kongurencyjny”

Wyznaczamy state a 2 2, b 2 1, x, 2 0 oraz wspofczynnik m > max(a, b, x,).
Mozemy teraz wygenerowac sekwencje liczb x,, x,, ... za pomoca wzoru:

Xn4 = (@ X, + b) mod(m)
O Dla whasciwych wattosci stalych a, b, m oraz x, seckwencja wynikowa bedzie wygladata

na losowa, mimo ze zostala ona wygenerowana przy uzyciu konkretnego algorytmu 1 na
podstawie “jadra” x

O Dla szeregu zastosowar'l istotna jest odtwarzalnos$¢ sekwenc;ji liczb losowych.
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Algorytmy wykorzystujace prawdopodobienstwo

O Mamy pudetko w ktorym jest n-procesorow, nie mamy pewnosci czy zostaly

przetestowane przez producenta. Zaktadamy ze prawdopodobienstwo ze procesor jest
wadliwy (w nieprzetestowanym pudelku) jest 0.10.

Co mozemy zrobi¢ aby potwierdzi¢ czy pudetko dobre?
®  przejrze¢ wszystkie procesory -> algorytm O(n)
®  losowo wybra¢ k procesorow do sprawdzenia -> algorytm O(1)
®  blad polegalby na uznaniu ze pudetko dobre (przetestowane) jezeli nie byto takie.

Losujemy k=131 procesorow.

Jezeli procesor jest dobry odpowiadamy ,,nie wiem”. Prawdopodobienstwo ze ,,nie
wiem” dla kazdego z k-procesoréw (0.9)% = (0.9)3! = 10-°.

10 to jest prawdopodobiefistwo ze pudetko uznamy za dobre cho¢ nie byto
testowane przez producenta.

Za ceng bledu = 10, zamienilismy algorytm z O(n) na O(1).

Mozemy regulowac wielko$¢ bledu/czas dziatania algorytmu zmieniajac k.
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Probabilistyczne algorytmy sprawdzania

»» Czy liczba N jest liczba pierwsza ?”

O W potowie lat 70-tych odkryto dwa bardzo eleganckie probabilistyczne algorytmy
sprawdzajace, czy liczba jest pierwsza. Byly one jednymi z pierwszych rozwiazan
probabilistycznych dla trudnych probleméw algorytmicznych. Wywolaly fale badan
ktore doprowadzily do probabilistycznych rozwigzan wielu innych probleméw.

O Oba algorytmy wykonuja si¢ w czasie wielomianowym (niskiego stopnia), zaleznym od
liczby cyfr w danej liczbie N (czyli O (log IN)).

O Oba algorytmy sa oparte na losowym szukaniu pewnych rodzajow potwierdzen lub
swiadectw ztozonosci liczby N.

O Po znalezieniu takiego Swiadectwa algorytm moze si¢ bezpiecznie zatrzymac z
odpowiedzia ,,nie, N nie jest liczbg pierwsza”, poniewaz istnieje bezdyskusyjny
dowdd ze N jest liczbg ztozona,.

O Poszukiwanie musi by¢ przeprowadzone w taki sposob aby w pewnym rozsadnym

czasie algorytm mogt przerwac szukanie odpowiadajac, ze N jest liczba pierwsza z
bardzo mala szansg omytki.

O Trzeba zatem znalez¢ dajaca si¢ szybko sprawdzac definicje §wiadectwa ztozonosci.
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,Czy liczba N jest liczba pierwsza !

nie

czy juz sprawdzono
200 K?

l tak

TAK, N jest
liczba pierwsza

jesli to jest odpowiedz to
jest to prawda z bltedem
1 /2200

> N

}

nadaj K losowa
wartos¢ miedzy
1aN-1

|

sprawdz czy K

Pa—

- jest swiadectwem
nie ztozonosci N

l tak

NIE, N nie jest
liczbg pierwszg

jesli to jest odpowiedz to
jest to prawda
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Swiadectwa ztozonoSci (zarys)

O Kazda liczba parzysta poza 2 to jest ztozona

O Jezeli suma cyfr liczby jest podzielna przez 3 to liczba jest zlozona (iteracyjny prosty
algorytm liniowo zalezny od liczby cyfr)

O Test pierwszosci Fermata:

m  jedli n jest liczba pierwsza oraz k jest dowolna liczba caltkowita (1, n-1),
to k™1=1 (mod n).

®  natomiast jesli n jest liczba ztozona (z wyjatkiem kilku ztych liczb ztozonych — liczb
Carmichael’a) oraz jesli k wybierzemy losowo z przedzialu (1, n-1) to prawdopodobienstwo
tego ze k™1 # 1 (mod n) jest mniejsze niz V.

m  Zatem liczby zlozone (poza liczbami Carmichael’a) spelniaja warunek testu dla danego k z
prawdopodobiefistwem nie mniejszym niz 7.

O Test pierwszosci Solovay-Strassena:

®  jedli ki n nie maja wspoélnych dzielnikdw (co by bylo §wiadectwem ztozonosci) policz:
X = k(*1/2 (mod n), Y = Js(n,k) (symbol Jacobiego),
jesli X # Y to k jest $wiadectwem zlozonosci liczby n.

®  dla tego testu nie ma ‘ztych’ liczb zlozonych.




Teoretyczne Podstawy Informatyki — Rok I - kierunek IS w IFAIIS UJ - 2009/2010

Wybér algorytmu

O Regula jest ze nalezy implementowac algorytmy najprostsze, ktoére wykonuja
okreslone zadanie.
O Prosty algorytm to
®  latwiejsza implementacja, czytelniejszy kod
®  latwosc¢ testowania
m  latwos¢ pisania dokumentacji,..
O Jesli program ma dziatac Wlelokrotme jego wydajnosc i wykorzystywany
algorytm stajq si¢ bardzo wazne. W ogolnosc1 efektywnosc wiaze s16; Z czasem
potrzebnym programowi na wykonanie danego zadania. Istnieja rowniez inne

zasoby, ktore nalezy niekiedy oszczednie wykorzystywac w pisanych
programach:

m  ilo$¢ przestrzeni pamig¢ciowe] wykorzystywanej przez zmienne
®  generowane przez program obciazenie sieci komputerowej
®  ilos$¢ danych odczytywanych 1 zapisywanych na dysku
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Wybér algorytmu

O

O

Zrozumiatosc¢ 1 efektywnosc to sa czgsto sprzeczne cele. Typowa jest
sytuacja w ktorej programy efektywne dla duzej ilo$ct danych sa trudniejsze do
napisania/zrozumienia.

Np. sortowanie przez wybileranie (fatwy, nieefektywny dla duzej ilosct
danych) 1 sortowanie przez scalanie (trudniejszy, duzo efektywniejszy).
Zrozumialos¢ to pojecie wzgledne, natomiast efektywnos¢ mozna
obiektywnie zmierzy¢.

Metodyka: testy wzorcowe, analiza ztozonosci obliczen
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Ztozono$¢ obliczeniowa 1 asymptotyczna

O Zlozonosc¢ obliczeniowa:
m  Jest to miara stuzaca do poréwnywania efektywnosct algorytmow.
®  Mamy dwa kryteria efektywnosct:
czas,
pamiec.
O Do oceny efektywnosci stosujemy jednostki logiczne wyrazajace zwiazek

miedzy rozmiarem danych NV (wielkos¢ pliku lub tablicy) a iloscig czasu T
potrzebna na ich przetworzenie.

O Funkcja wyrazajaca zaleznos¢ miedzy N a T jest zwykle bardzo
skomplikowana, a jej obliczenie ma znaczenie jedynie w odniesieniu do
duzych rozmiaréw danych

O Przyblizona miara efektywnosct to tzw. zlozonos¢ asymptotyczna.
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Notacja ,wielkie O”
(wprowadzona przez P. Bachmanna w 1894r)

Przyktad:

f(n) = n? + 100n + log,, n + 1000
mozemy przyblizy¢ jako:

f(n) = n? + 100n + O(log,, n)
albo jako:

f(n) = O(n?)

Notacja ,,wielkie O ma kilka pozytywnych wlasnosci ktore mozemy wykorzystac przy
szacowaniu efektywnosci algorytmow.
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Notacja {110

O Notacja ,,wielkie O” odnosi si¢ do gérnych ograniczen funkcji.

O Istnieje symetryczna definicja dotyczaca dolnych ograniczen:
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Przyktady rzedéw ztozonoSci

O Algorytmy mozna klasyfikowac ze wzgledu na ztozonosc czasowsq lub
pami¢ciowa. W zwiazku z tym wyrdzniamy wiele klas algorytmow.
m  Algorytm staly: czas wykonania pozostaje taki sam niezaleznie od ilo$ci
przetwarzanych elementéw.
m  Algorytm kwadratowy: czas wykonania wynosi O(n?).
m Algorytm logarytmiczny: czas wykonania wynosi O(log n).
moatd ...
O Analiza zfoZonosci algorytmow jest niezmiernie istotna i nie mozna jej
lekcewazy¢ argumentujac potencjalng szybkoscia obliczen komputera. Nie
sposOb jej przecenic szczegolnie w kontekscie doboru struktury danych.
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Proste [ub precyzyjne ograniczenie

MR m e |

Czas potrzebny
do wykonania
jednej iteracji l

0 iteracja i n-2
Gorne ograniczenie czasu niezbednego do wykonania wszystkich
iteracji wynost:

o nzj(n-i—l) ) = O( n(n-1)/2 )
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[teracja

O Programy i algorytmy wykorzystuja iteracje do wielokrotnego
wykonywania okre§lonych zadan bez koniecznos$ci definiowania
ogromnej liczby pojedynczych krokéw, np. w przypadku zadania

u wykonaj dany krok 1000 ragy.

O Najprostszym sposobem wielokrotnego wykonania sekwencjt
operacjl jest wykorzystanie konstrukeji iteracyjnej, jaka jest
instrukcja for lub while w jezyku C.
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Rekurencja

O Zagadnieniem blisko zwigzanym z powtdrzeniami (iteracja) jest
rekurencja (ang. recursion) — technika, w ktorej definiuje si¢
pewne pojecie bezposrednio lub posrednio na podstawie tego
samego pojecia.

O Np. mozna zdefiniowa¢ pojecie lista stwierdzeniem:

W [ista jest albo pusta, albo jest sklejeniem elementu i listy

O Detinicje rekurencyjne sg szeroko stosowane do specytikacjt
gramatyk jezykow programowania
(patrz nastepne wyktady).
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Definicja rekurencyjna

O Definicja rekurencyjna sktada si¢ z dwoch czesct.

m W pierwszej, zwanej podstawowaq lub warunkiem poczatkowym, sa wyliczone

elementy podstawowe, stanowigce cze¢$ci sktadowe wszystkich pozostatych
elementéw zbioru.

m W drugiej czesci, zwanej krokiem indukcyjnym, sa podane reguly
umozliwiajace konstruowanie nowych obiektéw z elementéw podstawowych lub
obiektow zbudowanych wczesniej.

O Reguly te mozna stosowac wielokrotnie, tworzac nowe obiekty.
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Metody rozwiazywania rekurencji

O Metoda podstawiania:
= zgadujemy oszacowanie, a nastepnie dowodzimy przez indukcje jego
poprawnosc.
O Metoda iteracyjna:

m przeksztalcamy rekurencje na sume, korzystamy z technik ograniczania
sum.

O Metoda uniwersalna:

B stosujemy oszacowanie na rekurencije majace postac
y

T(n) = a T(n/b) + f(n), gdzie a=1, b>1, a f(n) jest dang funkcja.
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Twierdzenie o rekurencji uniwersalne;j

O Niech a=11b>1 beda staltymi, niech f(n) bedzie pewna funkcja i niech T'(n)
bedzie zdefiniowane dla nieujemnych liczb catkowitych przez rekurencije
T(n) = aT(n/b) + f(n)
gdzie (n/b) oznacza najblizsza liczbe catkowita do wartosci doktadnej n/b.
O Wtedy funkcja T(n) moze by¢ ograniczona asymptotycznie w nastepujacy
SposoOb:
= Jedli f(n) = O(n'°2,*¢) dla pewnej statej €>0, to T'(n) = O(n'°2p?).
m Jedli f(n) = O(n'°2p?) to T(n) = O(n'°%p? log n).
= Jedli f(n) = n'°2p2*¢) dla pewnej statej €>0 i jesli af(n/b) < cf(n) dla pewne;
stalej c<1 1 wszystkich dostatecznie duzych n, to T(n) = Q(f(n)).
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Indukcja

O Niech S(n) bedzie dowolnym twierdzeniem dotyczacym liczby
catkowitej n. W najprostszej formie dowodu indukcyjnego
(indukcja czesciowa) twierdzenia S(n) dowodzi si¢ dwoch
faktow:

m  Przypadku podstawowego: za ktory czesto przyjmuje si¢ twierdzenie
S(0). Przypadkiem podstawowym moze jednak by¢ rownie dobrze S(k)

dla dowolnej liczby catkowitej k. Dowodzi si¢ wowczas prawdziwosci
twierdzenia S(n) dla n=k.

= Kroku indukcyjnego: gdzie dowodzi sig, ze dla wszystkich n 2 0 (lub
wszystkich n 2 k), prawdziwos¢ S(n) implikuje prawdziwos¢ S(n+1).
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Definicje indukcyjne (raz jeszcze)

O W definicji indukeyjnej (zwanej tez rekursywna) definiuje si¢ jedna lub
wiecej klas reprezentujacych scisle powiazane ze sobg obiekty (lub fakty) na
bazie tych samych obiektow.

O  Definicja rekurencyjna powinna zawierac:
®  jedna lub wiecej regut podstawowych, z ktorych niektére definiuja

pewne obiekty proste,

= jedna lub wiecej regut indukceyjnych, za pomoca ktorych definiuje sig
wicksze obiekty na bazie mniejszych z tego samego zbioru.

el
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Modele danych

O Modele danych s3 to abstrakcje wykorzystywane do opisywania problemow.

O Kazda koncepcje matematyczna mozna opisaé za pomoca modelu danych.
W informatyce wyrdzniamy zazwyczaj dwa aspekty:
m  WartoSci ktére nasz obiekt moze przyjmowac.
Przykladowo wiele modeli danych zawiera obiekty przechowujace wartosci
calkowitoliczbowe. Ten aspekt modelu jest statyczny; okresla bowiem
wylacznie grupe warto$ci przyjmowanych przez obiekt.

m  Operacje na danych.
Przykladowo stosujemy zazwyczaj operacje dodawania liczb catkowitych.
Ten aspekt modelu nazywamy dynamicznym; okresla bowiem metody
wykorzystywane do operowania warto$ciami oraz tworzenia nowych
wartosci.

O Badanie modeli danych, ich wtasciwos$ci oraz sposobow wtasciwego ich
wykorzystania stanowi jedno z podstawowych zagadnien informatyki.
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Model danych oparty na drzewach

O Istnieje wiele sytuacji w ktorych przetwarzane informacje majq
strukture hierarchiczng lub zagniezdzona, jak drzewo
genealogiczne lub diagram struktury organizacyjne;.

O Abstrakcje modelujace strukture hierarchiczna nazywamy
drzewem — jest to jeden z najbardziej podstawowych modeli
danych w informatyce.
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Rekurencyjna definicja drzew

O  Podstawa: Pojedynczy wezel n jest drzewem. Méwimy ze n

jest korzeniem drzewa zlozonego z jednego wezla. ’

O  Indukcja: Niech r bedzie nowym weztem oraz niech
T, T, ..., T, beda drzewami zawierajacymi
odpow1edn10 korzeme Cpy Cps +++5 Cpe Zalézmy ze
zaden wezel nie Wyst(;pu]e Wlfgce] niz raz w drzewach
Tl, T,, .. Tk, oraz ze t, bedacy ,,nowym” wezlem,
nie Wystczpu]e W zadnym z tych drzew. Nowe drzewo
T tworzymy z wezta r i drzew Ty, T, ..oy Ty w
nastepujacy sposob:

m  wezel r staje si¢ korzeniem drzewa T Q @ ’ @
M

dodajemy k krawedzi, po jednej taczac r z kazdym
z wezlow ¢, ¢, ..., C, Otrzymujac w ten sposob
strukture w ktore] kazdy z tych weztow jest
dzieckiem korzenia r. Inny sposéb interpretacii
tego kroku to uczynienie z wezla r rodzica

kazdego z korzent drzew T, T, ..., T,.
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Reprezentacje drzewa

Drzewo ztozone z 7 weztow

info — etykieta

leftmostChild — informacja o wezle
rightSibling — cz¢$¢ listy jednokierunkowe;
dzieci rodzica tego wezla

Reprezentacja skrajnie lewy
potomek-prawy element siostrzany

typedef struct NODE *pNODE;
struct NODE{
int info;
PNODE leftmostChild, rightSibling;
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Rekurencja w drzewach

O Uzytecznos$¢ drzew wynika z liczby
mozliwych operacji rekurencyjnych,
ktore mozemy na nich wykonac¢ w

naturalny i jasny sposob (chcemy Q
drzewa przegladac).

O Prosta rekurencja zwraca etykiety

wezlow w porzadku wzdluznym (ang. @ @ @

pre-order listing), czyli: korzen, lewe

poddrzewo, prawe poddrzewo. @ @ @
O Inng powszechnie stosowana metoda

do przegladania weziow drzewa jest

tzw. przeszukiwanie wsteczne (ang.

post-order listing), czyli lewe Przeszukiwanie wszerz
poddrzewo, prawe poddrzewo, korzen.
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Drzewa przeszukiwania binarnego

Jest to zactykietowane drzewo binarne dla ktorego etykiety naleza do zbioru w ktorym
mozliwe jest zdefiniowanie relacji mniejszoS$ct.

Dla kazdego wezla x spelnione s3 nastepujace wlasnosc:
m wszystkie wezly w lewym poddrzewie maja etykiety mniejsze od etykiety wezta x

m wszystkie w prawym poddrzewie maja etykiety wigksze od etykiety wezla x.
O Wyszukiwanie elementu:

m Podstawa:

Jesli drzewo T jest puste, to na pewno nie zawiera elementu x.

Jesli T nie jest puste 1 szukana warto§¢ x znajduje si¢ w korzeniu, drzewo
zawiera X.

® Indukcja:

Jesli T nie jest puste, ale nie zawiera szukanego elementu x w korzeniu,
niech y bedzie elementem w korzeniu drzewa T.

Jesh x<y, szukamy wartosci x tylko w lewym poddrzewie korzenia y.

Jesli x>y, szukamy wartosci x tylko w prawym poddrzewie korzenia y.

O Wirlasno$¢ drzewa przeszukiwania binarnego gwarantuje, ze szukanej wartosci
X na pewno nie ma w poddrzewie, ktérego nie przeszukujemy.
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Model danych oparty na zbiorach

O Zbior jest najbardziej podstawowym modelem danych w matematyce.

O Wszystkie pojecia matematyczne, od drzew po liczby rzeczywiste mozna
wyrazi¢ za pomocy specjalnego rodzaju zbioru.

O Jest wiec naturalne Ze jest on réwniez podstawowym modelem danych w
informatyce.

O Dotychczas wykorzystaliSmy to pojecie mowiac o
® zdarzeniach w przestrzeni probabilistycznej,
m stowniku, ktory takze jest rodzajem zbioru na ktérym mozemy
wykonywac tylko okreslone operacje: wstawiania, usuwania 1
wyszukiwania

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 40 24.11.2009
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Podstawowe definicje

O W matematyce pojecie zbioru nie jest zdefiniowane wprost.

O Zamiast tego, podobnie jak punkt czy prosta w geometrii, zbior jest
zdefiniowany za pomoca swoich wtasnosci.

O W szczegolnodci istnieje pojecie przynaleznosci, ktore jest sensowne tylko 1
wylacznie dla zbiorow. Jesli S jest zbiorem oraz x jest czymkolwiek, zawsze
mozemy odpowiedzie¢ na pytanie

»,»Czy x nalezy do zbioru S?”

O Zbior S sklada sie wigc z wszystkich takich elementow x, dla ktorych x nalezy
do zbioru S.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 41 24.11.2009
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Podstawowe definicje

O Notacja:

m Wyrazenie x € S oznacza, ze element x nalezy do zbioru S.

® Jesli elementy x,, X,, ..., X naleza do zbioru S, 1 zadne inne, to mozemy
zapisac:
S = {Xy Xy eeey X, }

m Kazdy x must by¢ inny, nie mozemy umiesci¢ w zbiorze zadnego
elementu dwa lub wiecej razy. Kolejnos¢ ulozenia elementéw w zbiorze
jest jednak catkowicie dowolna.

® Zbior pusty, oznaczamy symbolem @ | jest zbiorem do ktérego nie
naleza zadne elementy. Oznacza to ze x € & jest zawsze falszywe.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 42 24.11.2009
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Podstawowe definicje

O Definicja za pomoca abstrakc;ji:

m Wyliczenie elementéw nalezacych do zbioru nie jest jedynym sposobem jego
definiowania. Bardzo wygodne jest wyjscie od definicji ze istnieje zbior S oraz ze
jego elementy spelniajg wlasnos$¢ P, tzn. {x : x € S oraz P(x) } czyli ,,zbior
takich elementéw x nalezacych do zbioru S, ktére spelniajg wlasnosé P.

O Rownosc¢ zbiorow:
®  Dwa zbiory sa rowne (czyli sq tym samym zbiorem), jesli zawieraja te same
elementy.
O Zbiory nieskonczone:

m  Zwykle wygodne jest przyjecie zalozenia ze zbiory sa skoniczone. Czyli Ze istnieje
pewna skonczona liczba N taka, ze nasz zbi6ér zawiera dokladnie N elementéw.
Istnieja jednak rowniez zbiory nieskoficzone np. liczb naturalnych, catkowitych,
rzeczywistych, itd.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 43 24.11.2009
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Operacje na zbiorach

O Operacje czgsto wykonywane na zbiorach:
® Suma: dwdch zbioréw S i T, zapisywana S U T, czyli zbior zawierajacy elementy
nalezace do zbioru S lub do zbioru T.
m Przecigcie (iloczyn): dwoch zbiorow S 1T, zapisywana S N T, czyli zbior
zawierajacy nalezace elementy do zbioru S i do zbioru T.
m Roznica: dwoch zbioréw S 1T, zapisywana S \ T, czyli zbior zawierajacy tylko
te elementy nalezace do zbioru S, ktore nie naleza do zbioru T.
O Jezeli S1T sa zdarzeniami w przestrzeni probabilistycznej,
B suma, przecigcie 1 roznica majg naturalne znaczenie,
S U T jest zdatzeniem polegajacym na zajsciu zdarzenia S lub T,
S N T jest zdarzeniem polegajacym na zajSciu zdarzenia S1 T,
S \ T jest zdarzeniem polegajacym na zajsciu zdarzenia S ale nie T,

Jesli S jest zbiorem obejmujacym cala przestrzen probabilistyczna, S \ T jest
dopelnieniem zbioru T.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 44 24.11.2009
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[mplementacja zbioréw oparta na wektorze wlasnym

O Definiujemy uniwersalny zbior U w ktérym zawieraja si¢ wszystkie zbiory na
ktorych bedziemy przeprowadzac operacje. Np. talia kart (zbi6r 52 kart) jest
uniwersalny dla réznych mozliwych zbiorow kart.

O Porzadkujemy elementy zbioru U w taki sposoéb, by kazdy element tego
zbloru mozna bylo zwiaza¢ z unikatowa ,,pozycja >, bedaca liczba catkowita
od 0 do n-1 (gdzie n jest liczba elementéw w zbiorze uniwersalnym). Liczba
elementoéw w zbiorze S jest m.

O Woweczas, zbior S zawierajacy sie w zbiorze U, mozemy reprezentowac za
pomocg wektora wtasnego zlozonego z zer 1 jedynek — dla kazdego
elementu x nalezacego do zbioru U, jesli x nalezy takze do zbioru S,
odpowiadajaca temu elementowi pozycja zawiera wartos$c 1; jesli x nie nalezy
do S, na odpowiedniej pozycji mamy wartosé 0.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 45 24.11.2009
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Struktura danych tablicy mieszajace;

O Reprezentacja stownika oparta o wektor wlasny, jesli tylko mozliwa,
umozliwitaby bezposredni dostep do miejsca w ktérym element jest
reprezentowany.

O Nie mozemy jednak wykorzystywac zbyt duzych zbioréw uniwersalnych ze
wzgledu na pamiec 1 czas inicjalizacji.

O Np. stownik dla stéw ztozonych z co najwyzej 10 liter.
Ile mozliwych kombinacji: 26!°+26°+ ... + 26 = 10" mozliwych stow.
Faktyczny stownik: to tylko okoto 10°.
Co robimy?

O Grupujemy, kazda grupa to jedna komorka z ,,naglowkiem” + lista
jednokierunkowa z elementami nalezacymi do grupy.

O Taka strukture nazywamy tablica mieszajaca
(ang. hash table)

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 46 24.11.2009
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Struktura danych tablicy mieszajace;

nagtowki

x— h(x) @)

[
—_
8
N
[N
o

B-1

O Istnieje funkcja mieszajaca (ang. hash function), ktéra jako argument pobiera
element x 1 zwraca liczbe calkowita z przedziatu 0 do B-1, gdzie B jest liczbg komorek
w tablicy mieszajace;.

O Warto$cig zwracang przez h(x) jest komoérka, w ktérej umieszczamy element x.

O Wazne aby funkcja h(x) ,,mieszala”, tzn. aby komorki zawieraly te sama przyblizong
liczbe elementow.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 47 24.11.2009
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[mplementacja zbioréw

O Listy jednokierunkowe, wektory wlasne oraz tablice mieszajace to trzy
najprostsze sposoby reprezentowania zbioréw w jezyku programowania.

O Listy jednokierunkowe oferujq najwicksza elastycznos$¢ w przypadku
wickszosci operaciji na zbiorach, nie zawsze sg jednak rozwigzaniem
najbardziej efektywnym.

O Wektory wlasne sg najszybszym rozwigzaniem dla pewnych operacji, moga
jednak by¢ wykorzystywane tylko w sytuacjach, gdy zbior uniwersalny jest
maly.

O Czesto zlotym §rodkiem sa tablice mieszajace, ktore zapewniajg zarowno
oszczedne wykorzystanie pamieci, jak 1 satysfakcjonujacy czas wykonania
operacjl.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 48 24.11.2009
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Relacyjny model danych

O Relacyjny model danych wykorzystuje
pojecie relacjt (ang. relation) ktore jest
bardzo mocno zwigzane z

Atrybuty relacji: Zajecia, StudentID, Ocena

przedstawiona wczesniej definicja z Krotki to:
teorit zbioréw, jednak rozni sie¢ w kilku (CS101, 12345, 5.0)
szczegolach: (CS101, 67890, 4.0)

® W relacyjnym modelu danych
informacja jest przechowywana w

tabelach. S zajgcia student ID ocena
= Kolumny tabeli maja nadane

konkretne nazwy 1 sa atrybutami CS101 12345 5.0

relacjt.

m  Kazdy wiersz w tabeli jest nazywany Lol e gl
krotkq 1 reprezentuje jeden EE200 12345 3.0
podstawowy fakt.

o Pojfgc'ie relacji odwoluje si¢ do kazde; EE200 22222 4.5
krotkd CS101 | 33333 2.0

PH100 67890 3.5
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Reprezentowanie relacji

O Podobnie jak w przypadku zbiorow istnieje wiele réznych
sposobow reprezentowania relacjt za pomoca struktur

danych. r
. L ) ) zajecia | student ID | ocena
O Tabela postrzegana jako zbidr wierszy powinna by¢
zbiorem struktur zawierajacych pola odpowiadajace CS101 12345 5.0
nazwom kolumn. :
CS101 67890 4.0
struct ZSO0 { EE200 12345 3.0
char Zajecia[5];
. 2 22222 .
int StudentID; 82 =
char Ocena[3]; } CS101 | 33333 2.0
PH100 67890 3.5

O Sama tabela moze by¢ reprezentowana za pomoca:

m tablicy struktur tego typu

m listy jednokierunkowej zfozonej z takich
struktur.

O Mozemy identyfikowac jeden lub wigcej atrybutow jako
,,dziedzing” relacji 1 traktowaé pozostale atrybuty jako
przeciwdziedzing.
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Sc

hemat bazy danych

Zajgcia Student 1D Ocena
CS101 12345 5.0
CS101 67890 4.0
EE200 12345 3.0
EE200 22222 4.5
CS101 33333 2.0
PH100 67890 3.5

Zajccia Dzien Godzina Zajecia Wymagania
CS101 Pn 9.00 CS101 CS100
CS101 S 9.00 EE200 EE005
EE200 Pt 8.30 EE200 CS100
EE200 W 13.00 CS120 CS101
CS101 Pt 9.00 CS121 CS120
PH100 C 8.15 CS205 CS101
CS206 CS121
CS206 CS205
Zajecia Klasa
CS101 Aula
EE200 Hala
PH100 Laborat
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Projektowanie

O Projektowanie I : wybor schematu baz danych

®  rozdzielamy informacje budujac kilka relacji (krotek) zamiast umieszczac je w jednej duzej
krotce,

® nie nalezy rozdziela¢ atrybutow reprezentujacych powiazane ze sobg informacje.
O Projektowanie II : wybor klucza

®  jeden z wazniejszy aspektow projektowania bazy danych,

® nie istnieje ,,jedyna” wlasciwa metoda wybierania klucza.
O Projektowanie III: wyboér indeksu gtéwnego

®  ma zdecydowany wplyw na szybko$c¢ z jaka mozemy wykonywacé ,,typowe” zadanie.
O Projektowanie IV: kiedy tworzy¢ indeks drugorzedny?

® utworzenie ulatwia wykonywanie operacji wyszukiwania krotki dla danej wartosci jednej lub
wigcej skladowych,

®  kazdy indeks drugorzedny wymaga dodatkowego czasu wstawiania i usuwania informaciji z
relacijt.
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Algebra relacyjna

O Algebra relacyjna jest wysoko poziomowa notacja definiowania operacjt zapytan
dotyczacych jednej lub wielu relacji.
Gléwnymi operacjami tej algebry sa: suma, przecigcie, roznica, selekcja,
rzutowanie i ztaczenie.
Jest silng notacja wyrazania zapytan bez podawania szczegdlow dotyczacych
planowanych operacji na otrzymanych danych.

O

Istnieje wiele sposobow efektywnego implementowania operacji ztaczenia.

O Optymalizacja wyrazen algebry relacyjnej moze w znaczacy sposob skrocié czas
wyznaczania ich wartosci, jest wiec i1stotnym elementem wszystkich jezykéw opartych
na algebrze relacyjnej wykorzystywanych w praktyce do wyrazania zapytan.

O Istnieje wiele sposobow skracania czasu obliczania danego wyrazenia. Najlepsze efekty
przynosi przenoszenie operacji selekcjt w dot drzewa wyrazenia.
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,Gdzie przebywa ]. Kowalski w poniedziatek o g-tej rano’”

Usun operacje rzutowania
,,Zajecla, StudentID”
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Graf

O

Gratf to jest relacja binarna.

Dla graféw mamy ogromne mozliwosct wizualizacji jako zbior punktow
(zwanych wierzchotkami) potaczonych liniami lub strzatkami
(nazwanych krawedziami). Pod tym wzgledem graf stanowi uogolnienie
drzewiastego modelu danych.

Podobnie jak drzewa, graty wystepuja w roznych postaciach: grafow
skierowanych 1 nieskierowanych lub etykietowanych i
niezaetykietowanych.

Graty sa przydatne do analizy szerokiego zakresu problemow: obliczanie
odleglosct, znajdowanie cykliczno$ci w relacjach, reprezentacit struktury
programow, reprezentacji relacjt binarnych, reprezentacji automatow 1
uktadow elektronicznych.
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Podstawowe pojecia

O Graf skierowany (ang. directed graph)
Sktada si¢ z nastepujacych elementow:
m  Zbioru V wierzcholkéw (ang. nodes, vertices)

m  Relacji binarnej E na zbiorze V. Relacje E nazywa si¢ zbiorem krawedzi (ang.
edges) grafu skierowanego. Krawedzie stanowia zatem pary wierzcholkéw (u,v).

vV =1{0,1,2,3,4}
E = { (0,0), (0,1), (0,2), (1,3), (2,0), (2,1),
2,4), (3,2), (3,4), (4,1) }
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Sposoby implementacji graféw

Istnieja dwie standardowe metody reprezentacji grafow.

m Pierwsza z nich, listy sasiedztwa (ang. adjacency lists), jest, ogolnie rzecz
biorac, podobna do implementacji relacjt binarnych.

= Druga, macierze sgsiedztwa (ang. adjacency matrices), to nowy sposob
reprezentowania relacji binarnych, ktory jest bardziej odpowiedni dla relaci,
w przypadku ktoérym liczba istniejacych par stanowi znaczaca czes$c
calkowitej liczby par, jakie moglyby teoretycznie istnie¢ w danej dziedzinie.

Wierzchotki sa ponumerowane kolejnymi liczbami catkowitymi 0,1,....., MAX-1
lub oznaczone za pomoca innego adekwatnego typu Wyhczemowego (uzywamy
ponizej typu NODE jako synonimy typu wyliczeniowego).

Woéwezas mozna skorzystac z podejscia opartego na wektorze wiasnym.

Element successors|[u] zawiera wskaznik do listy jednokierunkowej wszystkich
bezposrednich nastepnikow wierzchotka u. Nastepniki moga wystepowac w
dowolnej kolejnosci na liscie jednokierunkowej.
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Reprezentacja grafu za pomoca list sasiedztwa

O Listy sasiedztwa zostaly posortowane wg. kolejnosci, ale
nastepniki moga wystepowac w dowolnej kolejnosci na
odpowiedniej liscie sasiedztwa.

0 10 > 1 > 2
1 13| ©°

2 > | 0 > 1 > 4
3 > | 2 "4 | o
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Reprezentacja grafu za pomoca macierzy sasiedztwa

O Tworzymy dwuwymiarows tablicg;
BOOLEAN vertices|[ MAX][MAX];

w ktorej element vertices[u] [v] ma wartos¢ TRUE woéwczas, gdy
istnieje krawedz (u, v), zas FALSE, w przeciwnym przypadku.

A~ LW o - O

S O = O O
—_ O = O P
S = O O =N
S O O = OfW
S - = O Ok~
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Poréwnanie macierzy sasiedztwa z listami sasiedztwa.

O Macierze sgsiedztwa sg preferowanym sposobem reprezentaciji grafow
wowczas, gdy grafy sg geste (ang. dense), to znaczy, kiedy liczba krawedzi jest
bliska maksymalne] mozliwej ich liczby.

O Dla grafu skierowanego o n wietzchotkach maksymalna liczba krawedzi
wynosi n’.

O Jesli graf jest rzadki (ang. sparse) to reprezentacja oparta na listach sasiedztwa
moze pozwoli¢ zaoszczedzi¢ pamigc.

O Istotne roznice miedzy przedstawionymi reprezentacjami grafow sa widoczne
juz przy wykonywaniu prostych operacji.

Preferowany sposob reprezentaciji:

OPERACJA GRAF GESTY | GRAF RZADKI
Wyszukiwanie krawedzi Macierz sasiedztwa | Obie

Znajdowanie nastepnikéw Obie Lista sgsiedztwa
Znajdowanie poprzednikéw Macierz sasiedztwa | Obie
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Spdjna sktadowa grafu nieskierowanego

O Kazdy graf nieskierowany mozna podzieli¢ na jedna lub wigksza liczbe
spojnych sktadowych (ang. connected components).

O Kazda spojna sktadowa to taki zbior wierzchotkow, ze dla kazdych dwoch z
tych wierzchotkow istnieje taczaca je Sciezka. Jezeli graf sklada si¢ z jedne;
spojnej skladowej to mowimy ze jest spojny (ang. connected).

Kahului

To jest graf spojny
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Algorytm wyznaczania spdjnych skfadowych

O Chcemy okresli¢ spojne sktadowe grafu G. Przeprowadzamy rozumowanie indukcyjne.
O Podstawa:

m  Grat G, zawiera jedynie wierzcholki grafu G 1 zadnej jego krawedzi. Kazdy
wierzcholek stanow1 odrebna spdjng sktadows .

O Indukcja:

m  Zakladamy, ze znamy juz spdjne skladowe grafu G; po rozpatrzeniu pierwszych i
krawedzi, a obecnie rozpatrujemy (i+1) krawedz {u, v}

jezelt wierzchotki u, v naleza do jednej spdjnej sktadowej to nic si¢ nie
zmienia
jezeli do dwoch réznych, to taczymy te dwie spdjne sktadowe w jedna.
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Znajdowanie minimalnego drzewa rozpinajacego

Algorytm Kruskala jest dobrym przykladem algorytmu
zachtannego (ang. greedy algorithm), w przypadku ktorego
podejmowany jest szeteg decyzji, z ktorych kazda stanowi
wybranie opcji najlepszej w danym momencie. Lokalnie
podejmowane decyzje polegaja w tym przypadku na wyborze
krawedzi dodawanej do formowanego drzewa rozpinajacego.

Za kazdym razem wybierana jest krawedz o najmniejsze wartosci
etykiety, ktora nie narusza definicjt drzewa rozpinajacego,
zabraniajacej utworzenia cyklu.

Dla algorytmu Kruskala mozna wykazac, ze jego rezultat jest
optymalny globalnie, to znaczy ze daje on w wyniku drzewo
rozpinajace o minimalnej wadze.

Czas wykonania algorytmu jest O(m log m) gdzie m to jest
wigksza z wartosci liczby w1erzcholkow i hczby krawedzl.
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Znajdowanie minimalnego drzewa rozpinajacego

O Istnieje wiele algorytméw. Jeden z nich to algorytm Kruskala, ktory stanowi
proste rozszetzenie algorytmu znajdowania spdjnych skladowych Wymagane
zmiany to:

® nalezy rozpatrywac krawedzie w kolejnosci zgodnej z rosnaca wartoscia
ich etykiet,

® nalezy dofaczy¢ krawedz do drzewa rozpinajacego tylko w takim
wypadku gdy jej konice naleza do dwoéch roéznych spéjnych sktadowych.

Graf nieskierowany Minimalne drzewo fOZpinaiqce
(w nawiasach podano kolejno$¢ dodawanych krawedzi)
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Znajdowanie minimalnego drzewa rozpinajacego

Algorytm Kruskala jest dobtym przyktadem algorytmu zachtannego (ang.
greedy algorithm), w przypadku ktorego podejmowany jest szereg decyzji, z
ktorych kazda stanowi wybranie opcji najlepszej w danym momencie.
Lokalnie podejmowane decyzje polegaja w tym przypadku na wyborze

krawedzi dodawanej do formowanego drzewa rozpinajacego.

Za kazdym razem wybierana jest krawedz o najmniejsze wattosci etykiety,
ktora nie narusza definicji drzewa rozpinajacego, zabraniajacej utworzenia
cyklu.

Dla algorytmu Kruskala mozna wykazac, ze jego rezultat jest optymalny
globalnie, to znaczy ze daje on w wyniku drzewo rozpinajace o minimalne;
wadze.

Czas Wykonama algorytmu jest O(m log m) gdzie m to jest wigksza z
wartosct liczby wierzchotkow 1 liczby krawedzi.
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Algorytm przeszukiwania w gtab

Jest to podstawowa metoda badania gratow skierowanych.

Bardzo podobna do stosowanych dla drzew, w ktorych startuje si¢ od
korzenia 1 rekurencyjnie bada wierzchotki potomne kazdego odwiedzonego
wierzchotka.

Trudnos$¢ polega na tym ze w grafie moga pojawiac si¢ cykle... Nalezy wobec
tego znaczy¢ wierzchotki juz odwiedzone 1 nie wracac¢ wigcej do takich
wierzchotkow.

Z uwagi na fakt, ze w celu unikniecia dwukrotnego odwiedzenia tego samego
wierzchotka jest on odpowiednio oznaczany, grat w trakcie jego badania
zachowuje si¢ podobnie do drzewa.

W rzeczywisto$ci mozna narysowac drzewo, ktorego krawedzie rodzic-
potomek beda niektorymi krawedziami przeszukiwanego grafu G.

Takie drzewo nosi nazwe drzewa przeszukiwania w glab (ang. depth-first-
search) dla danego grafu.
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Algorytm przeszukiwania w gtab

Las przeszukiwania:
dwa drzewa o korzeniach a, d

e

Jedno z mozliwych ~ - - -

drzew @

Graf skierowany przeszukiwania

e ==t

Las przeszukiwania w glab. e e
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Podsumowanie informacji o algorytmach grafowych

PROBLEM ALGORYTM(Y) CZAS WYKONANIA
Minimalne drzewo rozpinajace | Algorytm Kruskala O(m log n)
Znajdowanie cykli Przeszukiwanie w glab O(m)
Uporzadkowanie topologiczne | Przeszukiwanie w glab O(m)
Osiagalno$¢ w przypadku Przeszukiwanie w glab O(m)

pojedynczego zrédla
Spojne sktadowe Przeszukiwanie w glab O(m)

Najkrotsza droga Algorytm Dijskry O(m log n)
dla pojedyncz. zrédta

Najkrotsza droga dla Algorytm Dijskry O(m n log n)
wszystkich par

Algorytm Floyda O(n?)
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Algorytm Dijkstry znajdowania najkrétszych drég.

O Traktujemy wierzchotek s jako wierzcholek
zrédlowy. W etapie posrednim wykonywania
algorytmu w grafie G istnieja tzw. wierzchotki
ustalone (ang. settled), tzn. takie dla ktorych znane sg
odleglodci minimalne. W szczegolnosci zbior takich
wierzcholkéw zawiera réwniez wierzchotlek s.

O Dla nieustalonego wierzchotka v nalezy zapamiegtac
dlugosc najkrotszej drogi specjalnej (ang. special
path) czyli takiej ktéra rozpoczyna si¢ w wierzchotku
zrédlowym, wiedzie przez ustalone wierzchotki, 1 na
ostatnim etapie przechodzi z obszaru ustalonego do
wierzchotka v.

specjalna
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Algorytm Floyda-Warshalla znajdowania najkrétszych drég.

O Podstawa algorytmu jest dziatanie polegajace na rozpatrywaniu po kolei kazdego wierzchotka
grafu jako elementu centralnego (ang. pzvo?).

O  Kiedy wierzchotek u jest elementem centralnym, staramy si¢ wykorzystac fakt, ze u jest
wierzchotkiem posrednim miedzy wszystkimi parami wierzchotkow.

O Dla kazdej pary wierzchotkéw, na przyklad vi w, jesli suma etykiet krawedzi (v, u) oraz (u, w)
(na rysunku d+e) , jest mniejsza od biezaco rozpatrywanej etykiety f krawedzi wiodacej od v do
w, to wartosc f jest zastgpowana wartoscig d+e.

Node u, v, w;

for (v =0; w < MAX; v++)
for (w=0; w < MAX; w++)
dist[v][w] = edge[V][w];
for (u=0; u< MAX; u++)
for (v=0; v< MAX; v++)
for (w=0; w<MAX; w++)
if( dist[v][u]+dist[u][w] < dist[v][w])
dist[v][w] = dist [v][u] + dist [u][w];

edge[v][w] —etykieta krawedzi, wierzchotki numerowane
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Wzorce 1 automaty

O Problematyka wzorcéw stanowi bardzo rozwinigta dziedzing wiedzy. Nost
ona nazwe teorii automatow lub teorii jezykow, a jej podstawowe definicje i
techniki stanowiq istotna czes¢ informatyki.

O Poznamy trzy rOwnowazne opisy wzorcow:

1. oparty na teorii grafow, polega¢ bedzie na wykorzystaniu $ciezek w grafie
szczegodlnego rodzaju ktory nazwiemy automatem.

2. o charakterze algebraicznym, wykorzystujacy notacje wyrazen regularnych.

5. oparty o wykorzystanie definicji rekurencyjnych, nazwany gramatyka
bezkontekstowas.
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Grafy reprezentujace maszyny standw

Dzialanie oméwionego programu mozna reprezentowac za pomocg grafu, ktorego
wierzchotki okreslajq stany programu.

I odwrotnie: program mozna zaprojektowac przez zaprojektowanie w pierwszej
kolejnosci grafu, a nastgpnie mechaniczne przettumaczenie takiego grafu na program
(recznie lub przy pomocy istniejacych narzedzi programistycznych.

Koncepcja dzialania automatu jest prosta. Zaklada si¢ ze automat pobiera liste
znakow zwang ciggiem wejsSciowym (ang. input sequence).

Jego dzialanie rozpoczyna si¢ w stanie poczatkowym, tuz przed odczytaniem
pierwszego znaku wejsciowego. W zaleznosci od tego jaki jest to znak, automat
wykonuje przejscie — do tego samego lub innego stanu.

Przejscia sg zdefiniowane przez graf automatu. Nastepnie automat odczytuje
drugi znak 1 wykonuje kolejne przejscie 1 tak dale;.
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Automat rozpoznajacy ciagi liter posiadajace podciag “aeiou’”

O Stany programu sa reprezentowane za pomoca grafu skierowanego,
ktorego krawedzie etykietuje si¢ zbiorami znakow. Krawedzie takie nazywa si¢
przejSciami (ang. fransition).

O Niektore wietzchotki s zaznaczone jako stany koncowe (ang. accepting states).
Osiagnigcie takiego stanu oznacza znalezienie poszukiwanego wzorca 1 jego
akceptacje.

O Jeden z wierzchotkow jest zawsze okreslany jako stan poczatkowy (ang. start
state) — stan w ktorym nastgpu]e rozpoczc;ae procesu rozpoznawama wzorca.
Wierzcholek taki oznacza si¢ przez umieszczenie prowadzacej do niego
strzatki ktora nie pochodzi od innego wierzchotka. Graf posiadajacy
opisywang posta¢ nosi nazwe automatu skonczonego (ang. finite automaton)
lub po prostu automatu.

A-a A-e A-0 A-U

A-li
starta ei ou
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Automaty deterministyczne

O Automaty ktére dotychczas omoéwilismy posiadajg pewna istotna wlasnosc.

O Dla kazdego stanu s oraz dowolnego znaku wejSciowego x istnieje co
najwyzej jedno przejécie ze stanu s, ktorego etykieta zawiera znak x.

O O tego rodzaju automatach mowimy ze sg deterministyczne (ang.
deterministic).

O Symulacja automatu deterministycznego dla danej sekwencji wejsciowej jest
bardzo prosta. W kazdym stanie s dla kolejnego znaku wejsciowego x nalezy
rozpatrzy¢ kazda etykiete przejSc ze stanu s. Jezeli uda si¢ znalez¢ przejscie,
ktorego etykieta zawiera znak x, to przejScie to okresla Wlascwvy stan
nastepny. Jezeli zadna nie zawiera znaku x, to automat ,,zamiera’ 1 nie moze
przetwarza¢ dalszych znakow Wejéciowych.
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Automaty niedeterministyczne

O Automaty niedeterministyczne (ang. nondeterministic) mogsa (ale nie musza) posiadac
dwa (lub wiecej) przejscia z danego stanu zawierajace ten sam symbol.

O Warto zauwazyc, ze automat deterministyczny jest rownoczesnie automatem
niedeterministycznym, ktory nie posiada wielu przejs¢ dla jednego symbolu.

O Automaty niedeterministyczne nie moga by¢ bezposrednio implementowane za
pomocg programow, ale stanowia przydatne pojecie abstrakcyjne.

W momencie podjgcia proby symulaciji automatu niedeterministycznego w
przypadku ciagu wejsciowego skladajacego si¢ ze znakéw ag,a,, ..., ay
moze okazac sig, ze ten sam ciag etykietuje wiele $ciezek. Wygodnie jest
przyjac, ze automat niedeterministyczny akceptuje taki ciag wejsciowy, jezeli
co najmniej jedna z etykietowanych $ciezek prowadzi do stanu
akceptujacego.

niedeterminizm = ,,zgadywanie”
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Jak zastapié automat niedeterministyczny deterministycznym!

O Automat niedeterministyczny zastgpujemy deterministycznym przez skonstruowanie
rOwnowaznego automatu deterministycznego. Technika ta nost nazwe konstrukcji
podzbiotdw (ang. subset construction).

O Rownowaznos$¢ automatow:

= Mowimy, ze automat A jest tOwnowazny (ang. equivalen?) automatowi B, jezeli akceptuja ten
sam zbidr ciggdw wejSciowych.
Innymi stowy, jezeli a,a,...a, jest dowolnym ciggiem symboli, to spetnione sa dwa
nastepujace warunki:

1. Jezeli istnieje Sciezka zaetykietowana jako a;a,...a, wiodaca od stanu poczatkowego
automatu A do pewnego stanu akceptujacego automatu A, to istnieje rowniez $ciezka
zaetykietowana a,a,...a, wiodaca od stanu poczatkowego automatu B do stanu koncowego
tego automatu.

2. Jezeli istnieje $ciezka zaetykietowana jako a,a,...a, wiodaca od stanu poczatkowego
automatu B do pewnego stanu akceptujacego automatu B, to istnieje réwniez $ciezka
zaetykietowana a,a,...a, wiodaca od stanu poczatkowego automatu A do stanu koncowego
tego automatu.
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Automat deterministyczny D

Konstrukcje automatu mozna uznaé za skonczona. Przejscia ze stanu {0,3} nie
prowadza do zadnego stanu automatu D ktérego jeszcze nie sprawdzilismy.

Stan {0} oznacza ze odczytany ciag nie konczy si¢ zadnym przedrostkiem wyrazu
man, stan {0,1} Zze konczy si¢ sekwencja m, stan {0,2} Zze koniczy si¢ sekwencja ma,
stan {0,3} ze koniczy si¢ sekwencja man.
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Raz jeszcze automaty

Automat skonczony jest to oparty na modelu grafowym sposob okreslania wzorcow.
Wystepuja jego dwie odmiany: automat deterministyczny oraz automat
niedeterministyczny.

Istnieje mozliwos$¢ konwersji automatu deterministycznego na program rozpoznajacy
wzorce.

Istnieje mozliwos$¢ konwersji automatu niedeterministycznego na automat
deterministyczny rozpoznajacy te same wzorce dzigki konstrukcji podzbioréw.

Istnicje bliski zwiazek miedzy automatami deterministycznymi a programami, ktore
wykotzystujg pojecie stanu w celu odroznienia rdl, jakie odgrywaja rézne czesci
programu. Zaprojektowanie automatu deterrmmstycznego stanowl czg¢sto dobry
sposOb opracowania takiego programu. Moze to by¢ trudne zadanie, czesto tatwie;
zaprojektowac¢ automat niedeterministyczny, a nastepnie za pomoca konstrukeji
podzbiorow zamieni¢ go na jego odpowiednik deterministyczny.
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Wyrazenia regularne

O Wyrazenia regularne (ang. regular expressions) stanowia
algebraiczny sposob definiowania wzorcow.

O Wiyrazenia regularne stanowia analogi¢ do algebry wyrazen
arytmetycznych oraz do algebry relacyjne;.

O Zbior wzorcow ktoére mozna wyrazi¢ w ramach algebry wyrazen
regularnych odpowiada doktadnie zbiorowi wzorcow, ktore
mozna opisac za pomoca automatow.
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Operandy wyrazen regularnych

O Wyrazenia regularne posiadaja pewne rodzaje operandéw niepodzielnych
(ang. atomic operands). Ponizej lista:

1. Znak
2. Symbol €
5. Symbol I

4. Zmienna ktéra moze by¢ dowolnym wzorcem zdefiniowanym za pomoca
wyrazenia regularnego.
O Wartos¢ wyrazenia regularnego jest wzorcem skladajacym sie ze zbioru
ciagdéw znakow, ktory czesto okresla sie¢ mianem jezyka (ang. language).
O Jezyk okreSlony przez wyrazenia regularne E oznaczony bedzie jako L(E)
lub okreélany jako jezyk wyrazenia E.
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Jezyki operandéw niepodzielnych

O Jezyki operandow niepodzielnych definiuje si¢ w nastepujacy sposob.

1. Jezeli x jest dowolnym znakiem, to wyrazenie regularne x oznacza jezyk {x}, to znaczy
L(x) = {x}.
Nalezy zauwazy¢, ze taki jezyk jest zbiorem zawierajacym jeden ciag znakowy.
Ciag ten ma dlugos¢ 11 jedyna pozycja tego ciagu okresla znak x.

2. L(g) = {€}. Specjalny symbol € jako wyrazenie regularne oznacza zbior, ktérego jedynym
ciggiem znakowym jest ciag pusty, czyli ciag o dtugosci 0.

3. L(QD) =D . Specjalny symbol & jako wyrazenie regularne oznacza zbior pusty ciagéw
znakowych.

O

Istniejq trzy operatory w odniesieniu do wyrazen regularnych.
O Mozna je grupowac przy uzyciu nawiasow, podobnie jak ma to miejsce w przypadku
innych znanych algebr.

O Definiuje si¢ prawa kolejnosct dzialan oraz prawa tacznosci, ktore pozwalaja na
pomijanie niektérych par nawiaséw — tak jak w przypadku wyrazen arytmetycznych.
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Operatory wyrazen regularnych

O Suma:

= Symbol sumy (ang. #nion) oznacza si¢ za pomoca symbolu | . Jezeli R 1S sa dwoma

wyrazeniami regularnymi, to R | S oznacza sume jezykéw okreslanych przez R 1 S. To
znaczy L(R|S) = L(R) U L(S).

L(R) i L(S) sa zbiorami ciagéw znakowych, notacja sumowania jest uzasadniona.
O Zlozenie:

m  Operator zlozenia (ang. concatenation) nie jest reprezentowany przez zaden odrebny symbol.
= Jezeli R1iS sa wyrazeniami regularnymi to RS oznacza ich zlozenie. L(RS), czyli jezyk
okreslony przez RS, jest tworzony z jezykoéw L(R) 1 L(S) w sposob nastepujacy:
Dla kazdego ciagu znakowego r nalezqcego do L(R) oraz kazdego ciaggu znakowego s nalezacego
do L(S), ciag rs, czyli zlozenie ciagow r i s, nalezy do L(RS).

m  Zlozenie dwoch list takich jak ciagi znakow, jest wykonywane przez pobranie po

kolei elementoéw pierwszej z nich i uzupetnienie ich po kolei elementami drugiej
listy.
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Operatory wyrazen regularnych

O Domknigcie:

®  Operator domknigcia (ang. cosure), jest to operator jednoargumentowy przyrostkowy.
Domknigcie oznacza si¢ za pomoca symbolu * tzn. R* oznacza domkniecie wyrazenia
regularnego R. Operator domknigcia ma na]wyzszy priorytet.
m  Efekt dziatania operatora domknigcia mozna zdefiniowac jako ,,okreslenie wystepowania zera
lub wigkszej liczby wystapien ciagéw znakéw w R”.
®  Oznacza to ze L(R¥*) sklada si¢ z:
Ciagu pustego €, ktoéry mozna interpretowac jako brak wystapien ciggéw znakéw w L(R).
Wszystkich ciagéow znakow jezyka L(R). Reprezentuja one jedno wystapienie ciagéw znakoéow w
L(R).
Wszystkich ciagow znakéw jezyka L(RR), czyli ztozenia jezyka L(R) z samym soba. Reprezentuja
one dwa wystapienia ciggéw znakéw z L(R).
Wszystkich ciagéw znakéw jezyka L(RRR), L(RRRR) i tak dalej, ktore reprezentujq trzy, cztery i
wiccej wystapien ciagow znakow z L(R
®  Nieformalnie mozna napisa¢: R* =e | R | RR | RRR | ...
=  Wyrazenie po prawej stronie to nie jest wyrazeniem regularnym poniewaz zawiera
nieskonczong liczbe¢ wystapien operatora sumy. Wszystkie wyrazenia regularne sa
tworzone ze skonczonej liczby wystapien operatoréow.
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Automaty z epsilon przej$ciami

O Nalezy rozszerzy¢ notacje uzywana w przypadku automatoéw w celu umozliwienia
opisu krawedzi posiadajacych etykiete €. Takie automaty wciaz akceptuja clag
znakéw s wtedy 1 tylko wtedy, gdy Sciezka zaetykietowana ciggiem s wiedzie od stanu
poczatkowego do stanu akceptujacego. Symbol €, ciag pusty, jest ,,niewidoczny” w
ciagach znakow, stad w czasie konstruowania etykiety danej sciezki w efekcie usuwa sie
wszystkie symbole € 1 uzywa tylko rzeczywistych znakow.

Automat z g-przejSciami dla wyrazenia a | bc*
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Automaty z epsilon przej$ciami

Automat skonstruowany na podstawie
eliminacji € -przejsc.

Automat akceptuje wszystkie ciagi
jezyka L (a | bc*).
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Konstrukeja eliminacji stanéw.

O Kluczowym etapem konwersji z postaci automatu na wyrazenie regularne jest
eliminacja stanow. Chcemy wyeliminowac stan u, ale chcemy zachowac etykiety
krawedzi wystepujace w postaci wyrazen regularnych, tak aby zbi6r etykiet $ciezek
miedzy dowolnymi pozostalymi stanami nie ulegl zmianie.

O Poprzedniki stanu u to s;, Sy, «....y S, za$§ nastepniki stanu u to ty, ty, ...... , t., (moga tez
istnie¢ stany wspolne).

Zbior ciagow znakow etykietujacych $ciezki

wiodace z wierzchotkéw s, do wierzchotka u,
wlacznie z $ciezkami biegnacymi kilkakrotnie
wokol petli u — u, oraz z wierzchotka u do
wierzchotka t, jest opisany za pomoca
wyrazenia regularnego S; U* T,

Po eliminacjt wierzchotka u nalezy zastapic¢
etykiete Ry, czyli etykiete krawedzi

s; —> t, przez etykiete R;; | S; U* T,
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Redukcja zupetna automatu

O W celu otrzymania wyrazenia regularnego okreslajacego wszystkie ciagi
znakow akceptowane przez automat A 1 zadne inne, nalezy rozpatrzy¢ po
kolei kazdy stan akceptujacy t automatu A.

O Kazdy ciag znakéw akceptowany przez automat A jest akceptowany dlatego,

ze etykietuje on $ciezke wiodaca ze stanu poczatkowego s do pewnego stanu
akceptujacego t.

[\s

start @

Automat posiadajacy jedynie stan

Automat zredukowany do dwoch standéw.

nat poczatkowy.
Wyrazenie regularne: S*U(T | VS*U)* Wyrazenie regularne: S*
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Gramatyki

O

O

Gramatyka bezkontekstowa wykorzystuje model funkcjt
rekurencyjnych.

Jednym z waznych zastosowan gramatyk sa specyfikacje jezykow
programowania. Gramatyki stanowig zwiezla notacje opisu ich

sktadni.

Gramatyki posiadaja wicksze mozliwosci w zakresie opisu
jezykow niz wyrazenia regularne. Gramatyki oferujq co najmniej
tak samo duze mozliwosci opisu jezykow, jak wyrazenia
regularne przez przedstawienie sposobu symulowania wyrazen
regularnych za pomoca gramatyk. Istnieja jednakze jezyki ktore
mozna wyrazi€¢ za pomocg gramatyk, ale nie mozna za pomoca
wyrazen regularnych.
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Jednoznaczne gramatyki wyrazen

Konstrukcja jednoznacznej gramatyki polega na zdefiniowaniu trzech

kategorii syntaktycznych o nastepujacym znaczeniu:

<Czynnik> - generuje wyrazenia, ktére nie mogg zostac rozdzielone, to znaczy

czynnik jest albo pojedynczym operandem, albo dowolnym wyrazeniem

umieszczonym w nawiasie.

< Sktadnik> - generuje iloczyn lub iloraz czynnikéw. Pojedynczy czynnik jest
sktadnikiem, a wigc stanowi ciag czynnikéw rozdzielonych operatorami * lub /.

Przyktadami sktadnikow sg 12 lub 12/3*45.

<Wyrazenie> - generuje roznice¢ lub sume jednego lub wigkszej liczby

sktadnikéw. Pojedynczy skladnik jest wyrazeniem, a wigc stanowi sekwencje

sktadnikow rozdzielonych operatorami + lub -.
Przyktadami wyrazen sq 12, 12/3%45 lub 12+3%45-6.

(1) <W> > <W> + <S> | <W> - <S> | <S>
(2) <S> —» <S>*<Cz>|<S>/<Cz>|<Cz>
(3) <Cz> > (<W>) | <L>

(4) <L > - <L><C> | <C>

(5)<C> »0]|1]...... | 9

gramatyka jednoznaczna
wyrazen arytmetycznych
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Analizator sktadniowy

Gramatyka

(1) <I> > wec<lI>
(2) <I> - {<D>
3) <I> > s;

(4) <D> —» <I><D>
(5) <D> > }

Tabela analizy sktadniowej

wic| {| 1} s ENDM
<|> | 1 2 3
<D>| 4 4 | 5| 4

Posta¢ gramatyki przedstawionej powyzej umozliwia jej analize skladniows za
pomocg schodzenia rekurencyjnego lub za pomoca analizy skladniowej opartej

na tabeli.

Metoda zamiany gramatyki na analizator skladniowy to algorytm pozwalajacy
stwierdzi¢, czy dany ciag znakow nalezy do pewnego jezyka
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Drzewo rozbioru

Drzewa analizy sktadniowej (drzewa

rozbioru) stanowig forme reprezentaci, <|>
ktora przedstawia strukture ciggu znakow
zgodng z dana gramatyka. \

Niejednoznacznos$¢ — to problem, ktory
<D>

pojawia si¢ w sytuacji gdy ciag znakoéw
posiada dwa lub wiecej odrebnych drzew / \

analizy skladniowej, przez co nie posiada

unikatowej struktury zgodnie z dang <|> <D>
gramatyka // / \

Pelne drzewo rozbioru <|I> <|>

dla analizy sktadniowe;j / ‘ ‘ \

dla ciagu: {wcs;s; } ENDM
S ,
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Konstrukcja gramatyki dla wyrazenia regularnego: a | bc*

1. Tworzymy kategorie syntaktyczne dla trzech symboli, ktére pojawiaja si¢
W tym wyrazeniu:
<A>—>a <B>-5b <C>->c
2. Tworzymy gramatyke dlac*: <D >—><C><D> | ¢
Woéwezas L(<D>) = L(<KC>))* = c*
3. Tworzymy gramatyke dla bc*: <E>—><B><D >

4. Tworzymy gramatyke dla calego wyrazenia regularnego a | be*:

<F>—><A> | <E>

<F>—> <A>|<E>
<E>-—> <B><D>
koficowa postaé¢ gramatyki <D> —» <C><D>|¢
<A>—> a

<B>->D

<C>—>c
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Jezyk posiadajacy gramatyke ale nie posiadajacy
wyrazenia regularnego

Jezyk E bedzie zbiorem znakéw sktadajacych sie z jednego lub wickszej

liczby symboli 0, po ktoérych wystepuje ta sama liczba symboli 1, to znaczy:
E = {01, 0011, 000111, ....}

W celu opisania ciggéw znakow jezyka E mozna uzy¢ przydatnej notacit

opartej na wykladnikach. Niech s, gdzie s jest ciagiem znakow, zas n liczba

calkowita, oznacza ss....s (n razy), to znaczy s ztozone ze soba n razy.
Wowczas:

E = {0'1}, 0212, 0>13, ...} lubE ={0"1" | n>1}

<S>>50<«<5»>1
<S>-501

Jezyk E mozna zapisa¢ za pomocg gramatyki:

Poniewaz nie istniejq zadne inne ciagi znakéw mozliwe do
utworzenia na podstawie tych dwoch produkejt, E = L(<S>).




