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Czas dzialania programu

Dla konkretnych danych wejsciowych jest wyrazony liczba
wykonanych prostych (elementarnych) operacji lub
“krokow”. Jest dogodne zrobienie zatozenia ze operacja
elementarna jest maszynowo niezalezna, kazde wykonanie i-
tego wiersza programu jest rowne ci, przy czym ci jest stata.

Kiedy algorytm zawiera rekurencyjne wywoftanie samego
sieble, jego czas dziatania mozna czesto opisac zaleznoscig
rekurencyjna (rekurencja) wyrazajqcq czas dla
podproblemow rozmiaru n za pomocg czasu dla
podproblemow mniejszych rozmiarow.

Mozemy wiec uzyC narzedzi matematycznych aby
rozwigzac¢ rekurencje i w ten sposob otrzymac

0Szacowania czasu dziatania algorytmu.
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Rekurencja dla algorytmu typu “dziel i zwyciezaj"

Rekurencja odpowiadajgcq czasowi dziatania algorytmu typu
“dziel i zwyciezaj” opiera sie na podziale jednego poziomu
rekursji na trzy etapy. Niech T(n) bedzie czasem dziatania dla
jednego problemu rozmiaru n. Jesli rozmiar problemu jest
odpowiednio maty, powiedzmy n <=c dla pewnej statej c, to
jego rozwigzanie zajmuje staty czas, co zapiszemy jako ©(1).
Zatozmy ze dzielimy problem na a podproblemoéw, kazdy
rozmiaru n/b. Jesli D(n) jest czasem dzielenia problemu na
podproblemy, a C(n) czasem scalania rozwigzan
podproblemow w petne rozwigzanie dla oryginalnego
problemu, to otrzymujemy rekurencje

T(n) = ©(1) jeslin <=c

T(n) = a T(n/b) +D(n) +C(n) w przeciwnym razie
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Rekurencja dla algorytmu typu "dziel i zwyciezaj"

Przykiad: algorytm sortowania przez scalanie

- dziel: znajdujemy Srodek przedziatu, zajmuje to czas
staty D(n)=06(1)

- ZWyciezaj: rozwigzujemy rekurencyjnie dwa
podproblemy, kazdy rozmiaru n/2, co daje czas dziatania 2
T(n/2)

—> potgcz: dziata w czasie ©(n), a wiec C(n)=0(n).

ostatecznie

T(n) = ©(1) jesli n=1
T(n) =2T(n/2) + ©(1) + ©(n)  jeslin>1

Rozwigzaniem tej rekurencji jest T(n) = ®(n log n).
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Metody rozwigzywania rekurencji

-> podstawiania: zgadujemy oszacowanie, a nastepnie
dowodzimy przez indukcje

-> jteracyjna: przeksztatcamy rekurencje na sume,
korzystamy z technik ograniczania sum

-> uniwersalna: stosujemy oszacowanie na rekurencje
majace postac

T(n) = a T(n/b) + f(n), gdzie a>=1, b>1,

a f(n) jest dang funkcja;
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Metoda podstawiania

Polega na zgadnieciu postaci rozwigzania, a nastepnie
wykazaniu przez indukcje, ze jest ono poprawne.
Trzeba tez znalez¢ odpowiednie state. Bardzo
skuteczna, stosowana tylko w przypadkach kiedy tatwo
jest przewidzie¢ postaé rozwiqgzania.

Przyktad:

postaé rekurencji: T(n) = 2T(n/2) + n
zgadniete rozwigzanie: T(n) = ©(n log n)

Podstawa: n=2; T(1)=1; T(2)=4; T(3)=5
Indukcja: T(n) <= 2 (c(n/2)log(n/2)) + n <= cn log(n/2) +n
= cnh log(n) - cn log(2) + n = cn log (n) - cn + n <= cn log(n)
spetione dla c>=1;
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Metoda 1teracyjna

Polega na rozwijaniu (iterowaniu) rekurencji i wyrazanie je|
jako sumy sktadnikéw zaleznych tylko od n warunkéw
brzegowych. Nastepnie mogq by¢

uzyte techniki sumowania do oszacowania rozwigzania.

Przykiad:
postac rekurencji: T(n) = 3T(n/4) + n

iterujemy: T(n) = n + 3T(n/4)
= n + 3(n/4) +3T(n/16)
=n+ 3(n/4+ 3(n/16 + 3T(n/64)))
=n+3n/4+9n/16 + 27 T(n/64)

Iterujemy tak dtugo az osiggniemy warunki brzegowe. Skfadniki i-ty w ciggu
wynosi 3i n/4i. Iterowanie konczymy, gdy n=1 lub n/4i = 1 ( czyli i > log,(n) ).
T(n) <=n +3n/4 + 9n/16 + 27n/64 + ..... + 3log," ©(1)
<=4n + 3 log,n @(1) = ©(n)
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Metoda 1teracyjna

Metoda iteracyjna jest zazwyczaj zwigzana z duzg iloscig
przeksztatcen algebraicznych, wiec zachowanie prostoty
nie jest tatwe.

Punkt kluczowy to skoncentrowanie sie na dwoch
parametrach: liczbie iteracji koniecznych do osiggniecia
warunku brzegowego oraz sumie sktadnikdw
pojawiajqcych sie w kazdej iteracji.
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Drzewa rekursji

Pozwalajg w dogodny sposob zilustrowac rozwijanie
rekurencji, jak rowniez utatwia stosowanie aparatu
algebraicznego stuzacego do rozwigzywania tej
rekurencji.

Szczegolnie uzyteczne gdy rekurencja opisuje
algorytm typu “dziel i zwyciezaj”.
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Drzewo rekursji
dla algorytmu ,,dziel 1 zwyciezaj

T(n) =2 T(n/2) + n?

n2 )

w2 (n/2)? (n/2)? SRV

T(n/2) T(n/2) Tw/4) Tw4) TO4  Twm4a)y —— 1402

ostateczny wynik w sumie ©O(n?)
T(n) = ©(n*)
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Drzewa rekursji

T(n) =T(n/3) + T(2n/3) +n

log,,n n 1
/7
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w sumie ®O(n log(n))

wysoko$¢ drzewa log,,(n) < log(n)

ostateczny wynik T(n) = O(n log(n))
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Metoda rekurencji uniwersalne]

Metoda rekurencji uniwersalnej podaje “uniwersalny

przepis” rozwigzywania rownania rekurencyjnego postaci
T(n) = a T(n/b) + f(n)

gdzie a>=1ib>1 sq statymi, a f(n) jest funkcja

asymptotycznie dodatnia.

Za wartosc (n/b) przyjmujemy najblizsza liczbe catkowitg
(mniejsza lub wiekszg od wartosci doktadnej).
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Metoda rekurencji uniwersalne]

Rekurencja opisuje czas dziatania algorytmu, ktory dzieli
problem rozmiaru n na a problemow, kazdy rozmiaru
n/b, gdzie a i b sg dodatnimi statymi.

Kazdy z a problemow jest rozwigzywany rekurencyjnie
w czasie T(n/b).

Koszt dzielenia problemu oraz taczenia rezultatow
czesciowych jest opisany funkcja f(n).
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Twierdzenie o rekurencj1 uniwersalne;

Niech a>=1i b>1 beda stalymi, niech f(n) bedzie pewnga funkcja
i niech T(n) bedzie zdefiniowane dla nieujemnych liczb
catkowitych przez rekurencje
T(n) = aT(n/b) + f(n)
gdzie (n/b) oznacza najblizszq liczbe catkowita do wartosci
doktadnej n/b.
Wtedy funkcja T(n) moze byc ograniczona asymptotycznie
w nastepujacy sposob.
1. Jesli f(n) = O( n'o9,2-¢) dla pewnej statej e>0,
to T(n) = ©( n'lo9,2).
2. Jesli f(n) = ©( n'99,2) to T(n) = O( n'°9, 2 log n).
3. Jesli f(n) = Q(n 'og, 2+¢) dla pewnej statej e>0 i jesli
af(n/b) <= cf(n) dla pewnej statej c<1 i wszystkich
dostatecznie duzych n, to T(n) = 6(f(n)).
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Twierdzenie o rekurencj1 uniwersalne;

“intuicyjnie”....
W kazdym z trzech przypadkow porownujemy funkcje f(n)
z funkcjg nlog, 2. Rozwigzanie rekurencji zalezy od wiekszej
z dwoch funkcji.
--- Jesli funkcja nlog, 2 jest wieksza, to rozwigzaniem
rekurencji jest
T(n) = ©( nlog,2),
--- Jesli f(n) jest wieksza, to rozwigzaniem jest
T(n) = ©(f(n)).
--- Jesli funkcje sg tego samego rzedu, to mnozymy
przez log n i rozwigzaniem jest
T(n) = ®( n'99.2 log n) = T(n) = ©( f(n) log n).
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Przyktad

T(nN) =9 T(2n/3) + n
a=9, b=3, f(n)=n, a zatem n'°9, 2 = nlog,9= E( n2),
Poniewaz f(n)=0(nl°9;%¢), gdzie e=1,

mozemy zastosowac przypadek 1 z twierdzenia
i wnioskowac ze rozwigzaniem jest T(n) = ©( n?).
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Przyktad

T(n) = T(2n/3) +1
a=1, b=3/2, f(n)=1, a zatem nlog @ = plog; ,1=n0 =1

Stosujemy przypadek 2, gdyz f(n) = ®( n'9,2)=0(1),
a zatem rozwigzaniem rekurencji jest T(n) = ©(log n) .
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Przyktad

T(n) = 3T(n/4) + nlogn
a=3, b=4, f(n)=n log n, a zatem n'v9, 2 = nlog,3= O(n0.793),

Poniewaz f(n) = Q( n'g,3+¢) , gdzie ¢ ~ 0.2, wiec stosuje
sie tutaj przypadek 3, jesli mozemy
Pokaza¢ ze dla f(n) zachodzi warunek regularnosci. Dla
dostatecznie duzych n:

af(n/b) = 3(n/4)log(n/4) <= (3/4)nlog(n) = ¢ f(n)
dla c=3/4.

Warunek jest spetniony i mozemy napisaé ze
rozwigzaniem rekurencji jest T(n) = ©(nlog n).
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Przyktad

T(n) = 2T(n/2) + nlogn
a=2, b=2, f(n)=n log n, a zatem nlog, a = n,

Wydaje sie ze powinien to by¢ przypadek 3,
gdyz f(n)=nlog n jest asymptotycznie wieksze niz
nlog, a = n, ale nie wielomianowo wiekszy.

Stosunek f(n)/ n°3, 2= (n log n)/n log n jesli
asymptotycznie mniejszy niz nédla kazdej

dodatniej statej «.

W konsekwencji rekurencja ta "wpada” w luke miedzy
przypadkiem 2 i 3.
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» Rekurencje byty badane juz w 1202 roku
przez L. Fibonacciego, od ktorego nazwiska
pochodzi nazwa liczb Fibonacciego.

* A. De Moivre wprowadzil pojecie funkcyi
tworzacych do rozwigzywania rekurencii.
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