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Teoretyczne podstawy informatyeki

Wyktad 4
Iteracja, indukcja i| rekurencja

Iteracja, indukcja | rekurencja to podstawowe zagadnienia
pojawiajgce sie przy wielu typach modeli danych, struktur

danych czy algorytmow.
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Iteracja

Zrodtem potegi komputerow jest zdolno$é do
wielokrotnego wykonywania tego samego zadania lub
jego roznych wersii.

W informatyce z pojeciem iteracji (ang. iteration) mozna
sie spotkac przy roznych okazjach. Wiele zagadnien
zwigzanych z modelami danych, np. listami, opiera sie
na powtorzeniach typu:

lista jest albo pusta, albo sktada sie z jednego
elementu poprzedzajgcego inny, i kolejny element itd....
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Iteracja

Programy i algorytmy wykorzystujg iteracje do
wielokrotnego wykonywania okreslonych zadan bez
koniecznosci definiowania ogromnej liczby pojedynczych
krokow, np. w przypadku zadania

wykonaj kolejny krok 1000 razy.

Najprostszym sposobem wielokrothego wykonania
sekwencji operacji jest wykorzystanie konstrukcji
iteracyjnej, jakg jest instrukcja for lub while w jezyku C.
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Prosty przyktad iteracji

Mamy tablice n liczb catkowitych,
sprawdzamy czy jakas liczba
catkowita ,x” jest elementem

tej tablicy.

A[O]

Algorytm przeglada catg tablice, po

napotkaniu A[i] = x koAczy dziatanie. Ali]

Jezeli A[0] = x to algorytm O(1)
Jezeli A[n-1] = x to algorytm O(n)

N O 0 |~ W L Q0 —

A[n-1]

<f>=X(ci+d)*1/n=c(n-1)/2+d
<f>~ cn/2 dladuzegon
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Iteratory

* lteracje, poza organizacjq petli wykonujacych
obliczenia, uzywane sg powszechnie do przetwarzania

tablic. Mozliwe jest przetwarzanie w kolejnosci
iIndeksOw malejgcych oraz w kolejnosci indeksow
rosngcych.

* Potrzebujemy tez bardziej porecznego mechanizmu,
separujgcego logike zwigzang z wyborem elementow
od reszty kodu. Mechanizm taki zwany jest iteratorem
lub enumeratorem, dostarcza mozliwosci iterowania po
dowolnym zbiorze danych okreslonym przez jakas
strukture danych lub inny bardziej ogoiny
schemat.lterator ma umozliwi¢c wykonywanie operaciji:
nastepny, poprzedni, ostatni, pierwszy, biezacy, itp..

=> lterator to jest pewna koncepcja, implementacja zalezy
od jezyka programowania.
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Predykatory

* |teratorem filtrujgcym nazywamy iterator
dziatajgcy na bazie innego iteratora i procedury
klasyfikujgcej (akceptujgcej lub odrzucajacej)
elementy zwracane przez ten ostatni.

* Procedura taka nosi nazwe predykatora.

« lterator filtrujgcy ignoruje wszystkie te elementy
ktore nie spetniajg warunkow okreslonych przez
predykator.
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Rekurencja

Zagadnieniem blisko zwigzanym z powtorzeniami (iteracjq)
jest rekurencja (ang.recursion) — technika, w ktore;
definiuje sie pewne pojecie bezposrednio lub posrednio

na podstawie tego samego pojecia.

Np. mozna zdefiniowac pojecie lista stwierdzeniem:
lista jest albo pusta, albo jest elementem poprzedzajgcym
liste

> Definicje rekurencyjne sq szeroko stosowane do
specyfikacji gramatyk jezykdéw programowania
(patrz nastepne wyktady)
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Rekurencja

. Zeby zrozumiec rekurencje trzeba najpierw
zrozumiec rekurencje”
(autor nieznany)

Rozpatrzmy system plikow, jak na dysku komputera. W systemie
tym istnieje katalog najwyzszego poziomu (root), w ktérym
znajdujq sie pliki i podkatalogi. Owa zagniezdzona struktura
nazywana bywa powszechnie drzewem katalogow (directory tree)
- drzewo to zakorzenione jest w katalogu nhajwyzszego poziomu,
za$ pliki moga by¢ uwazane za lidcie tego drzewa.
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Rekurencja

Kazda z gatezi moze by¢ traktowana jak inne mniejsze drzewo.

mniejs
pm  drzewo a drzewo

- dey|
o
- tmp)

1-
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Rekurencja

Podobienstwo dwoch obiektow roznigcych sie miedzy
sobg skalg lub granulacjg jest interesujacg koncepcjg
niezwykle uzyteczng w rozwigzywaniu problemow.
Strategia podziatu oryginalnego problemu na ,mniejsze”
podproblemy tej samej natury - zwana strategig

,dziel i zwyciezaj’ (divide and conquer) — jest jednym

Z przyktadow rekurencii.

Rekurencja jest w pewnym sensie przyktadem
wielokrotnego wykorzystywania tych samych rzeczy:
metoda wywotuje samag siebie.
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Definicja rekurencyjna

Definicja rekurencyjna sktada sie z dwoch czesci.

-> \W pierwszej, zwanej podstawowag lub warunkiem
poczatkowym, sg wyliczone elementy podstawowe,
stanowigce czesci sktadowe wszystkich pozostatych
elementow zbioru.

-> \W drugiej czesci, zwanej krokiem indukcyjnym, sg
podane reguty umozliwiajgce konstruowanie nowych
obiektow z elementow podstawowych lub obiektow
zbudowanych wczesniej.

Reguty te mozna stosowac wielokrotnie, tworzgc nowe
obiekty.
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Definicja rekurencyjna

Rekurencyjna definicja funkcji silnia !
nl :{ 1, jedli n = 0 (podstawa)
ne (n-1)! jesli n> 0 (indukcja)

Rekurencyjna definicja ciagu Fibonacciego?
F(n)=n jeslin<?2
F(n) = F(n-2)+F(n-1) jeslinz=2
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Rekurencja

Rekurencja jest zaimplementowana w wielu jezykach
programowania.

-> Np. w jezyku C, funkcja F moze wywotaC samag siebie
albo bezposrednio z poziomu funkcji F, albo posrednio
wywotujgc inng funkcje (ktora wywotuje inng funkcje,
ktora wywotuje inng funkcje,..., ktora wywotuje funkcje F).

Czesto mozna opracowac algorytmy rekurencyjne,
nasladujgc definicje rekurencyjne zawarte w specyfikaciji
programu, ktory jest implementowany.
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Definicja rekurencyjna

Implementacja w jezyku C jest prosta.... ale kod zrodtowy
nie sugeruje jak to sie odbywa. Jak funkcja wywotujgca
sama siebie moze w ogole dziatacC i jeszcze dawac
prawidtowy wynik?

Realizacja (pomyst od E. W. Dijkstry) przy pomocy stosu i
systemu operacyjnego (patrz nastepne wyktady).
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Funkcja rekurencyjna obliczajaca nl dlan>1

int fact(int n)

{
if (n =< 1)
return 1; /*podstawa*/
else
return n*fact(n-1) /* indukcja*/
}
Wywotanie l I Zwrdcenie 24
fact(4) fact(4)
Wywotanie l I Zwrdcenie 6
fact(3) fact(3)
Wywotanie | Zwrdcenie 2
fact(2) [ fact(2)
Wywotanie | ‘T Zwrdcenie 1

fact(1)
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Rekurencja czy iteracja.... czyli nie naduzywa¢ rekurencji

. L . ; 2 .
Jak obliczac ciag Fibonacciego’ Rekurencja

F(n)=n jesin<2  ‘mint )
F(n) = F(n'2)+F(n'1) Jeé“ n2 2 { if (n < 2) return n:
i Ise
Iteracja: © - - .
lterativeFib (int n) ;eturn e < ey
{ if(n<2) return n; }
else
{ int tmp, current =1, last=0;
127 (=2, ==, 551 Mozna pokazaé ze liczba wywotan
{ tmp-cgfj”t’t_ funkeji Fib() jest 2*Fib(n+1)-1
SRS ER, w celu obliczenia wartosci Fib(n).
last=tmp;
}
SEHITT CUTEL Trzeba byto mie¢ dobry pomyst
} } na prosty algorytm iteracyjny.
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Jak rozwija sie rekurencja dla obliczen liczby Fibonacciego?

F(0)

F(4)

/

F(2)

/ F(6) | ~_
F(4) "ONINC,
/N Fl@,)
F(2) F(3)
\ 7\ A
Fa) | LFAD] F(2) F(1) F(Z)

\

/

F(0)

F(1)

\

\

F(3)

AN

F(1)

/ F(1)

F(0)

F(1)

F(0)

F(2)

/|

F(0)

F(1)

» Obliczenia sg bardzo nieefektywne bo funkcja F() jest wywotywana 25 razy
dla obliczenia 7-go elementu. Powtarzamy wiele razy te same obliczenia!
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Rekurencja czy iteracja.... czyli nie naduzywa¢ rekurencji

Jak oblicza¢ ciag Fibonacciego?
F(n)=n jeslin< 2
F(n)=F(n-2)+F(n-1) jeslin>?2

liczba Przypisania

n 4

dodawan Algorytm iteracyjny | Algorytm rekurencyjny
6 5 15 29
10 9 27 L7y
15 14 42 1973
20 19 57 21891
25 24 72 242785
30 29 87 2692537

» Algorytm rekurencyjny jest O(2"), to zbyt wysoka cena za prostote!
(3 10% wywotan dla F(30) ). Algorytm iteracyjny jest O(n).
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Rekurencja czy iteracja....

Kazdy problem majacy rozwigzanie rekurencyjne daje sie
takze rozwiazaé w sposéb iteracyjny, cho¢ jego
rozwigzanie iteracyjne moze byé mniej czytelne w
porownaniu z rekurencyjnym, a niekiedy wrecz sztuczne.

Rekurencja moze by¢ ponadto symulowana w sposéb
iteracyjny, przy uzyciu struktur danych zwanych stosami
(patrz dalsze wyktady)
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Rekurencja czy iteracja....

Istnieje powszechne przekonanie ze nauczenie sie
programowania iteracyjnego czy tez stosowania
nierekurencyjnych wywotan funkcji jest tatwiejsze

niz hauczenie sie programowania rekurencyjnego.

Po zdobyciu odpowiedniego doswiadczenia,czesto okazuje
sie ze programowanie rekurencyjne jest

réwnie tatwe.

Programy rekurencyjne sq czesto mniejsze i fatwiejsze
do zrozumienia od ich iteracyjnych odpowiednikéw.

Co wazniejsze, niektdre problemy (szczegdlnie niektdre
problemy wyszukiwania) sq znacznie fatwiejsze do
rozwigzania za pomocg_programéw rekurencyjnych.
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Indukcja

Zagadnieniem rowniez zwigzanym z iteracja i rekurencja
jest indukcja (ang. induction) —

technika stosowana w matematyce do dowodzenia, ze
twierdzenie S(n) jest prawdziwe dla wszystkich
nieujemnych liczb catkowitych n lub, uogoélniajac, dla
wszystkich liczb catkowitych > od ograniczenia
dolnego.
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Indukcja

Niech S(n) bedzie dowolnym twierdzeniem dotyczacym
liczby catkowitej n. W najprostszej formie dowodu
indukcyjnego (indukcja czesciowa) twierdzenia S(n)
dowodzi sie dwoch faktow:

1. Przypadku podstawowego: za ktory czesto przyjmuje
sie twierdzenie S(0). Przypadkiem podstawowym moze
jednak by¢ rownie dobrze S(k) dla dowolnej liczby
catkowite] k. Dowodzi sie wowczas prawdziwosci
twierdzenia S(n) dla n>k.

2. Kroku indukcyjnego: gdzie dowodzi sie, ze dla
wszystkich n > 0 (lub wszystkich n > k), prawdziwosc
S(n) implikuje prawdziwos¢ S(n+1).
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Indukcja zupetna i czeSciowa

» Indukcja czesciowa (staba): wykorzystujemy wytgcznie hipoteze
indukcyjna S(n) do wykazania prawdziwosci S(n+1)

o .6 & &

> Indukcja zupetna (silna): Mozemy wykorzysta¢ kazdg z wartosci
), od podstawy az do n do wykazania prawdziwosci S(n+1)

&
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Indukcja zupetna i czeSciowa

Dla indukcji zupetnej dowodzimy, ze twierdzenie S(n),
dla wszystkich n > 0O jest prawdziwe na podstawie
dwoch faktow:

1. Przypadku podstawowego: dowodzi sie prawdziwosci
S(0) (lub S(Kk) jezeli to jest przypadek podstawowy)

2. Kroku indukcyjnego: gdzie dowodzi sie, ze dla
wszystkich n>0 (lub wszystkich n>k), ze prawdziwosc¢
twierdzen S(0), S(1), S(2),....,S(n) implikuje
prawdziwosc¢ S(n+1).
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Indukcja zupetna i czeSciowa

> Indukcje z wigkszq liczba przypadkow podstawowych

Niekiedy przydatne jest wykorzystanie wiecej niz jednego
przypadku podstawowego:

1. Przypadek podstawowy: dowodzi sie poprawnosci
wszystkich przypadkow podstawowych, czyli S(iy), S(i),
S(iy).---S(jo)

2. Krok indukcyjny: gdzie dowodzi sie, ze dla wszystkich
n>j0 (lub wszystkich n>k), ze prawdziwosc twierdzen
S(ip), S(igt1),....,5(n) dla n>j,, implikuje prawdziwosc¢
S(n+1).
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Definicje indukcyjne (raz jeszcze)

W definicji indukcyjnej (zwanej tez rekursywng) definiuje sie jedng lub wiecej
klas reprezentujgcych scisle powigzane ze sobg obiekty (lub fakty) na bazie
tych samych obiektow.

Definicja rekurencyjna powinna zawierac:

1. jedng lub wiecej regut podstawowych, z ktorych niektore definiujg pewne
obiekty proste

2. jedna lub wiecej regut indukcyjnych, za pomoca ktorych definiuje sie
wieksze obiekty na bazie mniejszych z tego samego zbioru

AN\

n-te 2-gie 1-sze
zastosowanie zastosowanie zastosowanie
kroku kroku kroku

przypadek
podstawowy

indukcy jnego indukcy jnego indukcy jnegg
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Definicje indukcyjne

Istnieje scisle powigzanie poje¢ dowodow indukcyjnych, definicji
rekurencyjnych oraz programow rekurencyjnych.

Kazde opiera sie na na , kroku podstawowym” i ,,kroku
indukcyjnym?.

W ,zwyktych” (,czesciowych”) indukcjach kolejne kroki zalezg
wytacznie od krokow poprzednich.

Czesto zachodzi koniecznos¢ przeprowadzania dowodow za pomocg
iIndukcji zupetnej, w ktorej kazdy krok moze zaleze¢ od wszystkich

wczesniejszych.

> Indukcja ma zasadnicze zhaczenie w dowodzeniu
poprawnosci programow lub ich fragmentow
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Elementy technik sortowania

Najprostszym sposobem wielokrothego wykonania sekwencji operacji
jest wykorzystanie konstrukciji iteracyjnej (instrukcje for, while w
jezyku C)

Przyktad:

Przypus¢my ze mamy liste liczb catkowitych (7,4,2,8,9,7,7,2,1).

Sortujemy te liste (w porzadku niemalejacym) permutujac ja do postaci
(1,2,2,4,7,7,7,8)9).

Nalezy zauwazy¢, ze sortowanie nie tylko porzadkuje wartosci, tak ze
kazda jest réwna lub mniejsza kolejnej liczbie z listy, ale takze zachowuje
liczbe wystapien kazdej wartosci.

Algorytm sortujgcy pobiera na wejsciu dowolna liste i zwraca jako
wynik liste posortowang. Kazdy element wystepujacy w liscie
pierwotnej wystepuje rowniez w liscie posortowane;.
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Liste elementow dowolnego typu mozna sortowac
wowczas, gdy istnieje mozliwosc¢ zdefiniowania miedzy
nimi relacji mniejszosci oznaczanej typowo *<”

« Jezeli elementami do posortowania sg liczby
catkowite lub rzeczywiste, symbol * < ” oznacza
znang wszystkim relacje mniejszosci

« Jezeli elementami sg ciggi znakdw, mozna np.
stosowac ,porzadek leksykograficzny”.

« Jezeli elementy sg skomplikowane (struktury) to
mozemy do posortowania wykorzystacC czesc¢
kazdego elementu (jedno konkretne pole).
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Sortowanie przez wybieranie - iteracyjny alg. sortujacy

Mamy tablice A zawierajgcg n liczb catkowitych ktore A [O]
chcemy posortowacC w porzagdku niemalejgcym.

Mozna to zrobi¢ wielokrotnie powtarzajgc krok

 wyszukaj najmniejszy element

nieposortowanej czesci tablicy po i+1
*  wymien go z ostatnim elementem iteracjach :
znajdujgcym sie na pierwszej pozyciji —_— A[']

nieposortowanej czesci tablicy

1. Pierwsza iteracja: wybiera najmniejszy element w
A[O, n-1], zamienia z elementem na pozycji A[O];
2. Druga iteracja: wybiera najmniejszy element w
A[1, n-1], zamienia z elementem na pozycji A[1];
3. Trzeciaiteracja: .......

~N O 00 |33 I B~ N

A[n-1]

» i-ta iteracja wymaga przejrzenia (n-i) elementow
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Sortowanie przez wybieranie - rekurencyjny alg. sortujacy

Mamy tablice A zawierajgca n liczb catkowitych ktore

chcemy posortowacC w porzadku niemalejgcym.

Mozna to robi¢ rekurencyjnie

. wybieramy najmniejszy element z reszty tablicy A czyli z
A, .., n-1]).
wymieniamy wybrany w poprzednim kroku element z
elementem A[i]

. sortujemy reszte tablicy czyli A[i+1,...,n-1]

A[O]

Alil

Podstawa: Jeslii = n-1, to pozostaje do posortowania
jedynie ostatni element tablicy. Poniewaz pojedynczy
element jest zawsze posortowany nie trzeba podejmowac
zadnych dziatan.

Indukcja: Jeslii < n-1, to nalezy znalez¢ najmniejszy A[n'l]
element w tablicy A[i,...,n-1], wymieni¢ go z elementem

A[i] i rekurencyjnie posortowac tablice A[i+1,...,n-1]

~N O 00 |33 I B~ N

Kompletny algorytm realizujacy powyzszg rekurencje rozpoczyna sie od i=0.
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Sortowanie przez .dzielenie i scalanie” -
rekurencyjny algorytm sortujacy

Najlepszy opis sortowania przez scalanie opiera sie na rekurenc;ji i
llustruje rownoczesnie bardzo korzystne zastosowanie techniki ,dziel i
zwyciezaj".

Liste (a,, a,, as, ....., @,) sortuje sie dzielgc na dwie listy o dwukrotnie
mniejszych rozmiarach. Nastepnie obie listy sg posortowane osobno.
Aby zakonczyC proces sortowania oryginalnej listy n-elementow, obie
listy zostajg scalone przy pomocy specjalnego algorytmu.

Scalanie:

Prostym sposobem scalania dwoch liczb jest analiza od ich poczatkow.
W kazdym kroku nalezy znalez¢ mniejszy z dwoch elementow
bedacych aktualnie na czele list, wybrac go jako kolejny element
taczonej listy i usungc¢ go z “pierwotnej listy” wskazujgc na kolejny
pierwszy element. W przypadku rownych pierwszych elementow
mozna postepowac dowolnie.
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Sortowanie przez ,dzielenie i scalanie” -
rekurencyjny algorytm sortujacy

Podstawa:
Jesli lista do posortowania jest pusta lub jednoelementowa,
zostaje zwrocona ta sama lista — jest ona juz posortowana.

Krok indukcyjny:

Jezeli lista ma nie mnigj niz 2 elementy to podziel liste
na dwie (np. elementy o parzystym indexie i elementy o
nieparzystym indexie). Posortuj kazdg z dwoch list i scal.
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Rekurencyjne dzielenie i scalanie

Dzielente: 742897721.
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Rekurencyjne dzielenie i scalanie

Scalanie: / 122477789 \
12779 2478
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Techniki sortowania

Istnieje wiele roznych sposobow sortowania:

« sortowanie przez wybieranie jest tatwym ale wolnym sposobem sortowania

« sortowanie przez scalanie jest szybszym ale tez bardziej skomplikowanym
algorytmem

* inne algorytmy sortowania ... patrz nastepne wyktady

Mozna pokazac ze algorytm sortowania przez wybieranie zachowuje sie jak
O(n?), algorytm sortowania przez scalanie O(n log n).

To s3g tylko ograniczenia gorne, w praktyce juz dla kilkudziesieciu elementow
sortowanie przez scalanie jest szybsze.

Dla matych n algorytm sortowania przez wybieranie jest szybszy niz
sortowania przez scalanie. Wobec tego optymalne bedzie uzywanie
go jako elementu algorytmu sortowania przez scalanie.

Rozwazamy czesto modyfikacje algorytmu sortowania przez scalanie, w ktorej
doprowadzamy do podziatu na n/k list, a kazdg z nich sortujemy przez
wybieranie (a wiec nie doprowadzamy az do list 2-elementowych!)
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Posumowanie

Jak wskazuje praktyka programistyczna, wiekszos¢ algorytmow daje sie
zaliczyC do jednej z dwoch kategorii: pierwszg z nich tworzg algorytmy o
charakterze iteracyjnym, drugg — zdecydowanie mniejszg o charakterze
rekurencyjnym

Dla wielu problemow znane jest tylko rozwigzanie rekurencyjne.

Istnieje Scisle powigzanie dowodow indukcyjnych, definicji
rekurencyjnych oraz programow rekurencyjnych. Kazde opiera sie na
podstawie i dziataniu kroku indukcyjnego.

W indukcjach czesciowych kolejne kroki zalezg wytgcznie od krokow
poprzednich. Czesto zachodzi koniecznos¢ przeprowadzania dowodow
za pomocg indukcji zupetnej, w ktorej kazdy krok moze zalezec€ od
wszystkich wczesniejszych.

Indukcja ma zasadnicze znaczenie w dowodzeniu poprawnosci dziatania
programoéw lub ich fragmentow
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