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Kombinatoryka i prawdopodobienstwo

« (Czesto spotykamy sie z problemem obliczenia
wartosci wyrazajgcej prawdopodobienstwo zajscia
okreslonych zdarzen.

 Dziedzina matematyki zajmujgca sie tg tematyka to
kombinatoryka.

 Pojecia zwigzane z probami szacowania
prawdopodobienstwa wystepowania zdarzen definiuje
teoria prawdopodobienstwa

»  Zacznijmy od Rombinatoryki...

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 2 10.10.2008
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Wariacje z powtorzeniami

Jednym z najprostszych, ale tez najwazniejszych problemow jest
analiza listy elementow, z ktorych kazdemu nalezy przypisac jedng z
wartosci nalezagcych do statego zbioru.

Nalezy okreslic mozliwg liczbe réznych przyporzadkowan (wariacji z
powtorzeniami) wartosci do elementow.

Przyktad:
4 kwadraty, kazdy mozna pomalowaé jednym z 3 koloréw.
Tle mozliwych pomalowan? 3+ 3+ 3+ 3 = 34= 81

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 3 10.10.2008
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Wariacje z powtorzeniami

Mamy liste n-elementow. Istnieje zbidr k-wartosci z ktorych kazda moze byc
przyporzadkowana do jakiegos elementu. Przyporzadkowanie jest listg n
wartosci (n,, n,,...n.). Kazda z n,, n,,... jest jedng z wartosci k.

Istnieje k" roznych przyporzadkowan.

Twierdzenie: S(n): liczba mozliwych sposobow przyporzadkowania
dowolnej z k wartosci do kazdego z n elementéw wynosi k".

Podstawa:

Przypadek podstawowy to n=1. Jezeli mamy 1 element mozemy wybrac dla niego
dowolng sposréd k wartosci. Istnieje wiec k réznych przyporzgdkowan. Poniewaz k'=k,
podstawa indukciji jest prawdziwa.

Indukcja:

Zatdzmy ze S(n) jest prawdziwe i rozwazmy S(n+1),okreslajace ze istnieje k"1 mozliwych
przyporzadkowan jednej z k wartosci do kazdego z n+1 elementéw. Wiemy, ze istnieje k
mozliwosci doboru wartosci dla pierwszego elementu. Zgodnie z hipoteza indukcyjna,
istnieje k" przyporzadkowan wartosci do pozostatych n elementow. taczna liczba
przyporzadkowan wynosi kek" = k™1 ¢cnd.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 4 10.10.2008
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Permutacje

Majgc n roznych obiektow, na ile roznych sposobow mozna je uporzgdkowac w
jednej lini? Takie uporzgdkowanie nazywamy permutacjq. Liczbe permutacji n
obiektow zapisujemy jako P(n).

Przykiad:

Problem n obiektéw (a,, a,,....,a,) ktdére majg zosta¢ posortowane.
llos¢ mozliwych wynikdéw sortowania jest P(n)

Pierwszy obiekt

.
.

Pozostate n obiektow

»
>

Obiekt 1

v

I1(n)
kolejnosci

Obiekt 2

Obiekt n+1

v

I1(n)
kolejnosci

I1(n)
kolejnosci

Permutacje
n+1 obiektow

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was
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Permutacje

Twierdzenie: S(n): P(n) = n! dla wszystkich n > 1

Podstawa:
Dla n=1, S(1) okresla ze istnieje jedna permutacja dla jednego obiektu.

Indukcja: Zatézmy ze P(n) = n!

Wowczas S(n+1) okreslajg ze P(n+1)=(n+1)!

Rozpoczynamy od stwierdzenia ze P(n+1)=(n+1) « P(n)

Zgodnie z hipotezg indukcyjng P(n)=n!, zatem P(n+1)=(n+1)!
Poniewaz n!=n ¢ (n-1) * (n-2) » ... * 1, prawdziwe musi by¢ rownanie
(n+1) e nl=(n+1)ene(n-1) ... 1

lloczyn po prawej stronie jest rowny (n+1)! cnd.

» Jednym z interesujgcych zastosowan wzoru na liczbe permutacji jest
dowdd na to ze algorytmy sortujgce musza dziata¢ w czasie co
najmniej proporcjonalnym do (n log n), dla n elementéw do
posortowania, chyba ze wykorzystujg jakies specjalne wtasnosci
sortowanych elementow.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 6 10.10.2008
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Wariacje bez powtdrzen

Niekiedy chcemy wybrac tylko niektore sposrod elementow zbioru |
nadac im okreslony porzadek.

Uogdlniamy opisang poprzednio funkcje P(n) reprezentujaca liczbe
permutacji, aby otrzyma¢ dwuargumentowa funkcje P(n,m),

ktorg definiujemy jako ilos¢ mozliwych sposobow wybrania m
elementow z n-elementowego zbioru, przy czym istotna role
odgrywa kolejnosc¢ wybierania elementow, natomiast niewazne jest
uporzgdkowanie elementow nie wybranych.

Zatem P(n) = P(n,n).

Przyktad:
lle istnieje sposobow utworzenia sekwencji m liter ze zbioru n liter,
jezeli zadna litera nie moze wystepowac wiecej niz raz?

n!

Twierdzenie: S(n): P(n,m) = dla wszystkich m <n

(n-m)!

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 7 10.10.2008
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Wyznaczanie liczby kombinacji

Chcemy obliczy¢ ilos¢ mozliwych sposobdw wybrania zbioru m elementow z n-
elementow, gdy ich uporzgdkowanie nie ma znaczenia. Takg funkcje zapisujemy

zazwyczaj () i nazywamy n po m lub kombinacje n elementéw z m.

aon P(n,m) _ n!
()= o =

(n-m)! e m!

Rekurencyjny algorytm: (ilustruje tzw. tréjkat Pascala)

«  Podstawa: ( 0 ) =1 dla dowolnego n>1. Oznacza to ze istnieje tylko jeden
Sposob wybrania zero elementow ze zbioru n-elementowego — wybranie
niczego. Takze( 1) =1, poniewaz jedynym sposobem wybrania n-
elementow ze zbioru n-elementowego jest wybranie ich wszystkich.

+  Indukcja: Jesli O<m<n, to () =(T) + (774). Oznacza to, ze jezeli
chcemy wybra¢ m elementoéw ze zbioru n-elementowego, mozemy albo:
1. nie wybrac pierwszego elementu, po czym wybra¢ m elementow z pozostatych
n-1 elementéw. Taka liczbe mozliwosci wyraza (1)
2. wybrac pierwszy element, po czym wybra¢ m- 1 elementow z pozostatych n-1
elementéw. Taka liczbe mozliwosci wyraza (m 1

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 8 10.10.2008
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Trojkqt Pascala

Tg rekurencje czesto ilustruje sie przy pomocy trojkata Pascala.

(m) = (m+1) liczba w (n+1) wierszu

podstawa

1 1
indukcja \

o (%) =av@xan=s

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was o 10.10.2008



Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAilS UJ —2008/2009

Interesujace wtasnosci funkcji (m)

= To rowniez sg wspotczynniki rozktadu dwuwyrazowego wielomianu
(dwumianu) (x+y)"

= Zp-olm) =2

= wykres funkcji () dla statej duzej wartosci n:

| né I

m

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 10 10.10.2008
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Permutacje z powtdorzeniami

Twierdzenie:

S(k): Jezeli istnieje n elementdéw podzielonych na k grup o rozmiarach rownych
odpowiednio iy, i, is,...1,, gdzie elementy jednej grupy sg identyczne, ale
elementy réznych grup réznig SiQ od siebie, liczba uporzadkowan tych

elementéw wynosi n! /Tl il

Podstawa: Dla k=1, istnieje tylko jedna grupa zawierajgca identyczne
elementy, ktore mozemy uporzgdkowac tylko w jeden sposoéb, niezaleznie od
licznosci tego zbioru. Jesli k=1, to i,=n, zatem S(1)=n!/n!=1 jest prawdziwe.

Indukcja: Zatézmy ze S(k) jest prawdziwe i rozwazmy sytuacje, w ktorej mamy
k+1 grup. Niech ostatnia grupa sktada sie z m=i,,, elementow, wystepujacych
na m pozycjach, z ktérych mozemy je wybierac na ( ;1) sposobow.

Stosujac hipoteze indukcyjng otrzymujemy ze S(k+1)=( 5)*(n-m)! / I, i;!

co fatwo mozna przeksztatci¢ (pamietajgc ze m=i,, ) do postaci:

S(k+1)=n! / TI}'i! a wigc cnd.

» Jest to typowy problem dla uktadania anagramoéw

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 11 10.10.2008
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taczenie regut kombinatorycznych

Typowy problem kombinatoryczny wymaga tgczenia

przedstawionych regut (cegietek) w bardziej skomplikowane
struktury.

Techniki ktoérych uzywamy to:

« prowadzenie obliczen jako sekwencji wyborow;

« prowadzenie obliczen jako roznicy innych obliczen (np. wszystkich
wyborow — nieprawidtowych wyboréow );

« prowadzenie obliczen jako sumy rozwigzan dla podprzypadkow
ktore sg wzajemnie roztgczne.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 12 10.10.2008
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Teoria prawdopodobienstwa

Teoria prawdopodobienstwa, szeroko stosowana we wspotczesnej
nauce, ma rowniez wiele zastosowan w informatyce.

 szacowanie czasu dziatania programow dla przypadkow ze
srednimi, czyli typowymi danymi wejsciowymi

« wykorzystanie do projektowania algorytmow ,podejmujacy
decyzje” w niepewnych sytuacjach, np. najlepsza mozliwa
diagnoza medyczna na podstawie dostepnej informac;i

« algorytmy typu Monte Carlo
e roznego rodzaju symulatory procesow

« prawie zawsze ,,prawdziwe” rozwiazania

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 13 10.10.2008
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Teoria prawdopodobienstwa

Przestrzen probabilistyczna:

Skonczony zbidr punktow, z ktérych kazdy reprezentuje jeden z mozliwych
wynikow doswiadczenia. Kazdy punkt x jest zwigzany z takg nieujemng liczbg
rzeczywistg zwang prawdopodobienstwem x, ze suma prawdopodobienstw
wszystkich punktéw wynosi 1.

Istnieje takze pojecie nieskonczonych przestrzeni probabilistycznych ale nie
majg one wiekszego zastosowania w informatyce.

Zdarzenie E:

Podzbior punktdw w przestrzeni probabilistyczne;.

Prawdopodobienstwo zdarzenia, P(E), jest sumg prawdopodobienstw punktow
nalezacych do tego zdarzenia.

Dopetnienie zdarzenia E:
Zbior punktow przestrzeni probabilistycznej ktére nie nalezg do zdarzenia E.
P(E) + P(E) = 1.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 14 10.10.2008
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Teoria prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo warunkowe:

E, F sg dwoma zdarzeniami z przestrzeni probabilistycznej. Interesuje nas
prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia F pod warunkiem ze zaszto zdarzenie
E, P(F/E).

Zdarzenia niezalezne:

Rzucamy dwoma kostkami, wyrzucenie liczby ,,1” na pierwszej kostce
(zdarzenie E) nie wptywa na mozliwos¢ pojawienia sie liczby ,1” na drugigj
kostce (zdarzenie F). P(F/IE)=F(F)

Zdarzenia zalezne:

Ciggniemy dwa razy karte z talii kart. Wyciggniecie jako pierwszej karty asa
(zdarzenie E), wptywa na mozliwos¢ wyciggniecia jako drugiej karty asa
(zdarzenie F). P(F/E) # P(F).

W niektorych sytuacjach liczenie prawdopodobienstw jest tatwiejsze
jezeli podzielimy przestrzen probabilistyczna na rozdzielne obszary R..

Woéwczas P(E) = =« P(EIR) P(R).

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 15 10.10.2008
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Przyktad z kartami

Ciagniemy dwie karty z talii 52 kart. Liczba punktéw w tym

doswiadczeniu (czyli wariacji bez powtorzen) wynosi 52 * 51 = 2652.

Zdarzenie E to wyciggniecie jako pierwszej karty As’a.

Liczba punktow to 4 * 51 = 204. P(E) = 204/2652 = 1/13.

Prawdopodobienstwo wyciggniecia As’a jako drugiej karty, (zdarzenie F), jezeli pierwsza
wyciggnieta karta to byt As jest P(F/E) = 3/51 =1/17. P(E)*P(F/E)=1/13*1/17=1/221.

Podzielmy przestrzen na dwa obszary:

R1= pierwsza karta to jest as, liczba punktow 4*51=204

R2= pierwsza karta to nie jest As, liczba punktow 2652-204=2448
P(E ~F)=P(E » F/R1)P(R1)+P(E » F/R2)P(R2)

P(E~F/R2)=0

P(E » F/R1)=3/51=1/17; P(R1)=204/2252=1/13

P(E ~ F)=1/17*1/13=1/221

Gdybysmy po wyciggnieciu pierwszej karty zwracali ja z powrotem do talii,
to mielibysmy rowniez P(F/E) = P(F) = P(E) = 1/13
Wowczas P(E)*P(F/E)=1/13*1/13=1/169

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 16 10.10.2008
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Reguty zwigzane z wieloma zdarzeniami

P(E)=p, P(F) =q
Max (0,(p+g-1)) < P(EAF) < min (p,q)

P(EvF) = p+q—p*q EAF=p-q

W zastosowaniach czasem akceptujemy

Zze nie mozemy wyznaczyC doktadnie P > q
prawdopodobienstw oraz zaleznosci < >
miedzy zdarzeniami. Potrafimy tylko EvF=p+q-p-qg
wskazac sytuacje najmniej lub najbardziej < >
prawdopodobne.

» Zastosowanie: roznego typu diagnostyka

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 17 10.10.2008
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Oczekiwane wartosci obliczen i analiza probabilistyczna

Przypusémy, ze mamy pewng funkcje okreslong na przestrzeni
probabilistycznej f(x). Wartos¢ oczekiwana tej funkcji po wszystkich
punktach przestrzeni <f> =% f(x) P(x).

A[O]

Mamy tablice n liczb catkowitych, sprawdzamy
czy jakas liczba catkowita ,x” jest elementem
tej tablicy. Algorytm przeglada catg tablice, po
napotkaniu A[i] = x konczy dziatanie.

Jezeli A[0] = x to algorytm O(1)

Jezeli A[n-1] = x to algorytm O(n)

All]

<f>=X(ci+td)*1n=c(n-1)/2+d
<f>~ cn/2 dladuzegon

N O 0 [k~ LW L g OO0 —

Al[n-1]

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 18 10.10.2008
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Algorytmy wykorzystujace prawdopodobienstwo

« Jest bardzo wiele roznych typow algorytmow wykorzystujgcych
prawdopodobienstwo.

« Jeden z nich to tzw. algorytmy Monte-Carlo ktére wykorzystujg
liczby losowe do zwracania albo wyniku pozgdanego (,prawda’),
albo zadnego, (,nie wiem”). Wykonujac algorytm stafa liczbe
razy, mozemy rozwigzac problem, dochodzac do wniosku, ze
jesli zadne z tych powtorzen nie doprowadzito nas do
odpowiedzi ,prawda”, to odpowiedzig jest ,fatsz”. Odpowiednio
dobierajac liczbe powtdrzen, mozemy dostosowac
prawdopodobienstwo niepoprawnego wniosku ,fatsz” do tak
niskiego poziomu, jak w danym przypadku uznamy za
konieczne.

» NIGDY jednak nie osiggniemy prawdopodobienstwa popetnienia
btedu na poziomie ZERO.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 19 10.10.2008
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Co to sq liczby losowe?

Mowimy, ze wyniki pewnych doswiadczen sg losowe, co oznacza ze
wszystkie mozliwe wyniki sg rownoprawdopodobne.

Przyktadowo, jezeli rzucamy normalng (prawidtowg) kostkg do gry to
zaktadamy ze nie ma mozliwosci fizycznego kontrolowania wyniku
tego rzutu w taki sposob aby jeden wynik byt bardziej prawdopodobny
od drugiego.

Podobnie zaktadamy ze majgc uczciwie potasowana talie kart, nie
mozemy wptyngC na wynik - prawdopodobienstwo otrzymania w
rozdaniu kazdej karty jest identyczne.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 20 10.10.2008
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Co to sq liczby losowe?

Wszystkie generowane przez komputer losowe sekwencje sg wynikiem
dziatania specjalnego rodzaju algorytmu zwanego generatorem liczb
losowych (ang. Random number generator). Zaprojektowanie takiego
algorytmu wymaga specjalistycznej wiedzy matematycznej. Przyktad prostego
generatora ktory catkiem dobrze sprawdza sie w praktyce to tzw. “liniowy
generator kongurencyjny”.

Wyznaczamy state a > 2, b > 1, x, > 0 oraz wspdétczynnik m > max(a,b,x).
Mozemy teraz wygenerowac sekwencje liczb x,, X,, X,, ... Za pomocg wzoru:

X1 = (a X, + b) mod(m)

Dla wiasciwych wartosci statych a,b,m oraz x,, sekwencja wynikowa bedzie
wygladata na losowg, mimo ze zostata ona wygenerowana przy uzyciu
konkretnego algorytmu i na podstawie “jadra” x,,.

» Dla szeregu zastosowan istotna jest odtwarzalnosc¢ sekwencji liczb losowych

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 21 10.10.2008
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Algorytmy wykorzystujace prawdopodobienstwo

Mamy pudetko w ktorym jest n-procesorow, nie mamy pewnosci czy zostaty
przetestowane przez producenta. Zaktadamy ze prawdopodobienstwo ze
procesor jest wadliwy (w nieprzetestowanym pudelku) jest 0.10.

Co mozemy zrobic¢ aby potwierdzi¢ czy pudetko dobre?
*  przejrzeC wszystkie procesory -> algorytm O(n)
 losowo wybrac k procesoréw do sprawdzenia -> algorytm O(1)

Btad polegatby na uznaniu ze pudetko dobre (przetestowane) jezeli nie byto takie.

Losujemy k=131 procesorow. Jezeli procesor dobry odpowiedz ,nie wiem”.
Prawdopodobienstwo ze ,nie wiem” dla kazdego z k-procesoréw (0.9)k = (0.9)131 = 106,
To jest prawdopodobienstwo ze pudetko uznamy za dobre choc¢ nie byto testowane przez
producenta. Za cene btedu = 106, zamieniliSmy algorytm z O(n) na O(1).

Mozemy regulowac wielkos¢ btedu/czas dziatania algorytmu zmieniajac k

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 22 10.10.2008
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Probabilistyczne algorytmy sprawdzania

. Czy liczba N jest liczbq pierwszq ?"

. W potowie lat 70-tych odkryto dwa bardzo eleganckie probabilistyczne algorytmy
sprawdzajace, czy liczba jest pierwsza. Byty one jednymi z pierwszych rozwigzan
probabilistycznych dla trudnych problemow algorytmicznych. Wywotaty fale badan ktore
doprowadzity do probabilistycznych rozwigzan wielu innych problemédw.

. Oba algorytmy wykonujg sie w czasie wielomianowym (niskiego stopnia), zaleznym od liczby
cyfr w danej liczbie N (czyli O (log N)).

. Oba algorytmy sg oparte na losowym szukaniu pewnych rodzajéw potwierdzen lub swiadectw
zfozonosci liczby N.

. Po znalezieniu takiego swiadectwa algorytm moze sie bezpiecznie zatrzymac z odpowiedzig
,nie, N nie jest liczba pierwsza”, poniewaz istnieje bezdyskusyjny dowdd ze N jest liczbg
ztozona.

. Poszukiwanie musi by¢ przeprowadzone w taki sposob aby w pewnym dosadnym czasie
algorytm mogt przerwac szukanie odpowiadajac, ze N jest liczbg pierwszg z bardzo matg
szansg omyiki.

. Trzeba zatem znalez¢ dajgca sie szybko sprawdzaé definicje Swiadectwa ztozonosci.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 23 10.10.2008
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.Czy liczba N jest liczbg pierwszq ?”

nie

czy juz sprawdzono

> dana N

|

nadaj K losowa
wartos¢ miedzy 1
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200 K ?7? <

l tak
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Swiadectwa ztozonosci (zarys)

— kazda liczba parzysta poza 2 to jest ztozona

= jezeli suma cyfr jest podzielna przez 3 to jest ztozona
(iteracyjny prosty algorytm liniowo zalezny od liczby cyfr)

— oOpiera sie o twierdzenie Fermata
jesli N jest liczbg pierwszg oraz K jest dowolna liczba catkowita
(1, N-1), to KN-1/N daje reszte réwng 1. Co wiecej zdarza sie (z
wyjatkiem kilku ztych liczb ztozonych), ze jesli K wybierzemy
losowo z przedziatu (1, N-1), to prawdopodobienstwo tego ze
KN-1/N da reszte inna niz 1 jest mniejsze niz . Liczby ztozone
spetniajg warunek testu dla danej a z prawdopodobienstwem

nie mniejszym niz .

= jesli Ki N nie maja wspolnych dzielnikdw (co by byto
Swiadectwem ztozonosci) policz
X=KN-12 (mod N), Y=Js(N,K)= +-1 symbol Jacobiego,
jesli X =Y to K jest swiadectwem ztozonosci.
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Podsumowanie

= Przestrzen probabilistyczna sktada sie z punktow z ktoérych kazdy
reprezentuje wynik jakiegos doswiadczenia. Kazdy punkt x
zwigzany jest z nieujemna liczbg zwang prawdopodobienstwem
punktu x. Suma prawdopodobienstw wszystkich punktow
sktadajgcych sie na przestrzen probabilistyczna wynosi 1;

— Zdarzenie jest podzbiorem punktow z przestrzeni
probabilistycznej. Prawdopodobienstwo zdarzenia jest sumg
prawdopodobienstw nalezgcych do niego punktow.
Prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia miesci sie w przedziale
od 0 do 1;
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Podsumowanie

= Reguta sum okresla, ze prawdopodobienstwo tego, ze zajdzie
jedno z dwoch zdarzen E lub F jest wieksze lub rowne wiekszemu
z prawdopodobienstw obu zdarzen, ale nie wieksza niz suma tych
prawdopodobienstw. Reguta iloczynow okresla, ze
prawdopodobienstwo tego, ze wynikiem pewnego doswiadczenia
beda dwa zdarzenia E i F, jest nie wieksze niz mniejsze z
prawdopodobienstw obu zdarzen.

= Woykonujgc algorytm Monte Carlo statg liczbe razy, mozemy
rozwigzac problem, dochodzgc do wniosku, ze jesli zadne z tych
powtdrzen nie doprowadzito nas do odpowiedzi ,prawda’”, to
odpowiedzig jest ,fatsz”.
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