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Ztozonos$¢ obliczeniowa i asymptotyczna

Zlozonosc¢ obliczeniowa:
Miara stuzgca do poréwnywania efektywnosci algorytmow.
Mamy dwa kryteria efektywnosci

czas
pamieé

Do oceny efektywnosci stosujemy jednostki logiczne wyrazajgce
zwigzek miedzy rozmiarem danych N (wielkos¢ pliku lub tablicy) a
iloscig czasu T potrzebng na ich przetworzenie.

Funkcja wyrazajgca zaleznos¢ miedzy N a T jest zwykle bardzo
skomplikowana, a jej obliczenie ma znaczenie jedynie w odniesieniu do
duzych rozmiaréw danych

» przyblizona miara efektywnosci czyli tzw. ztozonos¢ asymptotyczna
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Szybkos¢ wzrostu poszczegolnych sktadnikow funkcji

n — ilos¢ wykonywanych operacji

Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAIIS UJ —2008/2009

Funkcja: f(n) = n? + 100+n + log;o n + 1000

n f(n) n2 100+n log,, N 1000
1 1101 0.1% 9% 0.0% 91%
10 2 101 4.8% 48% 0.05% 48%
100 21 002 48% 48% 0.001% 4.8%
103 | 1101 003 91% 9% | 0.0003% 0.09%
104 99% 1% 0.0% 0.001%
105 99.9% 0.1% 0.0% | 0.0000%

> Dla duzych wartosci n, funkcja ros$nie jak n?, pozostate
sktadniki mogg by¢ zaniedbane.
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Notacja ,wielkie O "

(wprowadzona przez P. Bachmanna w 1894r)

Definicja:
f(n) jest O (g(n)), jesli istniejg liczby dodatnie c i N takie ze,
f(n) < ceg(n) dla wszystkich n > N.

Przyktad:

f(n) = n2 + 100*n + log,, n + 1000
mozemy przyblizy¢ jako

f(n) ~ n? + 100*n + O(log,y N)
albo jako

f(n) ~ O(n?)

Notacja ,,wielkie O “ ma kilka pozytywnych wiasnosci
ktore mozemy wykorzystac przy szacowaniu efektywnosci
algorytmow
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Wiasnosci notacji .wielkie O"

Wiasnosc¢ 1 (przechodnios¢)
Jesli f(n) jest O(g(n)) i g(n) jest O(h(n)), to f(n) jest O(h(n))

Wiasnos¢ 2
Jesli f(n) jest O(h(n)) i g(n) jest O(h(n)), to f(n)+g(n) jest O(h(n))

Wiasnosc¢ 3
Funkcja ank jest O(n¥)

Wlasnos¢ 4
Funkcja nk jest O(n**) dla dowolnego dodatniego |

»  Ztych wszystkich wtasnosci wynika, ze dowolny wielomian jest ,,wielkie O"
dla n podniesionego do najwyzszej w nim potegi, czyli
f(n) =ank+a, , N1+ .. +a," +a, jest O(nk)
(jest tez oczywiscie O(nk+) dla dowolnego dodatniego )
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Wiasnosci notacji .wielkie O"

Wiasnos¢ 5
Jesli f(n)=c g(n), to f(n) jest O(g(n))

Wiasnosc¢ 6
Funkcja log_n jest O(log,n) dla dowolnych a i b wiekszych niz 1

Wiasnosc¢ 7
log,n jest O(log,n) dla dowolnego dodatniego a

Jedng z najwazniejszych funkcji przy ocenianiu efektywnosci algorytmow jest
funkcja logarytmiczna. Jezeli mozna wykazac¢ ze ztozonosc¢ algorytmu jest
rzedu logarytmicznego, algorytm mozna traktowac jako bardzo dobry. Istnieje
wiele funkcji lepszych w tym sensie niz logarytmiczna, jednak zaledwie kilka
sposrod nich, jak O(log, log,n) czy O(1) ma praktyczne znaczenie.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 6 10/10/08



Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAIIS UJ —2008/2009

Notacja Qi ®

Notacja ,wielkie O" odnosi sie do gornych ograniczen funkcji.
Istnieje symetryczna definicja dotyczgca dolnych ograniczen:

Definicja
f(n) jest L2(g(n)), jesli istniejg liczby dodatnie c i N takie ze,
f(n) > c g(n) dla wszystkich n > N.

Rownowaznos¢
f(n) jest ©2(g(n)) wtedy i tylko wtedy, gdy g(n) jest O(f(n))

Definicja
f(n) jest ®@(g(n)), jesli istniejg takie liczby dodatnie c,, c, i N
takie ze, c,g(n) < f(n) < c,g(n) dla wszystkich n > N.
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Mozliwe problemy

Celem wprowadzonych wczesniej sposobdw zapisu (notacji) jest porownanie
efektywnosci rozmaitych algorytméw zaprojektowanych do rozwigzania tego
samego problemu.

Jezeli bedziemy stosowaé tylko notacje ,wielkie O" do reprezentowania
ztozonosci algorytmow, to niektére z nich mozemy zdyskwalifikowac zbyt
pochopnie.

Przyktad

Zatézmy, ze mamy dwa algorytmy rozwigzujgce pewien problem, wykonywana
przez nie liczba operacji to odpowiednio 108n i 10n2. Pierwsza funkcja jest
O(n), druga O(n?).

Opierajgc sie na informacji dostarczonej przez notacje ,wielkie O”
odrzucilibysmy drugi algorytm poniewaz funkcja kosztu rosnie zbyt szybko.
To prawda ...... ale dopiero dla odpowiednio duzych n, poniewaz dla n<107
drugi algorytm wykonuje mniej operacji niz pierwszy.

Istotna jest wiec tez stata (108), ktéra w tym przypadku jest zbyt duza aby
notacja byta znaczgca.
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Przyktady rzeddw ztozonosci

Algorytmy mozna klasyfikowac ze wzgledu na ztozonos¢ czasowg lub
pamieciowg. W zwigzku z tym wyrozniamy wiele klas algorytmow.

« Algorytm staly: czas wykonania pozostaje taki sam niezaleznie
od ilosci przetwarzanych elementow.

« Algorytm kwadratowy: czas wykonania wynosi O(n?).

« Algorytm logarytmiczny: czas wykonania wynosi O(log n)

¢ itd...

» Analiza ztozonosci algorytmow jest niezmiernie istotna i nie
mozna jej lekcewazy¢ argumentujgc potencjalng szybkoscig
obliczen komputera.

Nie sposob jej przeceniC szczegodlnie w kontekscie doboru
struktury danych.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 9 10/10/08



Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAIIS UJ —2008/2009

Klasy algorytméw i ich czasy wykonania na komputerze
dziatajacym z szybkosciq 1 instrukcja/us

klasa zlozgnos liczba operacji i czas wykonania

n 10 103
staly O(1) 1 1us 1 1 us
logarytm O(log n) 3.32 3us| 9.97 10 us
liniowy O(n) 10 10us 103 1ms
kwadratowy | O(n?) 102| 100us 100 1s
wyktadniczy | O(2") 1024 | 10ms| 1030 | >> 106 |at
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Funkcje niewspotmierne

» Bardzo wygodna jest mozliwos¢ poréwnywania dowolnych
funkciji f(n) i g(n) z pomoca notacji ,duze O”
— albo f(n) = O(g(n))
— albo g(n) = O(f(n))
Albo jedno i drugie czyli f(n) = B(g(n)).
> Istniejg pary funkciji nlewspo’fmlernych (ang. incommensurate), z
ktorych zadne nie jest ,duzym O” dla drugiej.

Przykiad

Rozwazmy funkcje f(n) rowng n dla nieparzystych n oraz n’dla
parzystych n. Oznacza to, ze

f(1)=1, f(2)=4, {(3)=3, f(4)=16, f(5)=5 itd..
Podobnie, niech g(n) bedzie rowne n? dla nieparzystych n oraz n dla
parzystych n. W takim przypadku, funkcja f(n) nie moze byc O(g(n)) ze
wzgledu na parzyste argumenty n, analogicznie g(n) nie moze byc¢ O(f(n)
ze wzgledu na nieparzyste elementy n.
Obie funkcje mogg by¢ ograniczone jako O(n?).
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Analiza czasu dziatania programu

Majgc do dyspozyciji definicje ,duze O” oraz witasnosci (1)-(7)
bedziemy mogli, wg. kilku prostych zasad, skutecznie analizowac
czasy dziatania wiekszosci programow spotykanych w praktyce.

Efektywnosc algorytmow ocenia sie przez szacowanie ilosci czasu
| pamieci potrzebnych do wykonania zadania, dla ktérego algorytm
zostat zaprojektowany.

Najczesciej jesteSmy zainteresowani ztozonoscia czasowa, mierzong
zazwyczaj liczbg przypisan i porownan realizowanych podczas
wykonywania programu.

Bardzo czesto interesuje nas tylko zfozonos¢ asymptotyczna, czyli
czas dziatania dla duzej ilosci analizowanych zmiennych.
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Czas dziatania instrukcji prostych

Czas dzialania instrukcji prostych

Przyjmujemy zasade ze czas dziatania pewnych prosty operacji na
danych wynosi O(1), czyli jest niezalezny od rozmiaru danych
wejsciowych.

Operacje arytmetyczne, np.. (+), (-)

Operacje logiczne (&&)

Operacje poréwnania (<=)

Operacje dostepu do struktur danych, no. Indeksowanie tablic (A[i])
Proste przypisania, np.. Kpopiowanie wartosci do zmiennej.
Wywotania funkcji biblotecznych, np.. Scanf lub printf

Kazda z tych operacji mozna wykonac za pomocg pewnej
(niewielkiej) liczby rozkazéw maszynowych.
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Czas dziatania petli ., for”

Przyktad 1: Prosta petla

for (i=sum=0; i<n; j++) sum+=a[i];

Powyzsza petla powtarza sie n razy, podczas kazdego jej przebiegu
realizuje dwa przypisania:

e aktualizujgce zmienng ,sum”

. zmiane wartosci zmiennej ,,i”

Mamy zatem 2n przypisan podczas catego wykonania petli;

Ztozonos¢ asymptotyczna algorytmu jest O(n).
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Czas dziatania instrukcji ..for"

|

O(1)

g(n) iteracji O(f(n)) O( g(n) f(n) )

(1)

| A 4
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Czas dziatania petli ., for”

Przyktad 2: Petla zagniezdzona
for (i=0; i<n; i++) {
for (j=1, sum=a[0]; [<=i; j++)
sum+=aff]; }

Na samym poczatku zmiennegj ,i” nadawana jest wartos¢ poczatkowa.
Petla zewnetrzna powtarza sie n razy, a w kazdej jej iteracji wykonuje
sie wewnetrzna petla oraz instrukcja przypisania wartosci zmiennym ,,i",
)y s SUM”,
Petla wewnetrzna wykonuje sie ,i” razy dla kazdego i€{1,...,n-1}, a na
kazdg iteracje przypadajg dwa przypisania: jedno dla ,sum”, jedno dla,}".

Mamy zatem: 1+3n+2(1+2+...+n-1) = 1+3n+n(n-1) = O(n)+0O(n?) = O(n?)
przypisan wykonywanych w catym programie.

Ztozonos¢ asymptotyczna algorytmu jest O(n?). Petle zagniezdzone
maja zwykle wiekszg ztozonosc¢ niz pojedyncze, jednak nie musi tak byc
zawsze.
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Czas dziatania petli ., for”

Przyktad 3
Znafdz najdfuzszq podtablice zawierajacq
liczby uporzqdkowane rosnqco.
for (iI=0; len=1; i<n-1; j++) {
for (i1=12=k=i; k<n-1 && afk fkalk+1] k++,i2++)
if(len < i2-i1+1) len=i2-i1+1,
Y,

Jesli liczby w tablicy sg uporzadkowane malejgco, to petla zewnetrzna
wykonuje sie n-1 razy, a w kazdym jej przebiegu petla wewnetrzna
wykona sie tylko raz. Ztozonos¢ asymptotyczna algorytmu jest
wiec O(n).
Jesli liczby w tablicy sg uporzadkowane rosngco, to petla zewnetrzna
wykonuje sie n-1 razy, a w kazdym jej przebiegu petla wewnetrzna
wykona sie i razy dla ie{1,...,n-1}. Ztozonos¢ asymptotyczna
algorytmu jest wiec O(n2).
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Czas dziatania petli ., for”

Z reguty dane nie sg uporzadkowane i ocena ztozonosci
algorytmu jest rzeczg nietatwg ale bardzo istotna.
Staramy sie wyznaczy ztozonosc

» W ,przypadku optymistycznym”,

» ,przypadku pesymistycznym”

» oraz ,przypadku srednim”.

Czesto postugujemy sie przyblizeniami opartymi
o notacje ,wielkie O, Qi ®”.
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Czas dziatania instrukcji warunkowych

Instrukcje warunkowg if-else zapisuje sie w postaci
if (<warunek>)
<blok-if>
else
<blok-else>

Gdzie

(1)<warunek> jest wyrazeniem ktore trzeba obliczy¢. Warunek niezaleznie
od tego jak skomplikowany wymaga wykonania statej liczby operacji chyba
ze zawiera wywolanie funkcji, wiec czasu O(1)

(2) <blok-if> zawiera insrukcje wykonywane tylko w przypadku gdy

warunek jest prawdziwy, czas dziatania f(n)
(3) <blok-else> wykonywany jest tylko w przypadku gdy warunek jest
fatszywy, czas dziatania g(n)

Czas dziatania instrukcji warunkowej nalezy zapisac jako O(max (f(n), g(n) )
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Czas dziafania instrukcji ..if"

\ ' O(max ( f1(n) , f2(n) )

O(f1(n)) O(f2(n))
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Czas dziatania instrukcji .while”

Co najwyzej
g(n) iteracji

O(f(n) g(n)

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was
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Czas dziatania instrukcji ,do-while"

Co najwyzej
g(n) iteraciji

|
g

!

O(1)

O(g(n) f(n)

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 22

10/10/08



Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAIIS UJ —2008/2009

Czas dziatania blokow

Sekwencja instrukcji przypisan, odczytow i zapisow, z ktérych kazda
wymaga czasu O(1), potrzebuje do swojego wykonania tacznego
czasu O(1).

Pojawiajg sie rowniez instrukcje ztozone, jak instrukcje warunkowe

| petle.
Sekwencje prostych i ztozonych instrukcji nazywa sie blokiem.

Czas dziatania bloku obliczmy sumujac gorne ograniczenia czasow
wykonania poszczegolnych instrukciji, ktére nalezg do tego bloku.
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Czas dziafania bloku instrukcji

O(f1(n))

O(f2(n)) O( f1(n)+f2(n)+...+ fk(n)

lub
O( najwieksza fi(n) )

O(fk(n))

-
|
"
!
I
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Przyktad: ,sortowanie przez wybieranie”
(1) For (i=0; i< n-1; i++ ) {

(2) small =i;

(3) for (j=i+1; j<n; j++) / /.‘\\
(4) if( A[j] < A[small])

(5) small =j; ‘ ‘ ‘ ‘
(6) temp = A[small]; |

(7) Alsmall] A[il;

(8) Ali] = temp; ‘

! |

Drzewo reprezentujgce
grupowanie instrukgciji
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Przyktad: ..sortowanie przez wybieranie"

Rozpoczynamy analize ,od liscia do korzenia”
— Kazda instrukcja przypisania
(liscie) wymaga czasu O(1)

—  Instrukcja ,if” (4-5) wymaga
czasu O(1)

— Instrukcja ‘for” (3)-(5) wymaga
czasu O(n-i-1) oraz i<n

— Instrukcja ,for” (2)-(8) moze by¢
dalej ograniczona przez O(n-1)

— Instrukcja ,for” (1)-(8) moze

0 5
by¢ ograniczona przez O(n (n-1) ),

Odrzucajgc wyraz mniej znaczacy ‘
otrzymujemy oszacowanie czasu |
dziatania jako O(n?)

Drzewo reprezentujgce
grupowanie instrukgciji
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Proste lub precyzyjne ograniczenie

Dotychczas rozwazaliSmy szacowanie czasu dziatania petli uzywajac
ujednoliconego gérnego ograniczenia, majgcego zastosowanie w
kazdej iteracji petli. Dla sortowania przez wybieranie, takie proste
ograniczenie prowadzito do szacowania czasu wykonania O(n2).
Mozna jednak dokonac¢ bardziej uwaznej analizy petli i traktowac
wszystkie jej iteracje osobno. Mozna woéwczas dokona¢ sumowania
gornych ograniczen poszczegodlnych iteraciji.

Czas dziatania petli z wartoscig / zmiennej indeksowej / wynosi
O(n-i-1), gdzie i przyjmuje wartosci od 0 do n-2.

Gorne ograniczenie czasu niezbednego do
wykonania wszystkich
iteracji wynosi

o( %)Z(n-m) )= 0(n(n-1)/2)
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Proste lub precyzyjne ograniczenie

n-1\

Czas potrzebny
do wykonania
jednej iteraciji

iteracja i

Gorne ograniczenie czasu niezbednego do
wykonania wszystkich

. y ; n-2
iteracji wynosi o( go(n_,'_1 ))=0(n(n-1)/2)
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Nie przejmuj sig efeRtywnosciq algorytmu. .. wystarczy poczeRac Rilka lat.

Taki poglad funkcjonuje w sSrodowisku programistow, nie okresiono przeciez
granicy rozwoju mocy obliczeniowych komputerow. Nie naleZy sie jednak z
nim zgadzacé w ogolnosci. Nalezy zdecydowanie przeciwstawiac sie
przekonaniu o tym, Ze ulepszenia sprzetowe uczyniq prace nad efektywnymi
algorytmami zbytecznaq.

Istniejq problemy ktorych rozwiqzanie za pomocq zasobow komputerowych
Jjest teoretycznie mozZliwe, ale praktycznie przekracza mozliwosci
istniejacych technologii. Przykfadem takiego problemu jest rozumienie
Jezyka naturalnego, przetwarzanie obrazow (do pewnego stopnia
oczywiscie) czy “inteligentna” komunikacja pomiedzy komputerami a ludzmi
na rozmaitych poziomach.

Kiedy pewne problemy stajq sie "proste”.. Nowa grupa wyzwari, ktore na
razie mozna sobie tylko probowac wyobrazac, wytyczy nowe granice
moZliwosci wykorzystania komputerow.

» Do problemu systematycznej analizy czasu dziatania programu
powrdcimy jeszcze na wyktadzie w styczniu ...
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