Teoretyczne podstawy informatyeki

Wyktad 10b: Wzorce 1 automaty.

Problematyka wzorcéw stanowi bardzo rozwinietq dziedzine
wiedzy. Nosi ona nazwe teorii automatow lub teorii jezykow,
a jej podstawowe definicje i techniki stanowiq istotnag czesé
informatyki.
Poznamy trzy réwnowazne opisy wzorcéw:

(1) oparty na teorii grafow, polegaé¢ bedzie na wykorzystaniu
Sciezek w grafie szczegodlnego rodzaju ktory nazwiemy automatem.

(2) o charakterze algebraicznym, wykorzystujacy notacje
wyrazen regularnych.

(3) oparty o wykorzystanie definicji rekurencyjnych, nazwany
gramatykq bezkontekstowq.
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Wzorzec to zbior obiektéw o pewnej rozpoznawalnej wtasciwosci.
Jednym z typow wzorcow jest zbidr ciagow znakdw, taki jak zbidr
poprawnych identyfikatorow jezyka C, z ktorych kazdy stanowi ciag
znakowy, skifadajacy sie z liter, cyfr i znakéw podkreslenia oraz

rozpoczyna sie od litery lub znaku podkreslenia.

Inny przyktad to zbiér tablic zer i jedynek o danym rozmiarze, ktére
czytnik znakow moze interpretowal jako reprezentacje tego samego
symbolu. Ponizej trzy tablice ktére mozna interpretowaé jako litere A.
Zbiér wszystkich takich tablic stanowitby wzorzec o nazwie ,,A".

0001000
0011100
0010100
0110110
0111110
1100011

1000001

0000000
0010000
0011000
0101000
0111000
1001100
1000100

0001000
0010100
0110100
0111110
1100011
1000001
0000000
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Maszyny stanéw i automaty

Programy stuzqce do wyszukiwania wzorcow

czesto charakteryzujq sie szczegdlng struktura, W kodzie mozna
identyfikowac okreslone pozycje, w ktérych mozna wyrdéznié¢ pewne
charakterystyczne elementy zwigzane z postepem dziatania programu w
zakresie osiagniecia stawianego mu celu, jakim

jest znalezienie wystapienia wzorca.

Takie pozycje okresla sie mianem stfandw (ang. states) Ogélne
zachowanie programu mozna postrzegal jako przechodzenie od jednego
stanu do drugiego w miare odczytywania danych

wejSciowych.
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Maszyny stanéw i automaty

Przyktad:

Prosty program w jezyku C, sprawdzajacy ciag znakéw w celu
okreslenia czy zawiera on wszystkie pie¢ samogtosek w kolejnosci
alfabetycznej. Rozpoczynajac analize od poczatku ciagu znakéw,
program najpierw wyszukuje znak a.

Mozna powiedzie¢ ze pozostaje w stanie O do czasu, az znajdzie
wystapienie a, a wowczas przechodzi do stanu 1. W stanie 1, szuka
wystapienia znaku e, a kiedy je znajdzie, przechodzi do stanu 2....
Stan i mozna interpretowac jako sytuacje, w ktdrej

program napotkat juz po kolei i pierwszych samogtosek, gdzie
i=0,1,...,5.

Owe szes¢ stanéw stanowi cato$¢é wymaganych przez program
informacji podczas przegladania ciagu wejsciowego od lewej do
prawej strony.
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#include <stdio.h> BOOLEAN findChar( char **pp, char c)

. {
#define TRUE 1 while (**pp != ¢ && **pp != "\0")
#define FALSE O (*pp)++:
typedef int BOOLEAN; if( **pp == "\0')
BOOLEAN testWord(char *p) el;:f;lrn Lt
{ /* stan O */ gz?«;;';nue-
if (findChar(&p, 'a")) } '
/* stan1 */ }
if (findChar(&p, 'e"))
/* stan 2 */
if (findChar(&p, 'i')) :
/* stan 3 */ Enam()
if (ifdgrgz(ilp,*/o )) \ printf("%d\n”, restWord("abstemious")
if (findChar(&p, 'u’))
/* stan 5 */

}

return TRUE;
return FALSE;
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Grafy reprezentujace maszyny stanow

Dziatanie oméwionego programu mozna reprezentowaé za pomoca grafu,

ktdrego wierzchotki okresiajq stany programu. I odwrotnie: program mozna
zaprojektowaé przez zaprojektowanie w pierwszej kolejnosci grafu, a nastepnie
mechaniczne przettumaczenie takiego grafu na program (recznie lub przy
pomocy istniejacych narzedzi programistycznych.

Koncepcja dziatania automatu jest prosta. Zaktada sie ze automat pobiera /iste
znakow zwanq ciqgiem wejsciowym (ang. inpus sequence).

Jego dziatanie rozpoczyna sie w stanie poczatkowym, fuz przed odczytaniem
pierwszegoznaku wejsciowego. W zaleznosci od tego jaki jest to znak, automat
wykonujeprzejscie -do tego samego lub innego stanu.

Przejscia sq zdefiniowane przez graf automatu. Nastepnie automat odczytuje
drugi znak i wykonuje kolejne przejscie i tak dalej.

Automaty stanowiq abstrakcje. Podejmuja decyzje o akceptacji lub odrzuceniu
danego ciagu znakow wejsciowych przez sprawdzenie, czy istnieje Sciezka
odstanu poczatkowego do pewnego stanu koncowego, ktorej krawedzie bedq
zaetykietowane wartosciami ciagu.

Prof. dr hab. E. Richter-Was, Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAilS UJ —2008/2009



Automat rozpoznajacy ciagi liter posiadajace podciag “aeiou”.

Stany programu sq reprezentowane za pomocq grafu skierowanego, ktérego
krawedzie etykietuje sie zbiorami znakéw. Krawedzie takie nazywa sie
przejsciami (ang. transition). Niektore wierzchotki sq zaznaczone jako stany
koricowe (ang. accepting states). Osiagniecie takiego stanu oznacza znalezienie
poszukiwanego wzorca i jego akceptacje.

Jeden z wierzchotkow jest zawsze okreslany jako stan poczatkowy (ang. start
state)-stan w ktorym nastepuje rozpoczecie procesu rozpoznawania wzorca.
Wierzchotek taki oznacza sie przez umieszczenie prowadzacej do niego
strzatki ktora nie pochodzi od innego grafu. Graf posiadajacy opisywang postac
nosi hazwe automatu skoriczonego (ang. finite automaton)lub po prostu

automatu.

A-a

start Q d Q_’Q
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Filtr odbijajacy

Automat pobiera ciag zer i jedynek.

Celem jego jest .wygtadzenie" ciagu przez o o
traktowanie pojedynczego symbolu O, ktéry jest Wejscie Stan Wyjscie
otoczony dwoma symbolami 1 jako ,.szumu" i 4 0
zastapienie go symbolem 1. W podobny sposdb 0
jest traktowany symbol 1 gdy jest otoczony a 0
dwoma symbolami O - zastepujemy go symbolem O. 1
Stanem poczatkowym jest a. Stanami kohcowymi b 0
(akceptujacymi) sq.ci d. L ) 0
1
b 0
1
C 1
0
d 1
1
C 1
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Roznica miedzy automatami a ich programami

Automaty stanowig abstrakcje .

Podejmuja decyzje o akceptacji lub odrzuceniu danego ciagu znakow
wejsciowych przez sprawdzenie czy istnieje Sciezka ze stanu
poczatkowego do pewnego stanu koficowego, ktorej krawedzie bedq
zaetykietowane wartosciami ciagu.

Dziatanie filtru mozna interpretowaé jako fakt ze automat odrzuca
podciagi: 0,01,010,0101, natomiast akceptuje podciagi 01011, 010110,
0101101.

Dziatanie automatu rozpoznajacego litery jest takie ze akceptuje
ciagi znakdw, takich jak abstemiou, ale odrzuca ciag abstemious,
poniewaz nie da sie przej$¢ nigdzie ze stanu 5 w przypadku
koncowego znaku s.

Prof. dr hab. E. Richter-Was, Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAilS UJ —2008/2009



Rdznica miedzy automatami a ich programami

Programy tworzone dla automatow mogq podejmowac decyzje o
akceptacji lub odrzuceniu na rozne sposoby.

Przyktadowo program akceptujacy ciagi znakéw i wykorzystujacy
automat ze str. 6. powinien zaakceptowac zaréwno stowo abstemious
jak i abstemiou.

W momencie przetworzenia litery u program wypisywatby cate stowo
bez dalszego badania go.

Program wykorzystujacy automat ze str. 7. powinien interpretowac
kazdy stan akceptacji jako akcje polegajaca na wypisaniu znaku 1, zas
kazdy stan odrzucenia jako akcje polegajaca ha wypisaniu znaku O.
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Automaty deterministyczne i niedeterministyczne

Jedna z podstawowych operacji wykonywanych za pomoca automatu jest
pobranie ciagu symboli a,a, ...ak i przejscie od stanu poczatkowego Sciezka,
ktérej krawedzie posiadajqg etykiety zawierajace te symbole po kolei.

Tzn. dlai=1,2, ....., k symbol a, nalezy do zbioru S;, ktéry etykietuje i-ta krawedz
Sciezki. Konstruowanie takiej $ciezki oraz sekwencji jej kolejnych

stanéw okresla sie mianem symulacji. (ang. simulation) automatu dla ciagu
wejs$ciowego a,q, ... a,. O takiej Sciezce méwi sie ze posiada etykiete a,a, ...q,.

Symulacja dziatania automatu ze str. 6 dla stowa " adept ".

A-a A-d A-1i

ciqg nie zostaje
O zaakceptowany
start (0) a L, @ @

Wejscie: a d e p t
Stan:. 0 1 1 2 2 2
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Automaty deterministyczne

Automaty ktore dotychczas omowilismy posiadajg pewna istotng
wtasnosc.

Dla kazdego stanu s oraz dowolnego znaku wejsciowego x istnieje co
najwyzej jedno przejscie ze stanu s, ktorego etykieta zawiera znak
X.

O tego rodzaju automatach méwimy ze sq deterministyczne (ang.
deterministic).

Symulacja automatu deterministycznego dla danej sekwencji
wejsciowej jest bardzo prosta. W kazdym stanie s dla kolejnego
znaku wejSciowego x nalezy rozpatrzy¢ kazdg etykiete przejsé ze
stanu s. Jezeli uda sie znalez¢ przejscie, ktérego etykieta zawiera
znak x, to przejscie to okresla wtasciwy stan nastepny. Jezeli zadna
nie zawiera znaku x, to automat ..zamiera" i nie

moze przetwarzal dalszych znakéw wejsciowych..
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Automaty deterministyczne

Mozna z tatwosciq przerobic automat deterministyczny na
program.

Dla kazdego stanu tworzy sie fragment kodu. Kod stanu s bada
znak wejsciowy i okresla, ktore ( o ile jakiekolwiek) przejscie ze
stanu s powinno zosta wybrane.

Jezeli zostanie wybrane przejscie ze stanu s do stanu t, to kod
napisany dla stanu s musi uwzgledniaé przekazanie sterowania do
kodu stanu t, np. przy uzyciu instrukcji goto.
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Funkcja implementujaca automat deterministyczny (str. 7)

void bounce()

{

char x:

/* stan a */
a: putchar('0’);
x = getchar();

if ( x == '0") goto a:
if (x =="'1") goto b:

goto finis;

/* stan b */
b: putchar('0’);
x = getchar();

if ( x == '0") goto a:
if (x =="1") goto c:

goto finis;

N—

J
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/* stan ¢ */
c: putchar('l’);
x = getchar():

if ( x =="0") goto d:
if (x =="'1") goto c:

goto finis;

/* stan d */
d: putchar('1’);
x = getchar():

if ( x == "0") goto a:
if (x =="1") goto c:
goto finis;

finis;

}
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Automaty niedeterministyczne

Automaty niedeterministyczne (ang. hondeterministic) mogq (ale nie muszq)
posiadac awa (lub wiecej) przejscia z danego stanu zawierajqce ten sam symbol.
Warto zauwazyé, ze automat deterministyczny jest rownoczesnie automatem
niedeterministycznym, ktory nie posiada wielu przejs¢ dla jednego symbolu.

Automaty niedeterministyczne nie moga by¢ bezposrednio implementowane za
pomoca programow, ale stanowiq przydatne pojecie abstrakcyjne.

W momencie podjecia proby symulacji automatu
niedeterministycznego w przypadku ciagu

oo VG) wejsciowego sktadajacego sie ze znakéw ala2...ak

moze okazac sie, ze ten sam ciag etykietuje wiele

(s Sciezek. Wygodnie jest przyjaé, ze automat
\ niedeterministyczny akceptuje taki ciag wejsciowy
(X, 0} @D jezeli co najmniej jedna z etykietowanych Sciezek

prowadzi do stanu akceptujacego.

niedeterminizm = “zgadywanie”
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Jak zastqpi¢ automat niedeterministyczny deterministycznym.

Automat niedeterministyczny zastepujemy deterministycznym przez

skonstruowanie rownowaznego automatu deterministycznego. Technika ta nosi
nazwe konstrukcji podzbiorow (ang. subset construction).

Rownowaznosé¢ automatow.

Mdéwimy, ze automat A jest réwnowazny (ang. equivalent) automatowi B,
jezeli akceptuja ten sam zbidr ciagéw wejsciowych. Innymi stowy, jezeli
ala2....ak jest dowolnym ciagiem symboli, o spetnione sq dwa nastepujace
warunki:

(1) Jezeli istnieje Sciezka zaetykietowana jako ala2....ak wiodagca od stanu
poczatkowego automatu A do pewnego stanu akceptujacego automatu A, to
istnieje rowniez Sciezka zaetykietowana ala?2.....ak wiodaca od stanu
poczatkowego automatu B do stanu koncowego tego automatu.

(2) Jezeli istnieje Sciezka zaetykietowana jako ala2....ak wiodaca od stanu
poczatkowego automatu B do pewnego stanu akceptujacego automatu B, to
istnieje rowniez Sciezka zaetykietowana ala?2.....ak wiodaca od stanu
poczatkowego automatu A do stanu koncowego tego automatu.
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Indukcyjna konstrukcja automatu niedeterministycznego

Podstawa:

Jezeli stanem poczatkowym automatu niedeterministycznego N jest sO, to
stanem poczatkowym automatu deterministycznego D jest {sO}, czyli zbidr
zawierajacy tylko element sO.

Indukcia:

Zatdzmy, ze ustalono, iz S, zbidr stanéw automatu N, jest stanem automatu D.
Rozpatrujemy po kolei kazdy mozliwy znak wejsciowy x. Dla danego x okreslamy,
ze T jest zbiorem standéw t automatu N, takich, ze dla pewnego stanu s
nalezacego do zbioru S istnieje przejscie z s do T etykietq zawierajacaq znak x.
Wdéwczas zbidér T jest stanem automatu D i istnieje przejscie zSdo T
wzgledem znaku wejsciowego x.
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Konstrukcja automatu deterministycznego D

Niedeterministyczny
automat rozpoznajacy

A
n ciag znakow konczqcy
- W sie sekwencja " man ".

Rozpoczynamy od zbioru {0}, ktéry jest stanem poczatkowym automatu D.

Stan {0} i jego przejscia
Dla dowolnej litery oprécz m ze stanu O
nastepuje przejscie do stanu O, w przypadku
start | m nastepuje przejécie do stanu O lub 1.
Automat D potrzebuje stanu {0}, ktéry juz
posiada oraz stanu {0,1} ktéry nalezy dodac.
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Nastepnie, nalezy rozwazy¢ przejscia ze stanu {0,1}. Dla niedeterministycznego
automatu, wszystkie znaki wejsciowe oprécz m i a powoduja przejscie ze stanu O
tylko do stanu O, a ze stanu 1 nie mozna nigdzie przejsc. Stad istnieje przejscie
ze stanu {0,1} do stanu {0}, zaetykietowane (A -m -a). W przypadku wejsciowego
znaku m, ze stanu 1 nie mozna przejsc nigdzie, a ze stanu O mozna przej$é do
stanu O lub 1. Dlatego istnieje przejscie {0,1} do niego samego zaetykietowane
litera m. W przypadku znaku wejSciowego a, ze stanu O przechodzi sie do hiego
samego, ze stanu 1 przechodzi sie do stanu 2. Stad przejscie zaetykietowane
przez a ze stanu {0,1} do stanu {0,2}.

A—m m
start a Stan {0} i {0,1}
- — oraz ich przejscia
A-m-a
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Teraz nalezy skonstruowaé przejscia ze stanu {0,2}. W przypadku wszystkich
znakéw wejsciowych oprécz m i n, ze stanu O mozna przejs$¢ jedynie do stanu
0, za$ ze stanu 2 nie mozna nigdzie przej$é. Zatem istnieje przejscie ze stanu
{0,2} do stanu {0} zaetykietowane wszystkimi literami oprécz min.

W przypadku znaku wejsciowego m, ze stanu 2 nie mozna nigdzie przejs¢,

a ze stanu O mozna przej$¢ zaréwno do stanu O jak i stanu 1. Zatem istnieje
przejscie ze stanu {0,2} do stanu {0,1} zaetykietowane przez m. W przypadku
znaku wejsciowego n, ze stanu O mozna przejs¢ tylko do tego samego stanu,
za$ ze stanu 2 przechodzi sie do stanu 3. zatem istnieje przejsicie ze

stanu {0,2} do stanu {0,3} zaetykietowane przez n. Ten stan automatu D jest
stanem akceptujacym gdyz zawiera stan akceptujacy automatu
niedeterministycznego, czyli stan 3.

W koncu nalezy okresli¢ przejsicia ze stanu {0,3}. Z uwagi na to ze ze stanu 3
nie mozna nigdzie przejs¢ w przypadku dowolhego znaku wejsciowego, przejscia
ze stanu {0,3} odpowiadaja przejsciom tylko ze stanu O, stad ograniczajaq sie
jedynie do przejs¢ stanu {0}. Poniewaz przejscia ze stanu {0,3} nie prowadza
do zadnego stanu automatu D, ktérego jeszcze nie sprawdziliémy, konstrukcje
automatu D mozna uznaé za skonczona,
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Automat deterministyczny D

Konstrukcje automatu mozna uznaé za skonczona, Przejscia ze stanu {0,3} nie
prowadza do zadnego stanu automatu D ktérego jeszcze nie sprawdzilismy.
Stan {0} oznacza ze odczytany ciag nie konczy sie zadnym przedrostkiem
wyrazu man, stan {0,1} ze konczy sie sekwencja m, stan {0,2} ze konczy sie
sekwencja ma, stan {0,3} ze konczy sie sekwencja man.
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Uzasadnienie poprawnosci

konstrukcji podzbioréw

Jezeli automat D jest
konstruowany na podstawie
automatu niedeterministycznego
N przy uzyciu konstrukcji
podzbioréw, to D jest automatem
deterministycznym. Dla kazdego
stanu wejsciowego x oraz dla
kazdego stanu S automatu D
definiuje sie okreslony stan T
automatu D, taki, ze etykieta
przejscia z S do T zawiera
symbol x. Nalezy jeszcze
wykazaé ze automaty Si T sa
réownowazne. Przeprowadza sie
dowdd indukcyjny.

start

Automat D

start

Automat N

\_al,a2,.....ak

....................... >
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Formalne twierdzenie, ktére nalezy udowodnic przez indukcje wzgledem k,
méwi ze stan {s1,s2,...,sn} osiagany przez automat D w wyniku przejscia
Sciezkq zaetykietowana symbolami ala2...ak od stanu poczatkowego
automatu D jest doktadnie zbiorem stanéw automatu N, ktére sq przez ten
automat osiagane w wyniku przejscia od stanu poczatkowego pewna Sciezkq
zaetykietowana symbolami ala?2...ak.

Podstawa:

Niech k=0. Sciezka o dtugosci O nie powoduje przejscia do zadnego innego
stanu, co oznacza, ze powoduje pozostanie w stanie poczatkowym obu
automatéw D i N. Nalezy przypomniec, ze jezeli sO jest stanem poczatkowym
automatu N, fo stanem poczatkowym automatu D jest {sO}. Stad twierdzenie
indukcy jne jest spetnione dla k=0.

Indukcja:

Zatozmy, ze twierdzenie jest spetnione dla k i rozwazmy ciag wejsciowy
ala?2..ak ak+1. Wéwczas Sciezka wiodaca od stanu poczatkowego automatu D do
stanu T, zaetykietowana stanami ala2....ak ak+1, ma postaé:
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Mozna zatozyC przez hipoteze indukcyjna, ze S jest doktadnie zbiorem standw,
ktdre osiaga automat N od swojego stanu poczatkowego wzdtuz Sciezki
zaetykietowanej symbolami ala2...ak i nalezy udowodnié, ze T jest doktadnie
zbiorem standéw, ktore automat N osiaga od swojego stanu poczatkowego wzdtuz
Sciezki zaetykietowanej symbolami ala2...ak ak+1. Dowdd kroku indukcy jnego
skfada sie z dwach czesci.

(a) Nalezy wykazaé, ze zbior T nie zawiera zbyt wielu elementéw. To znaczy,
jezeli t jest stanem automatu N nalezacym do T, to stan t nalezy do Sciezki
zaetykietowanej symbolami ala2....ak ak+1 wiodacej ze stanu poczatkowego
automatu N.

(b) Nalezy wykaza¢ ze zbiér T zawiera wystarczajaca ilo$¢ elementow.

To znaczy, jezeli t jest stanem automatu N osiaganym ze stanu poczatkowego
Sciezkq zaetykietowana symbolami ala2....ak ak+1, to + nalezy do T.
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Minimalizacja automatow

Jednym z zagadnien dotyczacych automatéw jest kwestia okreslenia minimalnej
liczby stanow wymaganych do wykonania danego zadania. Posiadajac pewien

automat mozemy zadaé pytanie czy istnieje réwnowazny automat posiadajacy
mniejsza liczbe standw, a jesli tak, jaka jest najmniejsza liczba stanow
dowolnego automatu réwnowaznego.

Dla automatow deterministycznych zawsze istnieje pewien unikatowy automat
deterministyczny o minimalnej liczbie stanow, rownowazny z danym automatem.
Dowodzimy przez pokazanie ze nie ma stanéw nieréwnowaznych.

Nie istnieje podobna teoria w sytuacji automatow niedeterministycznych.

Nierownowaznosé¢ dwoch stanow:

Podstawa: Jezeli stan s jest stanem akceptujacym, a stan t nie jest stanem
akceptujacym (lub odwrotnie), to s i t nie sq rownowazne.

Indukcja: Jezeli istnieje pewien symbol wejsciowy x, taki, ze ze stanéw
s i t nastepuja przejscia wzgledem tego symbolu do dwdch réznych standw,
o ktorych wiadomo ze nie sq rownowazne, to stany s i t nie sq réwnowazne.

Prof. dr hab. E. Richter-Was, Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAilS UJ —2008/2009

25



Posumowanie

— Automat skonczony jest to oparty na modelu grafowym sposdb
okreslania wzorcow. Wystepuja jego dwie odmiany: automat
deterministyczny oraz automat niedeterministyczny.

= Istnieje mozliwo$é konwersji automatu deterministycznego na
program rozpoznajacy wzorce.

— Istnieje mozliwo$¢ konwersji automatu niedeterministycznego na
na automat deterministyczny rozpoznajacy te same wzorce dzieki
konstrukcji podzbiorow.

Istnieje bliski zwigzek miedzy automatami deterministycznymi a programami,
ktére wykorzystuja pojecie stanu w celu odréznienia rél, jakie odgrywaja
rézne czesci programu. Zaprojektowanie automatu deterministycznego
stanowi czesto dobry sposdéb opracowania takiego programu. Moze to by¢
trudne zadanie, czesto tatwiej zaprojektowaé automat niedeterministyczny,
a nastepnie za pomocgq konstrukcji podzbiordow zamieni¢ go na jego
odpowiednik deterministyczny.
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