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Sieci Neuronowe
Wyktad 3

1. Zdolnosci uogdlniania sieci, weryfikacja
procesu uczenia

2. Perceptron raz jeszcze.

3. Nieliniowe sieci wielowarstwowe.
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Zdolnosci uogdlniania sieci neuronowej

Podstawowg cechg sieci neuronowej jest jej zdolnos¢ do uogdlniania, a
wiec generowania witasciwego rozwigzania dla danych, ktore nie

pojawity sie w zestawie danych uczacych.

Sie¢ zostaje poddana uczeniu na zbiorze L
Z biezgcym sprawdzeniem stopnia uczenia
na zbiorze V. Zdolnos¢ odtworzenia zbioru
L przez siecC jest miarg zdolnosci
zapamietania danych uczacych, natomiast
zdolnosc¢ do generowania wtasciwych
rozwigzan dla danych nalezgcych do zbioru
T, na ktérych siec nigdy nie byta trenowana,
jest miarg zdolnosci uogolniania. Zaktada
sie ze dane tworzace zarowno zbior L jak i
zbior T sg typowymi reprezentantami zbioru
danych.

R —
- zbidr testujacy (testing)
- zbior uczacy (learning)
- zbiér danych sprawdzajacych

<r-

zbiér danych wejsciowych

(validation)
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Miara Vapkina-Chervonenkisa

llosciowa miara uogolniania jest pojeciem trudnym do zdefiniowania i jest
oparta na zaleznosciach statystycznych odnoszgcych sie do zbiorow.
Podstawowg wielkoscig jest tu miara Vapkina-Chervonenkisa, zwana w
skrocie VCdim. Miara VCdim systemu zostata zdefiniowana jako liczebnosc
najwiekszego zbioru S danych wzorcow, dla ktérych system moze
zrealizowac wszystkie mozliwe 2" dychotomii zbioru S (podziat zbioru na
dwie czesci przy pomocy lini).

Na przyktad VCdim dla neuronu o dwdéch wejsciach wynosi n=3. Mozna wykazad,

ze zbior ztozony z trzech danych uczacych jest najwiekszym zbiorem, w ktorym
mozna przeprowadzi¢ podziat na dwie liniowo separowalne grupy na 23 sposobow.
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Miara Vapkina-Chervonenkisa

Zwiekszenie o jeden rozmiaru probek uczacych powoduje, ze 2 neurony nie
sg w stanie zrealizowac¢ wszystkich 24 podziatéw liniowo separowanych. W
ogolnosci dla neuronu o N wejsciach (wektor x N-elementowy) miara VCdim
wynosi N+1. Innymi stowy,

Miara VCdim dla sieci rozwiazujacej problem klasyfikacji
binarnej oznacza maksymalna liczbe danych uczacych,
ktore moga zostac bezbiednie odtworzone we wszystkich
mozliwych konfiguracjach.
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Btad uczenia sieci

Niech v, (W) oznacza btad uczenia sieci, czyli czestotliwosc¢
wystgpienia btedu klasyfikacji podczas procesu uczenia, a
P(W) — srednie prawdopodobienstwo wystgpienia btednej
klasyfikacji podczas uczenia. Oznaczajac przez ¢ wartosc
dopuszczalnego btedu wykazano, ze

Prob{|P(W) —v,(W)|>¢} —> 0

jesli liczba probek uczacych p — o, przy czym Prob{} oznacza
prawdopodobienstwo zdarzenia.
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Btad uczenia sieci

Niech o oznacza prawdopodobienstwo zdarzenia

sup [P(W) =v (W) | > e

prawdopodobienstwo to zostato oszacowane w postaci

a = (2pe/h)" exp(- £2p)

przy czym e jest liczba Eulera, p-liczbg probek uczacych, a h
aktualng wartoscig VCdim.
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Btad uczenia sieci

Oznaczajgc przez ¢, wartoSC ¢ spetniajaca relacje przy przy
zadanej wartosci o otrzymuje sie

g,= sqrt{ h/p [ In(h/2p) + 1] — 1/p In(a) }

Wartosc ¢, reprezentuje przedziat ufnosci.

Przedziat ten jest funkcjg aktualnej miary VCdim, liczby prébek
uczgcych p oraz wartosci o i nie zalezy od btedu uczenia sieci
v (W). Miara ta obowigzuje tylko w przypadku dopuszczenia
duzych wartosci P(W).
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Btad uczenia sieci

Przy wymaganiu matych wartosci P(W) zmodyfikowana definicja
przedziatu ufnosci ( oznaczona przez ¢,) zalezy rowniez od btedu
uczenia v (W) i przybiera postac.

g1 =&p? (1 +sqrt{1 + v (W)/ey?})

Na podstawie zdefiniowanych przedziatow ufnosci mozna stwierdzic, ze w
ogolnosci, przy matym poziomie btedu uczacego v, (W), srednie
prawdopodobienstwo wystgpienia btedu klasyfikacji spetnia nierownosc¢
P(W) < v (W) + g,

Przy bardzo duzych btedach uczenia v, (W), doktadniejszg estymate
sredniego prawdopodobienstwa wystgpienia btedu klasyfikacji okresla
relacja

P(W) < vi (W) + &
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Btad uogdlniania sieci

Podobnie jak btgd uczenia, definiuje sie btad uogdlniania
v4(W) jako czestotliwosc wystapienia btedu podczas
testowania zbioru na danych testujgcych.

Przy liczbie prébek uczacych p > h (h — aktualna wartosc¢
VVCdim sieci poddanej uczeniu) z prawdpodobienstwem
(1-a ) btad uogolnienia jest mnigjszy niz v, (W),

Vo(W) < vy (W), przy czym

Vgm(W) = v (W) + ¢,

gm(
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Zdolnosci uogdlniania sieci neuronowej

Przy statej liczbie probek p i wzrastajgcej wartosci miary VCdim btad
uczenia v, (W) maleje monotonicznie, a przedziat ufnosci ¢, rosnie. W
efekcie maksymalny btad uogdlniania osigga minimum. Zakres VCdim <
h,, odpowiada nadmiarowosci danych biezgcych wzgledem aktualne;
wartosci VCdim. Zakres VCdim > h,,, odpowiada zbyt malej liczbie
danych uczacych przy aktualnej wartosci VCdim.
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Zdolnosci uogdlniania sieci neuronowej

W przypadku ustalonej wartosci VCdim btad uogodlniania zalezy w istotnym
stopniu od liczby préobek uczacych. Dla zapewnienia odpowiednio matej
wartosci tego btedu liczba prébek musi spetniac odpowiednie proporcje
wzgledem VCdim. Dla kazdego rodzaju sieci jest to oddzielny problem.
Szczegolnie jaskrawo wystepuje on w przypadku sieci wielowarstwowej,
gdzie liczba wag jest zwykle bardzo duza w stosunku do liczby neuronow.

Trudnosc: oszacowanie wartosci VCdim dla dowolnej sieci.

W praktyce, dla uzyskania dobrych zdolnosci uogodlniania sieci nalezy
ograniczac liczbe neuronow ukrytych oraz powigzan miedzy neuronowych,
jak rowniez stosowac takie metody wstepnego przetwarzania danych,
ktore umozliwiajg zmniejszenie wymiarowosci wektora wejsciowego sieci.
Kazdy z tych czynnikow, posrednio lub bezposrednio, wptywa na
zmniejszenie efektywnej liczby wag sieci neuronowe;.
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Cykla uczqce i blad veryfikacjr

W ogolnym przypadku wraz

Z uptywem czasu uczenia

btad uczenia v, (W) maleje

| btad testowania v, (W) rowniez
(przy ustalonej wartosci liczby
probek uczgcych p oraz miary
VCdim).

Od pewnego momentu btad veryfikacji pozostaje staty,
natomiast btagd uczenia nadal maleje. W ostatnich fazach
procesu uczenia nieregularnosci w danych odbiegajgce od
cech charakterystycznych danego procesu zaczynajg
odgrywac role i powodujg wzrost btedu testowania.
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Zdolnosci uogdlniania sieci neuronowej

Tendencje te (przeuczenie) jest tym silniejsze im wieksze
nadmiarowosci wag wystepujg w sieci. Te “niepotrzebne” wagi
dopasowywujg sie do nieregularnosci danych uczacych, traktujac je
jako ceche gtdbwng. Wazne jest aby kontrolowac proces uczenia
przez przeplatanie go z procesem testowania, monitorujgc jak daleko
jest zaawansowany proces uczenia.

Sam proces uczenia powinien by¢ powigzany ze sprawdzaniem
zdolnosci do uogodlniania, a wiec powinien zawierac¢ “faze uczacg’ i
“faze sprawdzajacq’.

Proces uczenia kontynuuje sie do chwili uzyskania minimum funkcji
celu lub dopoki btad testowania nie zacznie wzrastac¢ (wskazujgc na
przeuczenie).
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ..

Siecig neuronowa, ktéra odegrata historycznie bardzo istotng role byt

PRECEPTRON

koncepcja w ktorej wprowadzono nieliniowy element przetwarzajgcy
informacje. Wprowadzenie nieliniowosci byto uzasadnione, biologiczne
uktady faktycznie sg nieliniowe.

Y1 Y, X V&) I

O, O O

A

Perceptron prosty ma z definicji
jedng warstwe neuronow

X4 X, X3
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ..

Nieliniowy element przyjmowany w sieciach neuronowych moze
byC opisany rownaniem.

y = o(e)

gdzie o¢(e) jest wybrang funkcjg nieliniowg a sygnat e odpowiada
tagcznemu pobudzeniu neuronu.

XI&
XZ%

Q)

— Prog ©

X

n
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ..

Laczne pobudzenie neuronu mozemy uznac za zgodne z formutg
przyjmowang uprzednio dla ADALINE

n

e = ,Zla)i X
1:

lub uzupetniong o dodatkowo o staty sktadnik (bias)

n

e= 2o xt+ 0,

1=1

Aby uproscic zapis, przyjmijmy, ze oprocz <x,, X,..., X,> mamy rowniez

element x,, co pozwoli formalnie zapisac:

lub wektorowo:

n

e= .Zocoi X;
1:

e=WTX
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ..

Formute nieliniowego pobudzenia mozemy tez zapisac nastepujaco,
np. w postaci sumy kumulowanej, ktorej posta¢ w j-tym kroku symulacji
moze byC wyznaczong ze wzoru:

n
el = el) + 3 .0) x.0)
i=1

albo funkcji majoryzacji:

e=25ti

1:

gdzie L, jest miarg efektywnosci i-tego wejscia wyznaczang ze wzoru:

w=1 gdy o;x >0
w=0 gdy ox. <0
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ..

Inne mozliwe postacie:

maximum
e = MAX o; X

minimum
e = MIN; o; x;

produktowa

Te i inne funkcje scalajgce wejSciowe sygnaty x, w tgczne wypadkowe
pobudzenie e, uzywane sg w perceptronie jedynie jako wstepny etap
przetwarzania informacji w neuronie.
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ..

O specyficznych wtasnosciach perceptonu decyduje funkcja ¢
okreslajgcg nieliniowy zwigzek miedzy sygnatem wypadkowego
pobudzenia neuronu e, a jego odpowiedzig y.

W klasycznym perceptonie funkcja ¢ ma postac progowa:

o(e) = 1gdy e >0; o(e) |

¢o(e) =0gdye<0;

Ta postaCc ma szereg wad ale jest tatwa do wyprowadzenia pewnych
intuicji. Poniewaz sygnat wyjsciowy przyjmuje wartosc¢ ( y=1 lub y=0),
moze byC rozwazany w kategoriach okreslonej decyzji.

Mozliwa jest tez interpretacja oparta na logice matematycznej, prawda
lub fatsz.

Percepton moze byc interpretowany jako ukfad realizujgcy pewng
funkcje logiczng, a wiec automat skonczony.
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ..

Dygresja:
Zaleznie od postaci przyjetej funkcji ¢(e) sygnat y mozna rozpatrywac jako

binarny ye{ 0,
bipolarny y e { -1,

L
T}

Pozornie roznica jest nieistotna, trywialne przeskalowanie. Moze miecC
jednak powazne konsekwencje poniewaz punkty nalezgace do zbioru { 0,1}
sg wierzchotkami jednostkowego hiperszescianu w R", natomiast punkty
nalezace do zbioru {-1,1} lezg na powierzchni jednostkowej sfery R".

W n-wymiarowej przestrzeni szescian i sfera roznig sie w sposob
zasadniczy.

Porownajmy objetosci:
objetos¢ szescianu: V, = a"
objetos¢ kuli:  V, =n"2/(n/2)!  gdy n jest parzyste
V, = 2" n-12((n-1)/2)!/ n! m gdy n jest nieparzyste
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PERCEPTRON ... raz jeszcze ..

Tak wiec dla jednostkowego boku a, objetos¢ szescianu jest stata
V. =1, podczas gdy objetosc kuli o jednostkowym promieniu r, V, - 0
dlan— .

Wszystkie punkty sfery sg oczywiscie jednakowo odlegte od jej srodka
(odlegtoscig jest promien sfery), natomiast dla szescianu, narozniki sg
odlegte od srodka o sqrt(n/2) (odlegtos¢ rosnie).

Szescian coraz bardziej przypomina “jeza”.

W wiekszych wymiarach..... nalezy doSc ostroznie
podchodzic¢ do intuicji geometrycznych.

Czasami warto jest przejs¢ do uktadu w ktorym neuron przyjmuje wartosc¢
{-1, +1}. Wtedy sieC staje sie podobna do uktadu magnetycznego, w
ktorym momenty magnetyczne atomoéw mogg mie¢ dwa przeciwne

kierunki. W opisie takich sieci mozna stosowa¢ metody z teorii uktadow
magnetycznych.
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Prosty przypadek deterministyczny

Zacznijmy od najprostszego przypadku deterministycznego:

p(e) =1

oraz przyjmijmy ze odpowiedz wyjsciowa jest pewnym wektorem ktérego
sktadowe przyjmujg wartosci +1.
Wowczas

Y=sgn(W® X) (sgn oznacza “znak”)

Pozadane jest aby
sgn (W® X )=Z2

A wiec wektor wag musi byc¢ tak dobrany (uczenie) aby rzut wzorca X* na
ten wektor mial taki sam znak jak Z*.

Granica miedzy dodatnimi a ujemnymi rzutami na kierunek wektora W
jest ptaszczyzng W ® X przechodzacy przez poczatek uktadu
wspotrzednych, prostopadtg do wektora W.
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WiasnosSci nieliniowych sieci wielowymiarowych

Przyjmujac interpretacje progowej funkcji ¢(e) jako funkcji rozdzielajgcej
przestrzen wejsciowych sygnatow X na obszar wyrdzniony, w ktorym y=1,
oraz na reszte — nalezy stwierdziC, ze przy przyjeciu najczesciej
rozwazanej reguty scalania wejsciowych sygnatow w postaci

n
e= 2w X,
il

podziat ten formutuje granica majgca postac hiperptaszczyzny.

Istotnie, jesli ¢(e) =1 gdy e >0; oraz ¢(e) =0gdy e <0; toobszarw
ktorym neuron podejmuje decyzje y=1 ogranicza powierzchnia e=0, czyli
twor o rownaniu

n
2mXx =0
1=1

Dla n=2 jest to rownanie lini prostej, dla n=3 — rédwnanie ptaszczyzny, a dla
n > 3 twor nazywany prawidtowo rozmaitoscig liniowg stopnia n-1, a
popularnie traktowany jako ptaszczyzna w n-wymiarowej przestrzeni czyli
w skrocie hiperpfaszczyzna.
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Wiasnosci nieliniowych sieci wielowymiarowych

Mozemy interpretowac dziatanie neuronu budujgcego
perceptron jako dyskryminatora liniowego.

Moze on zrealizowac te wszystkie odwzorowania, w ktorych wystarczy
oddzielenie podobszaru przestrzeni X majgcego forme otwartej
podprzestrzeni ograniczonej hiperptaszczyzna.

Proces uczenia, polegajacy zawsze na zmianie wartosci wspotczynnikow
®,, pozwala ustali¢ graniczng hiperptaszczyzne w dowolnym potozeniu, nie
pozwala jednak na zmiane charakteru realizowanego odwzorowania,
niezaleznie od tego jak dtugo by sie go uczyto.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 24 22/10/07




Separowalnos$¢ liniowa

Co sie stanie jezeli nie istnieje taka plaszczyzna?

Wtedy zadanie nie moze byc¢ rozwigzane — sie¢ nie moze osiggnac¢ funkgiji
celu niezaleznie od sposobu jej uczenia. Warunkiem rozwigzania za

pomocg perceptronu prostego z jednostkowymi progami jest wymaganie
aby dany problem byt liniowo separowalny.

Y =sgn( @y Xq + o, X; — @)

Funkcja logiczna: AND A

‘ ®, =1
g [ X | Y ) ;=2
(0,1) 9 N ® 0y =1.5
®
0 |0 -1
0 1 -1
1 0 -1 AR
1 1 1 (0,0) (1,0
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Separowalnos$¢ liniowa

Przyktad dla ktorego brak jest

liniowej separowalnosci: funkcja XOR

Nie istnieje rozwigzanie dla takiego

uktadu rownan.

Funkcja logiczna: XOR

Xy | X, Y
0 0 - 1
0 1 +1
1 0 +1
1 1 -1

A

K
o
S

o
S
.
.
S
.
S
o
S

“
*
"
*

"
*
*
"
R
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Witasnosci nieliniowych sieci
wielowymiarowych

Nierozwiazywalne zadanie: “problem XOR”

Percepton nie moze sie nauczyc¢ realizacji odwzorowania

y =X, @ X,

gdzie operator @ oznacza alternatywe wytaczajgca (eXclusive OR).

Kilkuwarstwowa siec:

Jednak, czego nie potrafi zrobi¢ jeden neuron, moze zrobic
Kilkuwarstwowa siec¢, poniewaz dla nieliniowych neuronow dodanie
nowych warstw istotnie poszerza zakres odwzorowan, ktore sieC potrafi
zrealizowac.
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Separowalnos¢ dla sieci dwuwarstwowe;j

Funkcja XOR: I
rozwigzuje problem nieliniowe] Suma logiczna
separowalnosci przez ztozenie

dwoch separowalnosci liniowych

U1=w11x1+w12x2 + w10 Separacja liniowa
U2 =w21 x1 + w22 x2 + w20

Funkcja logiczna: XOR A

X, | X, Y U1<0 .

(0,1) L] O
0 0 - 1 @
0 1 +1
1 0) +1 U2<0
1 1 - 1 . >

Neuron w warstwie ukrytej realizuje separowalnos¢ liniowg, neuron w warstwie
wyjsciowej wykonuje odpowiednig kombinacje liniowg, np. sume logiczng



Wiasnosci sieci wielowarstwowych perceptronowych

Rozwazmy przyktadowg siec
dwuwarstwowsq :

. . Y1 [ Y2 I
Pierwsza warstwa, ztozona z k
neurondw otrzymujgcych sygnaty

wejsciowe X, dzieli przestrzen X
tych sygnatow za pomoca k / \
oddzielnych hiperptaszczyzn. Q Q Q

Powstaje w ten sposob uktad 2k
liniowo rozdzielnych obszarow, ktore
sygnalizowane sg przez
odpowiednie zestawy 0 i 1 jako
wartosci sygnatdw neuronow
pierwszej warstwy.
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WitasnoSci nieliniowych sieci wielowymiarowych

Sygnaty te podawane sg z kolei na wejscia neuronow drugiej warstwy,
ktére dokonujg klasyfikacji zestawow tych sygnatéw wedtug zasady:
sygnat wyjsciowy neuronu drugiej warstwy ma wartosc O lub 1 w
zaleznosci od tego, jaki podzbidr neuronow pierwszej warstwy
sygnalizuje 0, a jaki 1. W efekcie neurony drugiej warstwy mogq
rozpoznawac (sygnalizowac) pojawienie sie wektorow wejsciowych X
zawartych w pewnych ograniczonych obszarach przestrzeni X.

Obszary te nie muszg byc¢ juz rownowazne do catej podprzestrzeni X,
poniewaz mozliwe jest sygnalizowanie bardziej ztozonego podobszaru,
ograniczonego z wielu stron fragmentami wielu hiperptaszczyzn.
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WiasnoSci nieliniowych sieci wielowymiarowych

Sie¢ dwuwarstwowa nie pozwala jeszcze rozpoznac¢ dowolnego
podobszaru przestrzeni X, poniewaz tatwo sprawdzi¢, ze obszary
sygnalizowane przez neurony drugiej warstwy musza by¢ wypuk# oraz
Jjednospojne (simpleksy). Jest to dosc istotne ograniczenie. Aby sie od
niego uwolni¢ nalezy wprowadzic trzecig warstwe neuronow. Dopiero w
rezultacie dotgczenia trzeciej warstwy mozliwe jest utworzenie dowolnych
obszarow.
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Wiasnosci nieliniowych sieci wielowymiarowych

Structura Type of Exclusive OR E_I;ses with tost General
Decision Regions Masned Regons }/Fhegk}n Shapes
4

Single-layer , | ¥ f_”/;fﬁ" ,W //}f
o (¢ %ﬁ” )
/\ by . [ ) 4
hyperplane \ %

7

Two-!
wo-layers Convex
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Za pomocag nieliniowej sieci neuronowej o przynajmniej trzech warstwach
mozna zrealizowac¢ dowolne odwzorowanie, wigzgce w catkowicie dowolny
Sposob wejsciowe sygnaty X z wyjSciowymi sygnatami Sieci.
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Formy nieliniowosSci neuronu

Funkcja wigzgca taczne pobudzenie neuronu e z jego sygnatem

wyjsciowym vy
y = o(e)

Funkcja ta moze miec€ rozne postacie, dotychczas omawialiSmy postac progowa.

Sigmoidalna funkcja wywodzacag sie z funkcji loqistycznej.

do/de=y(1-vy)

Wazng wtasnoscig funkcji logistycznej
jest fakt, ze zbior jej wartosci nalezy
do otwartego zbioru y<(0,1), co
oznacza, ze wartosci 0, 1, majace
istotne znaczenie przy niektorych
interpretacjach funkcjonowania sieci
neuronowych sg nieosiggalne.

Przebieg funkcji logistycznej dla dwéch wartosci parametréw 3
(oznaczenie na rysunku 6 = f

- O — 4 @f

net.
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Formy nieliniowosSci neuronu

Funkcja tangens hiperboliczny:

y = tanh ( Be)

ktory mozna rozpisac jako

exp ( Be )-exp (-pe )

y:
exp (Be ) +exp (-Be )

Przy zastosowaniu tej funkcji ye(0,1)
Zaletg tej funkcji jest prosta formuta
okreslajgca pochodng tej funkcji

w zaleznosci od jej wartosci

de/de=(1+y)(1-y)

Funkcja sinus:

chetnie stosowana, mozna
doformutowaé do przedziatu
zamknietego [-1,1]:

-1 gdy e < -7t/2
y= sin(Pe) gdy -n/2<e <n/2
1 gdy e > 7/2

Ta postac funkcji jest szczegolnie
przydatna przy budowie sieci
dokonujgcej transformaty Fouriera
wejsciowego sygnatu.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

34

22/10/07




Formy nieliniowosSci neuronu

Niekiedy nieliniowos¢ ma postac nie rozniczkowalng, przydatng w
praktycznych zastosowaniach, ale ktopotliwg do teoretycznej analizy.
Z bardziej znanych postaci mozna wymienic:

Funkcje signum:
1 gdy e>0
y=0 gdy e=0
-1 gdy e<O0

Funkcja perceptonowa:

e gdy e>0
y=0 gdy e<0

Zmodyfikowana funkcje signum:
1 gdy e>0
y=-1 gdy e<0

Funkcje signum:
1 gdy e>0
y=0 gdy e=0
-1 gdy e<0

Funkcja BSB

(Brain State in a Box)

y

1 gdy e>1
= e gdy 1>e>-1
-1 gdy e<-1

Funkcja skoku jednostkoweqo:
1 gdy e>0
y=0 gdy e<0

Funkcja BAM

(Bidirectorial Associative Memory)
1 gdy e>0

yith =y0) gdy e=0
-1 gdy e<O0

Funkcja SPR

(Spatio-Temporal Pattern Recognition)
y(i+1) =y(J) +A[-ay(]) +be']
gdzie “funkcja ataku”

Alul]= u gdy u>0
yu gdy u<O0

zapis e* oznacza

et = e gdy e>0
0 gdy e<

Powyzsze funkcje sg “inzynierskie”: opis ktory pozwala na wygodng analize
matematyczng, tatwg realizacje techniczng (perceptron) lub wygodne modelowanie w
formie programu symulacyjnego (signum).
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Uczenie nieliniowego neuronu

Rozwazmy problem uczenia nieliniowych sieci nheuronowych.
Dla uproszczenia analizujemy wytacznie regute DELTA w jej podstawowej
postaci.

U=< <XW zN> <X z2)> .  <X(N) Z(N) > >

Formute uczenia opieramy na regule minimalizacji funkcjonatu btedu
sredniokwadratowego:

N

Q=% 3(z0—y0)

=1

gdzie

N

y(j) = ¢ (2 (D(J x(J))
=1
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Uczenie nieliniowego neuronu

Rozktadajgc funkcjonat btedu na elementy sktadowe
zwigzane z poszczegolnymi krokami procesu uczenia

Q=2 Q) gdzie Q() =2 (z() = (v(Q) )2

Mozemy zgodnie z gradientowg strategig procesu uczenia
zapisac algorytm zmian czynnikow wag

®(J*1) — o)) = Ao) = -n 0Q()/ do
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Uczenie nieliniowego neuronu

Analogiczny wzor wyprowadzono wczesniej dla sieci
ADALINE, jednak tres¢ tego wzoru jest w tym wypadku
bogatsza ze wzgledu na nieliniowg funkcje ¢(e).

oQl) / dw, =
oQU) / oy0) oy )/ ow, = 0QW / oy,0) oy )/ 0el) oel) ] dw,

tatwo mozemy obliczyc:

oQu) / @yi(J') = - (z0) —y0) ) = - 30)

oel)/ dw; = xU)
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Uczenie nieliniowego neuronu

Problem moze byC natomiast z wyrazeniem

oy 1 oel) = o¢(e)/ oel)

gdzie ¢(e) nie zawsze jest rozniczkowalne.

Ostateczny wzor, na podstawie ktorego prowadzi sie proces
uczenia ma postac

And) = -1 80 o¢(e)/ oeld) x.0)
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Uczenie nieliniowego neuronu

Dosc¢ chetnie (bezkrytycznie) stosuje sie w rozwazaniach funkcje
logistyczng

y =d(e)=1/(1 + exp(-pe) )

ktora ma tatwg postac pochodnej,

ad)(e)/ oel) = y(J) ( 1 - y(J) )

Ostateczny wzor dla funkcji logistycznej moze by¢ zapisany w prostszej
postaci

A(Di(j) = -n (Z(J) — y(j) ) (1 - y(J) ) y(J) Xi(j)

Powyzszy algorytm uczenia jest mozliwy do bezposredniego
zastosowania jedynie w przypadku sieci jednowarstwowej.
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Uczenie sieci hieliniowe

Dla sieci wielowarstwowych, ktore majq istotnie szersze mozliwosci
przetwarzania informaciji niz sieci jednowarstwowe, omawiany
poprzednio wzor nie daje sie zastosowac. Dla warstw wewnetrznych nie
ma mozliwosci bezposredniego okreslenia oczekiwanych (wymaganych)
wartosci sygnatow wejsciowych z0) | a tym samych okreslenia wartosci
btedu 6V) . Rozwazajac ciag

U=< <X ZM> < X2  72) >

mamy do dyspozycji n-wymiarowe wektory wejsciowe X oraz k-
wymiarowe wektory wyjsciowe Z z neuronow terminalnych. Jezeli
odnotujemy btad, czyli roznice ( X0 - Z0) ), to nie bedziemy w stanie
ustali¢ w jaki sposob za pojawienie sie btedu odpowiadajg neurony
warstwy wyjsciowej a jaki sposob powstat w elementach wczesniejszych
(wewnetrznych) warstw. (Noszg one nazwe warstw ukrytych, “hidden
layers”).

Przez wiele lat nie byto dobrego pomystu w jaki sposob uczyc warstwy
ukryte.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 41 22/10/07



Uczenie nieliniowe sieci wielowarstwowej

W latach 80-tych zaproponowano algorytm tzw. wstecznej
propagacji btedow (backpropagation), polegajacy na tym ze
majac wyznaczony bfad &M 0) (j-ty krok uczenia m-tego
neuronu) mozemy “rzutowac” ten btgd wstecz do wszystkich
tych neuronow, ktorych sygnaty stanowity wejscia do m-tego
neuronu.

W sieci wielowarstwowej niemozliwe jest scisle
rozgraniczenie sygnatow wyjsciowych od sygnatow
wejsciowych, z tego wzgledu wprowadzamy jednolitg
numeracje wszystkich neuronow, oraz stosujemy state
oznaczenia y,,0), niezaleznie od tego czy jest to sygnat
wejsciowy czy wyjsciowy (zawsze mozna zatozyC istnienie
neuronu buforujgcego o odpowiedzi jednostkowej, takiego ze
y, 0 =x0)),
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Uczenie nieliniowe sieci wielowarstwowej

Backpropagation

w j-tym kroku uczenia, sygnat na wyjsciu m-tego neuronu moze byc
wyznaczony z nastepujgcej zaleznosci:

ym(J) = o( 2 o, (m)() yi(J) )
i eQ,
gdzie Q). oznacza zbidr neuronow dostarczajgcych sygnat wejsciowy do
konkretnego, rozwazanego aktualnie m-tego neuronu.

Pozornie zapis jest niejednoznaczny, ale ta niejednoznacznosc jest
pozorna poniewaz mozna (jezeli chwilowo pominiemy problem sprzezen
zwrotnych) wyznaczy¢ takg kolejnos¢ wyliczania elementu y. 0), aby
wszystkie y.0), konieczne do jego wyliczenia, byly juz znane.
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Uczenie nieliniowe sieci wielowarstwowej

> Na samym poczatku wyznacza sie poprawki dla neuronoéw
stanowigcych wyjsciowg warstwe sieci. Dla poszczegolnych sygnatow
.U istniejg w ciggu uczacym wzorcowe (oczekiwane) wartosci z, 0, z
ktérymi mozna je porownywac, wyznaczajac bezposrednio btad 5.0 .

5 0=(y 0 -z 0))

Ao, M0 = 1§ 0 di(e)/de y0

dla funkcji logistycznej wzor ten ulega znacznemu uproszczeniu:

A M0 = - (2,0 =y, 0) (1-y, )y 0y O

keQ,
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Uczenie nieliniowe sieci wielowarstwowej

» Dla warstwy ukrytej, przez analogie mozemy zapisac
Ao, MO = 1§ 0 dd(e)/de. 0y

ale teraz nie mamy mozliwosci bezposrednego wyznaczenia &0
Zatozmy, ze rozwazany neuron nalezy do warstwy ukrytej, ale sygnaty
od niego docierajg tylko do warstwy wyjsciowej (dla ktorej potrafimy
okresli¢ 6,0)).

Wowczas (backpropagation)

5.0=3% o W50

(K)i) — waga w neuronie o numerze k, przy jego wejsciu m

W

Rzutowane wstecznie btedy przemnazane sg przez te same
wspotczynniki, przez ktore mnozone byty sygnaty, tyle tylko, ze kierunek
przesytania informacji zostaje w tym przypadku odwrécony; zamiast od
wejscia do wyjscia przesyta sie je od wyjscia kolejno w kierunku
wejscia.
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Uczenie nieliniowe sieci wielowarstwowej

»
»
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Uczenie nieliniowe sieci wielowarstwowej

» Powyzszg technike propagacji wstecznej btedéw mozna powtarzac
dla kolejno coraz gtebszej warstwy sieci. Kazdy neuron z warstwy
ukrytej albo przesyta sygnaty do wartosci wyjsciowych, albo znajduje sie
w jednej z gtebszych warstw, wowczas jego btgd mozna oszacowac z
chwilg okreslenia btedow dla wszystkich neurondw w sieci ktore sg
odbiorcg jego sygnatow.

W sieci feedforward zawsze daje sie okresli¢ takg kolejnosc¢ wstecznej
propagacji btedow, ktora pozwala obliczy¢ btedy dla wszystkich
elementow sieci. Uczenie tg metoda jest stosunkowo skuteczne ale
powolne.

Przyspieszanie: techniki momentu, kumulanty btedow, odrzucania
matych poprawek, itp.
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Zestaw pytan do testu

7.

Co to znaczy ze sie€¢ neuronowa ma zdolnosc
uogolniania?

Co to jest miara Vapkina-Chervonenkisa?

Co to jest btad weryfikacji i btgd uogdlniania®?
Narysuj typowy przebieg btedu uogolniania i btedu
weryfikacji w funkciji ilosci cykli uczacych.

Podaj przyktad nieliniowej formuty na pobudzenie
sygnhatu perceptronu.

Jaka jest minimalna ilos¢ perceptronow z ktorej mozna
zbudowac zbudowac funkcje XOR. Czy bedzie to sieC
warstwowa?

Co to znaczy ,neuron ukryty”, ,warstwa ukryta”.
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