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1.1. Pole wektorowe /T(f) = ﬁ, gdzie d jest stalym wektorem, okreslone

jest na R3\{a}. Kiedy pole to jest gradientem pewnej funkcji? Prosze znalez¢
te funkcje.

1.2. Punktowy dipol elektryczny jest utworzony przez dwa tadunki punk-
towe —¢, ¢ umieszczone, odpowiednio, w punktach ¥, ¥ + d, w granicy
ld| — 0, ¢ — oo, przy czym wektor d = qa pozostaje staty. Obliczy¢
gestosé rozkladu tadunku p(Z,t) i gestosé pradu j(Z,t) punktowego dipola
elektrycznego poruszajacego sie po zadanej trajektorii Zo(t).

Wskazowka. W rozwiazaniu wystapia pochodne delty Diraca.

1.3.  Niech S(rg) oznacza sfer¢ o promieniu ry > 0 i srodku w poczatku
ukladu. Pole elektryczne ma wlasnosé: dla kazdegorg >0 [ S(TO)dE E =q,

gdzie ¢ ma ustalona dodatnia wartosé. Czy stad wynika, ze divE = ¢d ()7
1.4. Wykazaé, ze transformacje postaci
E' =cosa E+sina B, B'=—sina E + cosa B,

gdzie « jest liczba rzeczywista, sa symetria bezzrodlowych (p = 0, j= 0)
rownan Maxwella, tzn. przeprowadzaja rozwiazanie w rozwigzanie. Wspolrzedne
2%, t nie transformuja sie.

1.5. Czy pole tzw. dyonu: E = q#, B = Fd#,
#0, r= ||, jest zgodne z rownaniami Maxwella?

gdzie ¢ i k sa staltymi

1.6. Pole elektromagnetyczne ma postac:

E=0 B= 0 :
B(r)

gdzie r = /2% + y2. Obliczyé p(7), 7(Z) gdy:

a) B(r) = By ©(R — r), gdzie By jest stala # 0, © jest funkcja schodkowa
Heaviside’a,

b) B(r) = By exp(—1?/\?), gdzie A jest stala # 0.



W obu przyktadach obliczy¢ tez catkowity strumien pola magnetycznego
D=/ ¢ @ B, gdzie S jest dowolna plaszczyzng prostopadla do osi z.

1.7. Poda¢ warunki jakie musza spelnia¢ wektorowe funkcje I &), g(&)
zmiennej rzeczywistej &, aby E = f(ii-Z—ct), B = §(ii-¥—-ct) byly rozwiaza-
niami rownan Maxwella. Wektor 77 jest staly. Zaktadamy, ze p =0, 7 = 0.
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2.1. Bezzrodtowe rownania Maxwella maja rozwiazania postaci
E =E, f(t)*, B = B, h(t)e",

gdzie Ey, By, k sg stalymi wektorami rzeczywistymi, |EO| =1, |J§0| =1.

a) Jakie warunki na EO, EO, k wynikaja z rownan Maxwella z dywergen-
cjami?

b) Znalez¢ postac funkeji f(t), h(t) zgodna z prawami Faradaya i Ampére’a.

2.2. Otrzymaé catkowa posta¢ prawa Faradaya w przypadku gdy petla C
porusza si¢ w przestrzeni ze znana predkoscia W(#(o,t),t), gdzie Z(o,t) € C
jest wektorem wodzacym punktow petli C' w chwili ¢, a o € [0, 27) paramet-
rem wzdtuz C.

Wskazowka: 6, Edl bedzie zastapiona przez fC(E + @ x B/c)dl, gdzie dl =
0,7 (0, 1) do.

2.3. (a) Zapisa¢ jednowymiarowe réwnanie falowe
(207 — *)u(x,t) =0

w zmiennych o+ =z +¢t, x~ = x — ct.
(b) Wykazaé, ze dowolne rozwiazanie tego rownania ma postac

u(x,t) = f(@") +g(x7),

gdzie f, g sa funkcjami rézniczkowalnymi.

(c) Wyrazi¢ funkcje f, g przez warunki poczatkowe dla u(x,t) w chwili ¢t = 0.
(d) Poda¢ przyktad niezerowego rozwiazania jednowymiarowego réwnania
falowego o zadanych warunkach poczatkowych takich, ze u(z,t) = 0 dla
dostatecznie duzych wartosci |z|.



2.4. Rzeczywista funkcja H(Z,t) spelia 3-wymiarowe, jednorodne row-
nanie falowe oraz warunki poczatkowe:

H(Z,0) = h(Z), OH(Z,t)],_, = g(T).
Wyprowadzi¢ wzor Kirchoffa

H(E 1) = i/d?’y

" A4re

1

|7 — ]

[0:0(17 = | = ct) h(y) + (17 — | — ct) g(§)],

gdzie t > 0, wykonujac nastepujace kroki:
(a) Korzystajac z fragmentu wyktadu pokazac, ze

- 1 ikZ—ic 7 —ik@+ickt (7.
@0 = 5 / Ph [R5k, () 4 e R (F)]

gdzie k = |k|.

(b) Wyrazi¢ a, (k) przez h(Z), g(Z).

(c) Wykona¢ caltke po k calkujac we wspotrzednych sferycznych. Skorzystaé
7€ WZOrow

dk ke f (k) = - /dk ik ( / dk ¢ = 1i — .
/0 IR =20 f keI, ke = e e T Er i

(d) Jako uzupelnienie, wyrazi¢ catke objetosciowa o postaci

[#vat-a-c 1@
przez catke powierzchniows po sferze o srodku w punkcie 7 i promieniu ct.
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3.1. Pola elektryczne dwu spolaryzowanych liniowo, monochromatycznych
fal ptaskich maja postac:

E, = a cos (lgof — w(Eo)t> , Ey=10 cos (Eof— W(Eo)t + 5)) ;

przy czym a b= 0. Znalezé polaryzacje fali E, + E,.



3.2. (Egzamin) Wykaza¢, ze kazda monochromatyczna fala plaska jest
superpozycja dwu fal spolaryzowanych

(a) liniowo w kierunkach wzajemnie prostopadtych,

(b) kotowo, z przeciwnymi skretnosciami.

3.3. Pole elektryczne ma postac

—

E(Z,t) = @’ cos(kT — w(k)t) — @" sin(kZ — w(k)t),

gdzie a’, a" sa stalymi wektorami prostopadlymi do wektora falowego k £ 0.
(a) Wykazac, ze koniec wektora E (Z,t), gdzie punkt & jest ustalony, zakresla
elipse.

(b) Znalez¢ dtugosci i kierunki osi glownych tej elipsy.
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4.1. Na wyktadzie pokazano, ze
WL LT, =
jest warunkiem wystarczajacym aby O, = O, gdzie z'* = L* a¥ + at.

Wykazaé, ze jest to takze warunek konieczny.

4.2. Grupe Poincaré P tworzy zbior par (f/,a). Kazda taka para jest
zwiazana z transformacja R

¢ =Lr+a (1)
omawiana na wykladzie. Okresli¢ iloczyn w P zgodny ze skladaniem trans-
formacji (1). Znalez¢ jedynke grupowa i element odwrotny do (L, a).

4.3. Rownanie Kleina-Gordona ma posta¢ (O — m?)f(z) = 0, gdzie m
jest pewng stala o wymiarze cm™!, z = (ct, 7).
(a) Czy odwzorowanie

flx) = f'(x) = f(x),

gdzie A jest dowolna dodatnia liczba rzeczywista, jest symetria réwnania
Kleina-Gordona? Czy zbiér wszystkich takich odwzorowan stanowi grupe
wzgledem sktadania odwzorowan ?

(b) Sprawdzi¢, ze odwzorowania

f@) = fl(x) = f(L7"a),

4



gdzie L jest dowolng transformacja Lorentza, tworza grupe wzgledem sktada-
nia odwzorowar.
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5.1. (a) Wykazac, ze F, F", €5 F"F, det I sg niezmiennikami
wzgledem transformacji Lorentza Lo wyznaczniku rownym +-1.

(b) Wyrazi¢ te niezmienniki przez pola E, B.

(c) Obliczy¢ wartosci tych niezmiennikéw dla monochromatycznej fali ptas-
kiej.

€une jest symbolem ca-kowicie antysymetrycznym, przy czym €pa3 = +1.
F= (F*) jest macierza o rozmiarze 4 X 4, ktorej elementami sa F*.

5.2. Jak transformuja si¢ pola E, B przy:
(a) Odbiciu przestrzennym t — ¢, ¥ — —& ?
(b) Odbiciu czasowym t — —t, & — 7 7

5.3. W nieruchomym, prostoliniowym i osiowo symetrycznym przewodzie
o promieniu dy pltynie jednorodny prad o calkowitym natezeniu I. Gestosé
tadunku jest rowna zeru. Jakie pole elektromagnetyczne oraz gestosé tadunku
i pradu zaobserwuje fizyk poruszajacy sie ze stala predkoscia v réwnolegle
do tego przewodu w odlegtosci d > dy od jego osi.

5.4.(Egzamin) W ukladzie (z'*), poruszajacym si¢ ze stala predkoscia
U (przy czym |U| < ¢) wzgledem uktadu laboratoryjnego, wytworzona jest
monochromatyczna fala ptaska o wektorze falowym /;0.

(a) Obliczy¢ wektor falowy k oraz czestosé w(k) tej fali obserwowane w
uktadzie laboratoryjnym.

(b) Przeanalizowaé¢ zmiane czestosci i kierunku rozchodzenia sie fali w przy-
padkach ko7 = 0, kol|7.

(c) Czy mozliwe jest “zawrocenie” fali, tzn. uzyskanie k= —nEO, gdzie n > 07
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6.1. (a) Wprowadzamy zespolony wektor 7 =F +iB. Wykazaé, ze A
jest niezmiennikiem wzgledem transformacji Lorentza.

(b) Przy transformacjach Lorentza Z'(2') = OZ(z), gdzie O jest zespolona
macierzg ortogonalna. Obliczy¢ te macierz w wypadku pchnieé lorentzow-
skich.



(c) Obliczy¢ Z dla spolaryzowanej kotowo monochromatycznej fali ptaskie;j.
(d) Wykazac¢, ze pchniecia lorentzowskie zachowuja polaryzacje kotowa oraz
skretnosé fali z punktu (c).

6.2. Wykazaé, ze catkowity tadunek elektryczny

Q= &’z P (f ) t)
R3

jest niezmiennikiem wzgledem transformacji Lorentza (tzn. jego warto$¢ nie
zalezy od wyboru ukladu odniesienia).

Wskazowki: Zauwazy¢, ze przy obliczaniu @ w ukladzie (z'*) calkujemy
po hiperpowierzchni stalego czasu t', ktéra rézni sie od hiperpowierzchni
statego t. Powiazac obie catki po hiperpowierzchniach stalego czasu stosujac
rownanie ciaglosci i 4-wymiarowe twierdzenie Gaussa.
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7.1. Wyrazi¢ calkowity energie pola elektromagnetycznego (€ = [ R3 d*zTy)

-

przez amplitude d@; (k), wprowadzona na wyktadzie 2. w fourierowskim rozwiaza-
niu bezzrodtowych réwnan Maxwella.

7.2. Zbada¢ kiedy monochromatyczna fala ptaska ma stata gestosé energii
TOO i pqdu .

7.3. Monochromatyczna fala ptaska pada prostopadle na ptaski ekran o polu
powierzchni ¥ i jest w catosci pochtaniana. Obliczy¢ sile wywierang na ekran
przez te fale.

Wskazowka. Obliczyé przyrost pedu ekranu.

7.4. (a) Prostopadloscian o polu podstawy 3 i wysokosci d umieszczono w
stalym polu magnetycznym B tak,ze jego podstawy, natadowane ze stalymi
gestosciami tadunku 4o, sa réwnolegte do B. Obliczy¢ ped pola elektro-
magnetycznego. Przyjac¢, ze na zewnatrz prostopadio$cianu pole E znika,
wewnatrz zas jest stale.

(b) Obie podstawy prostopadtoscianu zaczeto przesuwaé ku sobie ze stalymi
predkosciami 4+ prostopadtymi do podstaw. Po ich zetknieciu sie nastepuje
neutralizacja tadunkéw elektrycznych. Obliczy¢ ped nadany podstawom
przez site Lorentza. Przyja¢, ze obie podstawy sa tak ciezkie, ze mozna
zaniedba¢ ich predkos¢ w kierunku sity Lorentza.



7 XII

8.1. Jednowymiarowe réwnanie Poissona ma postac

d2
T = —pla),

gdzie p(x) jest zadana funkcja majaca zwarty nosnik.

a) Znalez¢ rozwiazanie tego rownania spelniajace nastepujacy warunek ‘izo-
tropowosci’: jesli p(x) = p(—z) to E(x) = —E(—x), gdzie E = —d¢/dx jest
polem elektrycznym tadunku o rozktadzie p(z).

b) Znalez¢ wiodacy wktad do E(x) oraz ¢(z) dla bardzo duzych wartosci |z|.

8.2. Zmalez¢ rozwiazanie rownania Laplace’a w powloce cylindrycznej
r € (ro,r1), gdzie r = /22 + y?, spelniajace warunki brzegowe ¢(rg, 0, z) =
a, o¢(r1,0,z) =0, gdzie stale a,b sa zadane (problem Dirichleta). (r,0, z) sa
wspotrzednymi cylindrycznymi w R3. Przeanalizowa¢ analogiczny problem
Neumanna.

8.3. (a) Gestosc¢ tadunku p zalezy jedynie od r = |Z]. Wykazaé, ze momenty
dipolowy i kwadrupolowy znikaja.
(b) p(Z) = p(—7). Wykazaé, ze p'= 0.

8.4. (Egzamin) Obie potowy kuli o promieniu R sa natladowane jednorodnie
i maja catkowite tadunki @) oraz —(@). Obliczy¢ wiodacy wktad do potencjatu
¢ i pola elektrycznego na duzych odlegtosciach od kuli.

8.5. Dwa wspotérodkowe, jednorodnie natadowane okregi o promieniach
a,b i tadunkach elektrycznych ¢, —q leza w jednej plaszczyznie. Obliczyé
wiodacy wktad do potencjatu ¢ i pola elektrycznego na duzych odlegtosciach
od okregow.



