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∫ ∫

d3rd3r′Ψ̂†(r)Ψ̂†(r′)o2(r, r
′)Ψ̂(r′)Ψ̂(r).

a �DA 
&o



�  ������� ����� � 
 ��� � ������� � � � ��� ���

�����N<
FW/�34�5#�(�����*�(���#T����/4���^��/4$%0���/
�^/4��$%,M6u/4(K�����5LN<
"���$%��/
���=<>�M�.��(�"'�J�4���'/41�(^*J<
���
o1 = H1

<
��0
o2 = H2

�XF�1T�76u/4(Z<
�+,!/4#W��(�<>��/4(��Z��<>�����@6k,D����:C�����G0���r����%����/4���'a �DA �4o
<
��02a �DA �&o9AX_S*���1�<
$%$%,4�X/4���G*J<
���9HD������0E�%�Z6u/4(7<
��<
�+,&8�#�<
(@����*�$��98��+1�"MFW��(N/4#���(�<>��/4(�A
_N�w�����7<
*���1�<
$X*J<
$�*�1�$=<>���%/4���w<>(��N*J<
(�(�����0;/41T�w1�������:'<V�w��$�$O8�0��9r�����0���<J34�98Y6u1���*�����/4�
F�<
�����5<
��0�������*�/4(�(�����#W/4��0�����:'��/'�%�S�����N/
6�*�(��J<>����/4�)<
��0!<
����������$=<
���%/4�;/4#W��(�<>��/4(����
�%�K������<
��0T,V��/Z(�����3
<
$�1�<>��� ������<
F�/
34�w�9HT#�(���������/4���U���R����������*J<>����:4/4(��������>�nA �
A>(����S(��%���
a �DA �4o ���;�����76u/4(�"
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Ŝ
*9��<
(�<
*�����(����@����*���A �Y�����C��(�1��\6u/4(C�����E� /41�$�/4"MF ���&����(�<
*�����/4� A ` 1T�����t�����

:4������(�<
$ *J<
���
���
A :�A��%6�� ���@�.<
(@�w��/G*�/4������0���(�(���$=<>���%3D���@���%*N���X��*����S$���Q4�5�����7��#����D8�/4(�F��%�
*�/41�#�$�����:��&�������w��� ��/
��/4FW��,4��0 A�_N�&,D��/
���T�����Z��#����;*�/4������(@3><>����/4��0�/+������/
��"C<
������(
6u/4(G������"�������/D0���"�#�$%��"����&�.<>����/
� �KF�1T��"���(���$%,�����"�#�$��Or����G�����)<
(�:41�"����&�J�^<
���%�
(���0�1�*����������5�+1�"MFW��(^/
6 ��#����'3
<
(��=<
F�$�����1�"�"C<>����/
����A4�E�5"C<J,GQ4����#C�����S�S��/4$��S�����
/
6 �+1�<
�+��1�" �+1�"MFW��(�� {ki}

���%����/41T� ����#�<
(�<>������:V�%�����+��/������5��#�����<
��0������N/4(�F��%�.<
$
#�<
(@����A�������0����@������*�����/4���S��$�$XFW��"C<
0��7$=<>����(�����<
"���$%,C���!�D��*�����/4� �DA �DA

�?�^��<J3&�U���+1���(���$=<>����07������LN<
"���$O��/4����<
�Z���7�����^"M1�$%����#�<
(@����*�$%�UL5��$�F���(@����#�<
*��^��/
����<>�B��������� P�/D*.Q7��#�<
*��
A
`�,���/4$%3D����:5�%�J�J/4����/4FT�.<
�������������@�.<>����������������/D*�*�1�#�<
�.�%/4�D8
�+1�"MFW��(�(���#�(��������&�.<>����/4��/
6�������P�/D*.QC��#�<
*��
A��B/'*�/4"�#�$������5�����7��/4$�1T����/4���%�w���w����*98
������<
(@,M��/Z��(�<
*��wF�<
*9QV�����SP�/+*9QV�@�.<>���w��/Z������/4(���:4����<>$��D*.��(��D0�����:4��(Sau#W/4���%����/4��o�(���#D8
(��������&�.<>����/4� AT�������w#�(�/4F�$���" <
$���/M(���$=<>����� �����Z"C<
�&,&8�FW/D0T,�#�(�/
F�$���" ��/M�����Z������:4$��98
#�<
(@����*�$��M�w<�34�98Y6u1���*�����/4�?0�������(�"�����<
�.�%/4� A ���E�����'��<J34�C"���*.��<
����*��V/
6w���&����(�<
*�������:
#�<
(@����*�$������+/4��$%,'�����

N
8�#�<
(@����*�$%�S�w<�34�N6u1���*�����/4����/4$�0��������Z���T6u/4(�"C<>���%/4�C<
FW/41T� �����

�@�.<>���V/>6������V�@,D�@����")A����)�����RP�/+*9Q���#�<
*��V� �V0�������(�"������7�����V�@�.<>����F+,��93
<
$�1�<>������:
�����^"���*�(�/D*�/4�Tr�:41�(�<>���%/4����*�/
�����%��������:S/
6T/D*�*�1�#�<>����/4����/
6��J<
*.�R/
6D�����^������:4$��U#�<
(@����*�$��
�@�.<>�������X�S����*.�E<
(��G*.��<
(�<
*�����(���I���0�F&,!�����G������:4$��R#�<
(@����*�$��V��<J34�G6u1���*�����/4�����W�S����*.�
���!��1�(��d<
#�#W�J<
(Z�9HT#�$���*��%��$O,����!�����M�9HT#�(���������/4���76u/
(N�����M"��%*�(�/4��*�/4#���*R#�<
(�<
"�������(���A
�����Cs�8�#�<
(@����*�$��M�@�.<>��� |Φ0 >

����������P�/+*9Q\��#�<
*���*J<
�EFW�'0���r�����0qF&,d*�/4"GF���������:
�������9HT#�<
������/4�qa �DA �4ow<
��0�0���r����%����/4�?a �DA �&o ���;�����76u/
$�$�/��S����:M"C<
������( � � �T� ����


|Φ0〉 =
1√
N !

∫

d3r1 . . . rNΨ0(r1, . . . , rN)Ψ̂
†(r1) . . . Ψ̂

†(rN)|0〉,
a �DA �  +o

�S����(�� |0〉 ���N�����G3
<
*�1�1�" �@�.<>���'���\������P�/+*9Q!��#�<
*��
A������'����0��9H��
0
�M"��J<
���Z�����

:4(�/41���0��@�.<>���
��F�1T�S�������9HT#�(���������/4�!���w��(�1��76u/4(S<
�&,;�@�.<>���
Ψ(r1 . . . rN)

<
��0 |Φ >
A

 Z���V*J<
�!�����V����<>�5������3
<
$�1��V/
6K"C<
�+,&8�#�<
(@����*�$%�Z��<J34�V6u1���*�����/4�
Ψ0(r1 . . . rN)

0��98
����(�"��������B����� � ����:4�&��6u/4(

N
��$���*���(�/4���K*�(��J<>����0'<>�K#W/4���&� {r1 . . . rN}

A� Z�M����� /
������(
��<
��0 �
� �S/4FT�.<
���M����������� ����:4�&���^�.HT#�(���������0�3D�=<

Ψ0(r1 . . . rN)
F&,G0�������(�"���������:N�����

�9HT#���*��.<>����/4�)3><
$�1���FW����� �����!�����73
<
*�1�1�" <
��0������ |Φ0 >
�@�.<>�����N<>6k����(5<
����������$�<>�@8

����:C�����G��$���*���(�/4���7<>�Z����/4���G$�/D*J<>����/
����AX[�HT#�$���*��%��$%,4��� �G��<J34�M�����G���&3&��(����G(���$=<>����/
�
� ��� 


Ψ0(r1, . . . , rN) =
1√
N !
〈0|Ψ̂(r1) . . . Ψ̂(rN)|Φ0〉.

a �DA ���4o
�����)$=<
�@�G���w/�6u/4(�"M1�$=<
�G0��9�.��(�"'������/4��*��)"�/4(���������6u/4(�"C<
$ ���+1��%3
<
$�����*��)/
65�����
�@�.<>�����S���;�����VP�/+*9Q;<
��0;�����VL5��$�FW��(@����#�<
*�����A

� �%���q�����;����$�#�/
6S�����;����*�/4��0D8��+1�<
�&����IJ<>����/4��(���#�(��������&�.<>����/4��� ����<J34�;����#�<
8
(�<>����0�<
F�/
34�R�����M������:4$��98�<
��0d"C<
�+,&8w#�<
(@����*�$��M<
��#���*�����/
6U�����

N
8�F�/D0T,!#�(�/4F�$���")A



� � ������� ����� � 
 ��� � ������� � � � ��� ���

������r�(��@�@8��+1�<
�+����IJ<>����/4�V<
��#W��*����U<
(���*�/4�Tr�����0�au����0�0�����o����V�������9HT#�(��������%/4����6u/4(������
"���*�(�/4��*�/4#���*�#�<
(�<
"�������(��

tij
<
��0

Vijkl
/
6������MLN<
"���$O��/4����<
�?a �DA ���
o9A������R����*�/4��0D8

�+1�<
�+����IJ<>����/4�;<
��#���*��5����<
*�*�/41��&����0;6u/4(wF+,C�����Z0��=<
:4/4��<
$��%IJ<>���%/4�C#�(�/D*���0�1�(���/
6������
LN<
"���$%��/4���=<>�)���)�����R/D*�*�1�#�<>����/4�D8��+1�"MFW��(5(���#�(��������&�.<>����/4� AX�w�����N0��=<
:4/4��<
$��%IJ<>���%/4�
/
6�a �DA ���
o ���;�����VP�/D*.Q���#�<
*��R<
"�/41��&���w��/'0�������(�"���������:

EG =< Ψ0|H|Ψ0 >
<
�S<

6u1���*�����/4��/
6������������5/
6�"���*�(�/4��*�/4#���*7#�<
(�<
"��9�.��(��
tij
<
��0

Vijkl
���S����*.�!<
(���0���#����D8

0����+�U/4�M������F�<
�����K������:4$�� #�<
(@����*�$��^��<J34�w6u1���*�����/4�����4�%�'<N6u1���*�����/4��<
$D"C<
������(�A
����<>�
���7�S�&,d�w��"C<J,\��(��J<>�

EG ≡ EG{wi(r)}
�@����$�$U<
�R<�6u1���*�����/4��<
$U/
6 {wi(r)}

A������
:4(�/41���0\�@�.<>���R/
6^<��@,D�@����" *�/4(�(�����#�/4��0��Z��/������R$�/�� ���@�Z������(�:
,!��/��w�R"C<J,�(��J<
*9�
�%�RF+,Er���0�����:)������"������%"M1�"g/
6

EG

F&,?/4#T����"��%I�����:)�%�V�S�%���q(�����#W��*9�G��/!������F�<
8
����� {wi(r)}

AX�������X��*��J�X�w�G*J<
�d#�(�/4#W/4���M�����G(�����/4(�"C<
$��%I���0�au����$%6=8p<
0>�@1��@����0�oS�w<�34�
���+1�<>����/4� �U�S����*.���.<
Q4����������6u/4(�" /
67[U1�$���(����+1�<>����/4�-6u/4(

EG{wi(r)}
�S�%���-�����

*�/4��0��%����/4��s��Z*�/4���@�Z<>��0
< wi|wj >= δij

� ����
���A�sN<
"���$%,4�

δEG

δw?
i (r)

−∇ · δEG

δ(∇w?
i (r))

−
∑

j≥i,σ
(λij − µ)wj(r) < a†iσajσ >= 0

a �DA � �&o
�S����(��

λij
<
��0)�����V*.����"���*J<
$�#�/
�����+���=<
$

µ
#�$�<�,������R(�/4$���/
6������M��<
:4(�<
��:4�V"M1�$%���O8

#�$�����(�����"�#W/4������:7�����N/4(@����/4:4/4��<
$��O�p,G*�/4���@��(�<
���&�w<
��0C����<>� #�(�������(@3D����:M�����N�+1�"MFW��(
/
6�#�<
(@����*�$������%�C�����N�@,D�@����" (�����#W��*����%34��$%,4AT_N�w��<
��0C���������56u/D/
����/
���
�+�%6 �����N/4(�F��%�.<
$��
<
(���/
(�����/4:
/4��<
$ 6u(�/4"������;FW��:4����������:\�������

λij ≡ 0
AK�Y6p�U<
0�0��%����/4��<
$%$O,4�B� �;� /4(�Q

�S�%���������S6u/4(�"C<
$��%��"��S�%���������SrTHT��0�#�<
(@����*�$����D1�"MF���(��+��������<
$���/V/4���5#�1T���
µ = 0

�
<
��0�[U��A5a �DA � �&oV(���0�1�*����'��/d�����;�@,D�@����" /
65������[U1�$���(G���+1�<>����/4���M6u/4(M������6u1���*98
����/4��� {wi(r)}

AX�������N��<J34�G���+1�<>����/4�d�%�Z�9HD��(���"���$%,!0�����*�1�$%�N��/���/4$%3&�R0���(���*���$%,4�X��/
�w�C�S��$�$^(�����/4(@�G����(��C��/\*.��/D/4������:!�������@�.<
(@������:\F�<
���������S����*.�q�S��$�$^FW��/4#T����"��%I���0
��1�F������+1����&��$%,4�+<
�U0�����*�1�������0����9HD�JA4���G����������"�#�$����@�K*J<
���
�4�
A :�A4���R�����SLN<
(@��(����98pP�/D*.Q
<
#�#�(�/�HT��"C<>���%/4� ���������7���+1�<>����/4��(���0�1�*����V��/;�����G� ��$�$O8�Q+��/��S�ELN<
(@��(����98pP�/+*9Q)��<J34�
���+1�<>����/4� A

4 �54 � �2�  �#">�2�by
�����M#�(�/+*���0�1�(��M0�����*�(���F���0d���������R#�(���3D��/41��7�D1�F�����*�����/
�\0�/D���N��/
�N���+��(�/+0�1�*��R<
�+,
<
#�#�(�/�HT��"C<>���%/4� <
�)$�/4��:�<
�������EF�<>���%� {wi(r)}

����*�/4"�#�$���������� �����E�+1�<
�&��1�"G8
"���*9��<
���%*J<
$Z���������
A5P�/4(�#�(�<
*�����*J<
$Z(��J<
��/4�������%�;���;��"�#W/
������F�$%�!��/q�w/4(�Q��S�%��� <
�
���Tr����%���RF�<
�����N�����J�W�S����*9�\���N���+��(�/+0�1�*���0dF&,!0���"C<
��0�����:��%���N*�/4"�#�$%��������������A ����<>�
���G�S�+,�� �!��<J34����/E���+��(�/+0�1�*��!<
#�#�(�/JHT��"C<>���%/4� AUsN<
"���$%,4���w�Ev �.z�j v in��jVj � �\~.�
z�i�z

� � "�# ��'1.0! &()�*�3 = !�= )�* =?.Q= ,DO�)�'�!1$2*�! GH"�# * G8#�G�)�'��%= * $:&()�*�&('�#(!�#�O�'�)�E�A # , GH= !�"
	���
�������
��������
� ��
�������� ��!#"�� ��46)�'�, ��A?$C!�= )�*J= *J!�"�#%) & &���O�$C!�= )�*%$ * ��, E�# '�'�# O�'�#�.�# *�!1$C!�= )�*QP	� "�# .�#�&()�*�3J&()�*�3 = !1= )�*'�#�&�#�&;!1. !�"�# *�)�*�)�'�!�"�)�*�)�'�, $2AHE�$�.�=?.D!1$���# *�!�) 3 #���*�#�!�"�# ��# A?3�)�O�# '1$C!�)�'1.('*) P +-,;P/. *�!�"�# A?$C!�$!�# ' & $�.�#N!�"�#0' $2*�!�=1,�&;)�,D, � !1$C!�= )�*�'�# A?$C!�= )�*�. 46)�' !�"�# &('�#�$C!�= )�*�$2*�3M$2*�*�= "�= A?$C!�= )�*M)�O�# '1$C!�)�'1.%$2'�#*�)�*�.0!1$2*�3�$2'1332 )�46587�.�# # $2A?.�)#9-#�&;!�= )�*(+�P :



� 
 � 
 ��� � � � ��� ��� ��$

Single–particle
Schrödinger eq.

∑
j
Hijwj(r) = εiwi(r)

Single–particle
(or trial) basis

{wi(r)}

Field operators Ψ̂(r), Ψ̂†(r)

Diagonalization
in the Fock space H = |Ψ0〉EG 〈Ψ0| + . . .

Ground–state energy EG = 〈Ψ0|H |Ψ0〉

↓

↓

↓

↓

Single–particle
basis optimization

�
�

�
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� �
→ {wren

i (r)}

Ψ̂ren(r), (Ψ̂ren)†(r)

Ψren

0 (r1, . . . , rN )

Renormalized N-particle

wave function

↓

↓
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6w(�����#W��*����%34��$%,������

r�(��@��<
��0������;����*�/4��0��+1�*�$���� 6u(�/4"������;/4(���:4��� A�` ��*J<
1����;� ����<J34�;��� /�/4(�F��%�.<
$����
������(��V<
(��7���w/�Q+�%��0��5/
6�"���*�(�/4��*�/4#���*Z������:4$��7#�<
(@����*�$��Z#�<
(�<
"�������(��S0���r�����0!F&,)[U��A
a �DA ���4o9A&�����NF�<
�����^6u1���*�����/4��� <
(��5*����&����(���0;/4����� /R0��%�X��(����+�w<>��/4"���A+` /
���C*����&����(��
<
(������+1��%3><
$����&�J��������*���������(��V����/4��$%,;/4���

α
A�����<>�5���w�S�+,��%�����S����/41�:4����/'*J<
$�*�1D8

$=<>���N�p� /�������:4$��Z��$���*���(�/4�)#�<
(�<
"�������(��������@���J<
0�/
6�6u/41�(�A
�����)<>��/4"���*�������(�:
,

ε′ ≡ t′11 = t′22
(���#�(��������+���'������������(�:>,-/
6Z<
�-��$���*���(�/4�



��
 ������� ����� � 
 	 ��� � � � � � � � ��� � � 	
� � � � � � � ��� � ��� � ��� 	

$�/D*J<>����0d/4��<�*����&����(�A �Y��0��%�X��(��N6u(�/4" ����<>�7*J<
$�*�1�$=<
�.��0\6u/4(7<>�E<>��/4" F&,!�����M*�/4�D8
��(���F�1T����/4�;/
6B����������*�/4��0!�+1�*�$���1��

ε′ = (α− 2Z)α +
∫

d3rφ1(r;α)
? −2Z
|r−R/2|φ1(r;α)

︸ ︷︷ ︸

2nd nucleus contribution

.
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∫ ∞
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(
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(
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∫
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∫ ∞
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∫
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,
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����/4:4/4��<
$���IJ<>���%/4� A������w$���6k�K<
HT�������B6u/4(B����� ���+��(�<4<>��/4"'�%* <
��0M���&����(�<>��/4"���* � /41�$�/4"MF
���+����(�<
*�����/4���

U
<
��0

K
A������'(���:4�&�V<
HT���7���Z6u/4(Z�����'*�/4(�(���$=<>����0���/4#�#�����:)<
��0E�9H+8

*9��<
��:4�����&����(�<
*�����/4���
V
<>��0

J
A

|5 >= 1√
2

(

a†1↑a
†
1↓ + a†2↑a

†
2↓

)

|0 >,

|6 >= 1√
2

(

a†1↑a
†
1↓ − a†2↑a

†
2↓

)

|0 > .
a� �A ��!&o

�����RLN<
"���$O��/4����<
��an�DA �-$4o *J<
�)FW�����;��������*J<
���7�S(��%�������!<>�

H = ε(n1↑ + n1↓ + n2↑ + n2↓) + t
∑

σ

(

a†1σa2σ + a†2σa1σ

)

+ U
2∑

i=1

ni↑ni↓

−2JS1 · S2 + (K +
1

2
J)(n1↑ + n1↓)(n2↑ + n2↓) + J

(

a†1↑a
†
1↓a2↓a2↑

)

+V
∑

σ

(n1σ + n2σ)
(

a†1σa2σ + a†2σa1σ

)

.
a� �A ���&o
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H2 � H

−
2

�"!
��<
Q+����:7�����S�9HT#���*��.<>����/4�'3
<
$�1���/
6W�������^LN<
"���$%��/
����<
�M� �S:4���^6u/4(K��������(���#�$����U�@�.<>�����
a� �A ��
&o9�T������/4��$%,���/4��I���(�/'3><
$�1����

< I|H|I >= 2ε+K − J ∀I ∈ {1, 2, 3}. a� �A � �
o
������������:4$����S�@�.<>�����Ra� �A ��!&o�6u/4(�" <G��1�F�"C<>��(��OH

HS =





2ε+K + J 2t+ 2V 0
2t+ 2V 2ε+ U + J 0

0 0 2ε+ U − J




a� �A ���4o

����������:4���&3
<
$�1����S*J<
�)F����J<
����$%,�/4FT�.<
������0)<
��<
$%,+����*J<
$%$%,����;�����76u/4(�" � ��
�


ET = 2ε+K − J

ES1 = 2ε+ U − J

ES2 = 2ε+
U +K

2
+ J +

1

2

√

(K − U)2 + 16(t+ V )2

EGS ≡ ES3 = 2ε+
U +K

2
+ J − 1

2

√

(K − U)2 + 16(t+ V )2,
a� �A �4�&o

�S����(��
ET

���V����������(�����6u/4$�0�0���:4������(�<>������(���#�$����M�@�.<>����<
��0
ESx

<
(��C�����;������:4$����
�@�.<>������A

ES3
��<
�S<
$%�w<J,D�w������$�/�� ���@�S������(�:
,4�����+1��S�%����� �����7:4(�/41���0��@�.<>���

EGS
6u/4(

<
�&,;���&����(�<>��/4"���*N0����@�.<
��*��
R
A

��/D/4Q+����:�<>�'�����)<
F���/4$�1T����3
<
$�1��;/4����������������<>��<
$�$ ������#�<
(�<
"�������(��'<
(���(��98
�+1���(���0 A ` 1T�Z�.<
Q+����:C�����G(���$=<>���%34�V3><
$�1����7/
6U�����M/4FT�.<
������0d������(�:4�������X�%�N��1�(����7/41T�
����<>�������Z<>��/4"���*S������(�:
,���<
�������N��<
"��N*�/4�&��(���F�1T����/4�'��/M<
$�$��@�.<>�����

2ε
<
��0�*J<
�CFW�

(���:&<
(�0���0E<
�7�����G(���6u��(�����*���������(�:
,4AB�D��"���$�<
(@$%,
�X/4��$%,!�����G0��%�X��(�����*��'FW����� �����E�����
���&��(�<4<>��/4"��%*S<
��0C���+����(�<>��/4"��%*5� /41�$�/4"MF����+����(�<
*�����/4�

U −K ������"�#W/4(@�.<
�&�J�4������*��
�����V(���6u��(�����*��M$���34��$B*J<
�!FW�R�����N��/C����*�$�1�0���/4���R/
6����������R3><
$�1������W�nA �
A������V(���$=<>���%3&�
������(�:
,�0��%�X��(�����*��7F����p� �����!<
�&,C��� /G�@�.<>����������<R6u1���*�����/4�;/>6

U −K �T��/
���J<
*.��/
6������" ����#�<
(�<>����$%,4A
�����V*�/4(�(�����#�/4��0�����:�������:4$�����:4(�/41���0)�@�.<>�������;�����VP�/D*.Q���#�<
*��V��<
�������76u/4(�"

|GS >= 1
√

2D(D − U +K)
×

×
{

4(t+ V )
1√
2
(a†1↑a

†
2↓ − a†1↓a

†
2↑)− (D − U +K)

1√
2
(a†1↑a

†
2↓ + a†1↓a

†
2↑)

}

|0 >,
a� �A �� +o

�S����(��
D ≡

[
(U −K)2 + 16(t+ V )2

]1/2
.

�����G$�/
� ���@����#����D8�������:4$��9�Z����:4�����@�.<>���G��<
��<
�E<
0�"��OHD��1�(��R/
6^�����'�@,D"�"'����(��%*M��/4����*
�@�.<>��� 1√

2
(a†1↑a

†
2↓ + a†1↓a

†
2↑)
A ������(���6u/4(��
� ��/������d�����\0��%�X��(�����*��\�S�%��� ���%������(C�����



$�� ������� ����� � 
 	 ��� � � � � � � � ��� � � 	
� � � � � � � ��� � ��� � ��� 	

LN<
(@��(����98pP�/D*.QN/4(�L5���%��$���(p8(��/4��0�/4�7<
#�#�(�/&<
*9�Z��/
H2
��� �U*�/4���@��(�1�*9�������K�p� />8�#�<
(@����*�$��

��<J34�56u1���*�����/4��6u/4(^�����N:4(�/41���0C�@�.<>���Z<
*�*�/4(�0�����:V��/V�����N#�(�����*�(���#T����/4�C#�(�/�3D��0���0CF+,
[U��A�a �DA ���4o9�T�S���%*9�)�����������S*�<
�����.<
Q
���S�����76u/4(�"

Φ0(r1, r2) ≡
1√
2
< 0|Ψ̂(r1)Ψ̂(r2)|G > .

a� �A ���4o
��<
Q+����:

Ψ̂(r) =
∑↓

σ=↑w1(r)χσ(r)a
†
1σ + w2(r)χσ(r)a

†
2σ

�T�w��/4FT�.<
��������<>�

Φ0(r1, r2) =
2(t+ V )

√

2D(D − U +K)
Φc(r1, r2)−

1

2

√

D − U +K

2D
Φi(r1, r2),

a� �A ���&o
�S����(��M�����G"M1�$%���%#�<
(@���%*�$����w<�34�M6u1���*�����/4�\��<
�ZFW����������#�<
(�<>����0����&��/C���w/�#�<
(@�.�Z/
6
0��%�X��(����+�S��<>��1�(��
A�������*�/
3><
$����&�5#�<
(@�S���

Φc(r1, r2) = [w1(r1)w2(r2) + w1(r2)w2(r1)] [χ↑(r1)χ↓(r2)− χ↓(r1)χ↑(r2)] ,a� �A �-$4o
�S����(��J<
�S��������/4����*Z#�<
(@�S�.<
Q
���������76u/4(�"

Φi(r1, r2) = [w1(r1)w1(r2) + w2(r1)w2(r2)] [χ↑(r1)χ↓(r2)− χ↓(r1)χ↑(r2)] .a� �A �"
&o
�����;(�<>����/)/
6�������*�/D� ��*������+���MFW��6u/4(��

Φi(r1, r2)
<
��0

Φc(r1, r2)
*J<>��FW��0���r�����0

<
�'����� ���
h�|��@~9m-�
|q�.m 2>�
{���hX��|
γmb

A^�������'3><
$�1��)����/41�$�0�FW�)0����@������:41���������0-6u(�/4"
����� z�ikhDx
{�������� v jlin��{����.m 2>�
{���hX��| − γ

β

<
#�#W�J<
(�����:q���t�����d0���r����%����/4� a� �A �"$4o�/
6������
/4(@����/4:4/4��<
$��%I���0-<>��/4"���*�/4(�F��%�.<
$

wi(r)
AK�����;�p� /��+1�<
�&���%�������'<
(��;0�(�<J�S�����-P���:�A

 �A 
TAW�����R"C<
�&,&8�FW/D0T,�*�/�3
<
$�����*�,
γmb

(���#�(��������&����<'��(�1��R0���:4(����M/
6U"M1�$%���%#�<
(@���%*�$��
*�/4�Tr�:41�(�<>����/4��<
$ "��OHT����:�A

P�/4(������
H−
2

"�/4$���*�1�$=<>(7��/4���w�C��<J34�C/4��$%,
4
"M1�$%����#�<
(@���%*�$%�'�@�.<>�����V���E�����

P�/D*.Q���#�<
*��

|1 >= a†1↑a
†
1↓a

†
2↑|0 >,

|2 >= a†1↑a
†
1↓a

†
2↓|0 >,

|3 >= a†1↑a
†
2↑a

†
2↓|0 >,

|4 >= a†1↓a
†
2↑a

†
2↓|0 > .

a� �A �"!&o
_N$�$����������Z�@�.<>�����w*J<
��FW�5��(�<
���@6u/4(�"���0����&��/R�J<
*.�;/
������( F+,'�����Z�@,D"�"�����(�������/
6��9H+8
*9��<
��:4����:V�����Z/4(�F��%�.<
$��

1↔ 2
/4(������Z��#������ ↑↔↓ AD�����7LN<
"���$O��/4����<
��6u/4(�"M1�$=<>���%/4����w��0����&����*J<
$W$���Q
�N6u/4(������

H2

"�/4$���*�1�$��Ma� �A ���&o9AT������LN<
"���$O��/4����<
�C"C<>��(��OH�*�/4�������@���
/
6^��� /;��0����&����*J<
$BF�$�/D*.Q+�Z*�/4������*�������:������M�@�.<>����� |1 > �S�%��� |3 > � <
��0 |2 > �S�%���
|4 > � �nA �
A

HH−2
=

(
3ε+ U + 2K + J t− 2V

t− 2V 3ε+ U + 2K + J

)

.
a� �A  ��&o



�
�

�
�
	��

��
�

	
�
���

H
2 �
H
−2

$��

�� ���� ��
�

	
�


�� 
� � ��� � � � �� � �� � �� � � � � �� � 
 �� 
� �� � � � � �� �� � � � � � �� �� 
� H2

� 
��� � � ��� �
� �� � � � � � 
� � � � � � � � � �� � � � � ��

 � �� � �� � !� � � � �� � � �� �� � � � � � � � � �� � ��" � � � � � �� � � � �� � � � �� � � � 
 � � � �� � �� � !� � � � ��

R/a EG/N εa t U K V

# � �� $
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� �� � �� � � � � �	 � �
 �� � �� � �� �
 � �� H−
2 � � � �� �� � �� �� � � �� � � � �
 � �� � � � 	 � �� � 
 � � � � � � �� �	 �� �� 
 V � J � � � � 4(t+V )2

U−K

�� � �� � � � �� � �

R/a EG/N εa t U K V � � � � J � � � �

4(t+V )2

U−K [Ry]

� � �  � �� !" �  � � # # �$  � � !% # " � � �� �� � �$ � # �  � � � � � ! � � � � # � � � ! 
 
 �

� � !  � �$ # !"  � � # #� $  � �� 
 % ! � � � 
 $ " � � # " % �  � � � � % ! � � � � # � � �$ $ % 



 � �  � �% % � �  � � # 
 !"  � � � � % � � � � " $ " � � #� $ �  � � � �$ % � � � � ! � � �% % $ �


 � !  � �" 
 #�  � � !$ �$  � �
 
 
 � � � � # " 
 � � !" # �  � � � �$ " � � � � � � � �� � $ #

� � �  � �" � 
 �  � � ! 
 ��  � � � # � � � � �� # # � � !� $ #  � � � � % # � � � � � � � �
 
 % #

� � !  � �" � # �  � �� $ ��  � � � � !� � � � � � ! � � ! � 
 !  � � � � " � � � � � " � � � � �$ "

� � �  � �" � ! �  � �� 
 ! 
  � � � % 
 # � � � �" # � �� # � %  � � � � " " � � � �$ � � � � # � 


� � !  � �" � 
 #  � � � % � %  � � � !% ! � � � � 
 # � �� 
 
 #  � � � � � � � � � � ! 
 � � � � �"

! � �  � �" � � 
  � � �� " �  � � �� � � � � � � % � � � � % % �  � � � � " " � � � � �$ � � � � #$

! � !  � �" � % �  � � � �$ #  � � � 
 % � � � � � ! � � � � !$ �  � � � � " � � � � � 
 ! � � � � % %

# � �  � �" �$ �  � �
 " � �  � � � �" � � � � � � 
 � � � � � �  � � � � % ! � � � � �$ � � � �� #

# � !  � �" � # !  � �
 # 
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=
∞∑
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l (µ) = (−1)m(1− µ2)m/2

dm
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δlk
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σ

Ylm(r)Y
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l′m′(r)dr = δll′δmm′ ,
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∞∑
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cos^(r, r′) = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(φ− φ′).
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∑
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(α)s = α(α + 1) · · · (α+ s− 1) = Γ(α+ s)

Γ(α)
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*�����/4�Z���+����:4(�<
$��XFW����� �����V��� /S��$���*���(�/4����$�/D*J<>����07/4�V<>��/4"'��*��+,D0�(�/4:4������*98
$���Q4�S/4(�F��%�.<
$���*����&����(���0�<>� �����N�.<>"��N/4(���:4����*J<
��FW�N��3
<
$�1�<>����0;<
��<
$%,+����*J<
$%$%,
�D<
� 0��98
��*�(���FW��0C���C�D��*�����/4�C�TA �DA �DA4�����5/4(�F��%�.<
$��K�D1�"MFW��(���0

1 . . . 5
<
(��S(�����#W��*����%34��$%, �J��� �>����># �T� �>#��4�D<
��0 �>#D8 �4A+[^<
*.��/4(�F��%�.<
$���<
� �%����/��S�����&34��(����N����I��N#�<
(�<
"�������(

α1 . . . α5
A

�����\���&����(�<
*�����/4������0���r�����0 F+,2[U�+��A7al�TA ���&oG<
��0 al�TA ���
o9A�s5/
��<
$�$S��/4��I���(�/q��$��98
"����+���7<
(��R����0���#W����0����&�J� ��/
"��M#W��(�"M1T�.<>����/4���N/
6

ijkl
����0���*����N$��J<
0!��/������M��<
"��

#�<
(�<
"�������(���A�_N$�$ ��/4�����+1��%3><
$����&�5��/4��I���(�/
Vijkl

��$���"����&���5<
(���$����@����0;FW��$�/�� �

V1111 =
5α1
4
,

V1112 =
16α1 (α1 α2)

3
2 (33α1

4 − 7α13 α2 − 43α12 α22 − 21α1 α23 − 2α24)
(α1 + α2)

3 (3α1 + α2)
4 ,

V1212 =
α1 α2 (α1

4 + 5α1
3 α2 + 6α1

2 α2
2 + 10α1 α2

3 + 2α2
4)

(α1 + α2)
5 ,

V1313 = α3
5

(

α3
−4 − 3α1 + α3

(α1 + α3)
5

)

,

V1515 = 16 (α4 α5)
5
2

(

(α4 + α5)
−4 − 6α1 + α4 + α5

(2α1 + α4 + α5)
5

)

,

V1122 =
8α1

3 α2
3 (5α1

2 − 15α1 α2 + 13α22)
(α1 + α2)

7 ,

V1222 =
8α2 (α1 α2)

3
2

(α1 + α2)
3 (α1 + 3α2)

6 ×

��� �



�����

×
(
α1

6 + 15α1
5 α2 + 68α1

4 α2
2 + 170α1

3 α2
3 − 51α12 α24 − 729α1 α25 − 690α26

)
,

V1323 =
8 (α1 α2)

3
2 α3

(α1 + α2 + 2α3)
6 ×

(

(α1 − 2α2)
(

(α1 + α2)
2 + 12 (α1 + α2) α3 + 60α3

2 +
160α3

3

α1 + α2

)

+

+ (α1 − α2)

(
192α3

4

(α1 + α2)
2 +

64α3
5

(α1 + α2)
3

))

,

V1525 =
128α4 α5

√
α13 α23 α43 α53

(α1 + α2)
4 ×

×
(

α1 − 2α2
(α4 + α5)

4 +
10α2 (α1 + α2)

2

(α1 + α2 + α4 + α5)
6 −

2 (α1 − 3α2) (α1 + α2)

(α1 + α2 + α4 + α5)
5

− α1 − 2α2
(α1 + α2 + α4 + α5)

4

)

,

V1133 =
56α1

3 α3
5

3 (α1 + α3)
7 ,

V1233 =
−256 (α1 α2)

3
2 α3

5

3 (α1 + α3)
2 (α2 + α3)

3 (α1 + α2 + 2α3)
6 ×

×
(
4α2

4 + α1
3 (α2 − α3) + 35α2

3 α3 + 57α2
2 α3

2 + 14α2 α3
3 − 14α34 +

+ 3α1
2 (α2 − α3) (2α2 + 3α3) + 3α1

(
8α2

3 + 18α2
2 α3 + 5α2 α3

2 − 7α33
))
,

V1145 =
256α1

3 (α4 α5)
5
2 (7α1

2 + α4
2 + 5α4 α5 + α5

2 + 7α1 (α4 + α5))

3 (α1 + α4)
2 (α1 + α5)

2 (2α1 + α4 + α5)
5 ,

V1245 =
256α4 α5

√
α13 α23 α43 α53

3 (α1 + α4)
2 (α2 + α5)

3 (α1 + α2 + α4 + α5)
6 ×

×
(
−
(
α1

3 α2
)
− 6α12 α22 − 24α1 α23 − 4α24 − 3α12 α2 α4 − 12α1 α22 α4 − 24α23 α4 −

−3α1 α2 α42 − 6α22 α42 − α2 α4
3 + α1

3 α5 − 42α1 α22 α5 − 11α23 α5 +
+3α1

2 α4 α5 − 42α22 α4 α5 + 3α1 α42 α5 + α4
3 α5 + 6α1

2 α5
2 − 12α1 α2 α52 −

−9α22 α52 + 12α1 α4 α52 − 12α2 α4 α52 + 6α42 α52 + 6α1 α53
−α2 α53 + 6α4 α53 + α5

4
)
,

V1254 =
256α4 α5

√
α13 α23 α43 α53

3 (α1 + α4)
2 (α2 + α5)

3 (α1 + α2 + α4 + α5)
6 ×

×
(
−
(
α1

3 α2
)
− 6α12 α22 − 24α1 α23 − 4α24 + α1

3 α4 − 42α1 α22 α4 − 11α23 α4+
+6α1

2 α4
2 − 12α1 α2 α42 − 9α22 α42 + 6α1 α43 − α2 α4

3 + α4
4 − 3α12 α2 α5 −

−12α1 α22 α5 − 24α23 α5 + 3α12 α4 α5 − 42α22 α4 α5 + 12α1 α42 α5 − 12α2 α42 α5 +
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+ 6α4
3 α5 − 3α1 α2 α52 − 6α22 α52 + 3α1 α4 α52 + 6α42 α52 − α2 α5

3 + α4 α5
3
)
,

V2222 =
77α2
128

,

V2323 =
α2 α3 (α2

6 + 7α2
5 α3 + 21α2

4 α3
2 + 35α2

3 α3
3 + 11α2

2 α3
4 + 7α2 α3

5 + α3
6)

(α2 + α3)
7 ,

V2525 = 16 (α4 α5)
5
2 ×

×
(

(α4 + α5)
−4 − (8α2 + α4 + α5)

(
24α2

2 + 4α2 (α4 + α5) + (α4 + α5)
2)

(2α2 + α4 + α5)
7

)

,

V2233 =
4α2

3 α3
5 (101α2

2 − 70α2 α3 + 14α32)
3 (α2 + α3)

9 ,

V2245 =
256α2

3 (α4 α5)
5
2

3 (α2 + α4)
3 (α2 + α5)

3 (2α2 + α4 + α5)
7 ×

×
(
202α2

6 + 334α2
5 α4 + 133α2

4 α4
2 − 13α23 α43 − 7α22 α44 − α2 α4

5 + 334α2
5 α5+

+414α2
4 α4 α5 + 53α2

3 α4
2 α5 − 58α22 α43 α5 + α4

5 α5 + 133α2
4 α5

2 + 53α2
3 α4 α5

2 −
−60α22 α42 α52 − 13α2 α43 α52 + 7α44 α52 − 13α23 α53 − 58α22 α4 α53 −
+13α2 α4

2 α5
3 + 12α4

3 α5
3 − 7α22 α54 + 7α42 α54 − α2 α5

5 + α4 α5
5
)
,

V3333 =
501α3
640

,

V3535 =
16 (α4 α5)

5
2

(2α3 + α4 + α5)
7 ×

×
(
824α3

3

5
+

128α3
7

(α4 + α5)
4 +

448α3
6

(α4 + α5)
3 +

3296α3
5

5 (α4 + α5)
2+

+
2576α3

4

5 (α4 + α5)
+ 28α3

2 (α4 + α5) + 2α3 (α4 + α5)
2

)

,

V3345 =
1536α3

5 (α4 α5)
5
2 (9α3

2 + α4
2 + 7α4 α5 + α5

2 + 9α3 (α4 + α5))

5 (α3 + α4)
2 (α3 + α5)

2 (2α3 + α4 + α5)
7 ,

V5445 =
6α4

3 α5
3 (α4

2 + 7α4 α5 + α5
2)

5 (α4 + α5)
7 ,

V5555 =
1896α4

5 α5
5

5 (α4 + α5)
9 .
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(��
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�5�����

�q<
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E1 = −5.79404,
|1 >= −0.82274 ã†1s↓ ã†1s↑ − 0.404512 ã†1s↑ ã†2s↓ + 0.309636 ã†1s↓ ã†2s↑
−0.021729 ã†2s↓ ã†2s↑ + 0.0357708 ã†2p0↓ ã†2p0↑ − 0.0357641 ã†2p1↑ ã†2p−1↓
+0.0357641 ã†2p1↓ ã

†
2p−1↑|0 >,

E2 = −2.36898,
|2 >= −0.727924 ã†1s↑ ã†2s↓ − 0.727924 ã†1s↓ ã†2s↑ − 1.53385 10−6 ã†2p1↑ ã†2p−1↓
−1.53385 10−6 ã†2p1↓ ã†2p−1↑|0 >,
E3 = −2.36898,
|3 >= 1.02944 ã†1s↑ ã†2s↑ + 2.16919 10−6 ã†2p1↑ ã†2p−1↑|0 >,
E4 = −2.36898,
|4 >= −1.02944 ã†1s↓ ã†2s↓ + 8.76031 10−18 ã†1s↑ ã†2p−1↓ + 1.21637 10−18 ã†2s↑ ã†2p−1↓
−2.16919 10−6 ã†2p1↓ ã†2p−1↓ + 8.76031 10−18 ã†1s↓ ã†2p−1↑
+1.21637 10−18 ã†2s↓ ã

†
2p−1↑|0 >,

E5 = −1.37035,
|5 >= 0.567495 ã†1s↓ ã†1s↑ − 0.381789 ã†1s↑ ã†2s↓ + 0.53849 ã†1s↓ ã†2s↑
−0.433411 ã†2s↓ ã†2s↑ − 0.00910772 ã†2p0↓ ã†2p0↑ + 0.00912602 ã†2p1↑ ã†2p−1↓
−0.00912602 ã†2p1↓ ã†2p−1↑|0 >,
E6 = −1.26427,

�����
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|6 >= −0.895812 ã†1s↓ ã†2p0↓ + 0.262975 ã†2s↓ ã†2p0↓ − 1.47163 10−17 ã†1s↑ ã†2p−1↓
−2.04336 10−18 ã†2s↑ ã†2p−1↓ + 1.47163 10−17 ã†1s↓ ã†2p−1↑
+2.04336 10−18 ã†2s↓ ã

†
2p−1↑|0 >,

E7 = −1.26427,
|7 >= −0.633435 ã†1s↑ ã†2p0↓ + 0.185951 ã†2s↑ ã†2p0↓ − 0.633435 ã†1s↓ ã†2p0↑
+0.185951 ã†2s↓ ã

†
2p0↑|0 >,

E8 = −1.26427,
|8 >= −0.895812 ã†1s↑ ã†2p0↑ + 0.262975 ã†2s↑ ã†2p0↑|0 >,
E9 = −1.26273,
|9 >= 1.14407 10−17 ã†1s↓ ã†2s↓ − 7.06025 10−17 ã†1s↓ ã†2p−1↓ − 0.633428 ã†1s↑ ã†2p−1↓
−9.80316 10−18 ã†2s↓ ã†2p−1↓ + 0.185964 ã†2s↑ ã†2p−1↓ − 0.633428 ã†1s↓ ã†2p−1↑
+0.185964 ã†2s↓ ã

†
2p−1↑|0 >,

E10 = −1.26273,
|10 >= 4.97198 10−33 ã†1s↓ ã†2s↓ − 0.895803 ã†1s↓ ã†2p−1↓ − 4.99235 10−17 ã†1s↑ ã†2p−1↓
+0.262993 ã†2s↓ ã

†
2p−1↓ − 6.93188 10−18 ã†2s↑ ã†2p−1↓ − 4.99235 10−17 ã†1s↓ ã†2p−1↑

−7.06025 10−17 ã†1s↑ ã†2p−1↑ − 6.93188 10−18 ã†2s↓ ã†2p−1↑ − 9.80316 10−18 ã†2s↑ ã†2p−1↑|0 >,
E11 = −1.26273,
|11 >= 1.21485 10−49 ã†1s↓ ã†2s↓ − 1.40484 10−16 ã†1s↓ ã†2p−1↓ − 1.05189 10−33 ã†1s↑ ã†2p−1↓
−1.95061 10−17 ã†2s↓ ã†2p−1↓ − 1.46054 10−34 ã†2s↑ ã†2p−1↓ − 1.05189 10−33 ã†1s↓ ã†2p−1↑
+0.895803 ã†1s↑ ã

†
2p−1↑ − 1.46054 10−34 ã†2s↓ ã†2p−1↑ − 0.262993 ã†2s↑ ã†2p−1↑|0 >,

E12 = −1.26214,
|12 >= −0.633427 ã†1s↑ ã†2p1↓ + 0.185967 ã†2s↑ ã†2p1↓ − 0.633427 ã†1s↓ ã†2p1↑
+0.185967 ã†2s↓ ã

†
2p1↑|0 >,

E13 = −1.26214,
|13 >= −0.895801 ã†1s↑ ã†2p1↑ + 0.262996 ã†2s↑ ã†2p1↑|0 >,
E14 = −1.26214,
|14 >= −0.895801 ã†1s↓ ã†2p1↓ + 0.262996 ã†2s↓ ã†2p1↓|0 >,
E15 = −0.516353,
|15 >= −0.628776 ã†1s↑ ã†2p0↓ + 0.194735 ã†2s↑ ã†2p0↓ + 0.628776 ã†1s↓ ã†2p0↑
−0.194735 ã†2s↓ ã†2p0↑|0 >,
E16 = −0.514665,
|16 >= −6.91877 10−18 ã†1s↓ ã†2p0↓ − 4.98291 10−17 ã†2s↓ ã†2p0↓ + 0.628746 ã†1s↑ ã†2p−1↓
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−0.194789 ã†2s↑ ã†2p−1↓ − 0.628746 ã†1s↓ ã†2p−1↑ + 0.194789 ã†2s↓ ã†2p−1↑|0 >,
E17 = −0.514078,
|17 >= −0.628748 ã†1s↑ ã†2p1↓ + 0.194787 ã†2s↑ ã†2p1↓ + 0.628748 ã†1s↓ ã†2p1↑
−0.194787 ã†2s↓ ã†2p1↑|0 >,
E18 = 2.15918,

|18 >= −0.23304 ã†1s↓ ã†1s↑ + 0.490265 ã†1s↑ ã†2s↓ − 0.404797 ã†1s↓ ã†2s↑
−0.952009 ã†2s↓ ã†2s↑ + 0.0499905 ã†2p0↓ ã†2p0↑ − 0.0499032 ã†2p1↑ ã†2p−1↓
+0.0499032 ã†2p1↓ ã

†
2p−1↑|0 >,

E19 = 2.85271,

|19 >= 0.526972 ã†1s↓ ã†2p0↓ + 1.0055 ã†2s↓ ã†2p0↓ − 3.54205 10−17 ã†1s↑ ã†2p−1↓
−4.91813 10−18 ã†2s↑ ã†2p−1↓ + 3.54205 10−17 ã†1s↓ ã†2p−1↑
+4.91813 10−18 ã†2s↓ ã

†
2p−1↑|0 >,

E20 = 2.85271,

|20 >= 0.526972 ã†1s↑ ã†2p0↑ + 1.0055 ã†2s↑ ã†2p0↑|0 >,
E21 = 2.85271,

|21 >= 0.372625 ã†1s↑ ã†2p0↓ + 0.710993 ã†2s↑ ã†2p0↓ + 0.372625 ã†1s↓ ã†2p0↑
+0.710993 ã†2s↓ ã

†
2p0↑|0 >,

E22 = 2.85425,

|22 >= 5.04768 10−50 ã†1s↓ ã†2s↓ − 5.83709 10−17 ã†1s↓ ã†2p−1↓ − 4.37058 10−34 ã†1s↑ ã†2p−1↓
−8.10479 10−18 ã†2s↓ ã†2p−1↓ − 6.06855 10−35 ã†2s↑ ã†2p−1↓ − 4.37058 10−34 ã†1s↓ ã†2p−1↑
+0.526991 ã†1s↑ ã

†
2p−1↑ − 6.06855 10−35 ã†2s↓ ã†2p−1↑ + 1.00549 ã†2s↑ ã†2p−1↑|0 >,

E23 = 2.85425,

|23 >= −2.06586 10−33 ã†1s↓ ã†2s↓ + 0.526991 ã†1s↓ ã†2p−1↓ + 2.07432 10−17 ã†1s↑ ã†2p−1↓
+1.00549 ã†2s↓ ã

†
2p−1↓ + 2.88019 10

−18 ã†2s↑ ã
†
2p−1↓ + 2.07432 10

−17 ã†1s↓ ã
†
2p−1↑

+2.93353 10−17 ã†1s↑ ã
†
2p−1↑ + 2.88019 10

−18 ã†2s↓ ã
†
2p−1↑ + 4.07321 10

−18 ã†2s↑ ã
†
2p−1↑|0 >,

E24 = 2.85425,

|24 >= −4.75361 10−18 ã†1s↓ ã†2s↓ + 2.93353 10−17 ã†1s↓ ã†2p−1↓ + 0.372639 ã†1s↑ ã†2p−1↓
+4.07321 10−18 ã†2s↓ ã

†
2p−1↓ + 0.710989 ã

†
2s↑ ã

†
2p−1↓ + 0.372639 ã

†
1s↓ ã

†
2p−1↑

+0.710989 ã†2s↓ ã
†
2p−1↑|0 >,

E25 = 2.85483,

|25 >= 0.526988 ã†1s↓ ã†2p1↓ + 1.00549 ã†2s↓ ã†2p1↓|0 >,
E26 = 2.85483,
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|26 >= 0.526988 ã†1s↑ ã†2p1↑ + 1.00549 ã†2s↑ ã†2p1↑|0 >,
E27 = 2.85483,

|27 >= 0.372637 ã†1s↑ ã†2p1↓ + 0.71099 ã†2s↑ ã†2p1↓ + 0.372637 ã†1s↓ ã†2p1↑
+0.71099 ã†2s↓ ã

†
2p1↑|0 >,

E28 = 3.02981,

|28 >= 0.380435 ã†1s↑ ã†2p0↓ + 0.708638 ã†2s↑ ã†2p0↓ − 0.380435 ã†1s↓ ã†2p0↑
−0.708638 ã†2s↓ ã†2p0↑|0 >,
E29 = 3.03136,

|29 >= −2.9761 10−18 ã†1s↓ ã†2p0↓ − 2.14339 10−17 ã†2s↓ ã†2p0↓ + 0.380481 ã†1s↑ ã†2p−1↓
+0.708624 ã†2s↑ ã

†
2p−1↓ − 0.380481 ã†1s↓ ã†2p−1↑

−0.708624 ã†2s↓ ã†2p−1↑|0 >,
E30 = 3.03195,

|30 >= 0.380483 ã†1s↑ ã†2p1↓ + 0.708623 ã†2s↑ ã†2p1↓ − 0.380483 ã†1s↓ ã†2p1↑
−0.708623 ã†2s↓ ã†2p1↑|0 >,
E31 = 3.86792,

|31 >= 1. ã†2p0↓ ã†2p−1↓|0 >,
E32 = 3.86792,

|32 >= 1. ã†2p0↑ ã†2p−1↑|0 >,
E33 = 3.86792,

|33 >= 0.707107 ã†2p0↑ ã†2p−1↓ + 0.707107 ã†2p0↓ ã†2p−1↑|0 >,
E34 = 3.86851,

|34 >= 1. ã†2p0↓ ã†2p1↓|0 >,
E35 = 3.86851,

|35 >= 1. ã†2p0↑ ã†2p1↑|0 >,
E36 = 3.86851,

|36 >= 0.707107 ã†2p0↑ ã†2p1↓ + 0.707107 ã†2p0↓ ã†2p1↑|0 >,
E37 = 3.87003,

|37 >= 2.23305 10−6 ã†1s↓ ã†2s↓ − 1.90028 10−23 ã†1s↑ ã†2p−1↓ − 2.63853 10−24 ã†2s↑ ã†2p−1↓
+1. ã†2p1↓ ã

†
2p−1↓ − 1.90028 10−23 ã†1s↓ ã†2p−1↑

−2.63853 10−24 ã†2s↓ ã†2p−1↑|0 >,
E38 = 3.87003,

|38 >= 2.23305 10−6 ã†1s↑ ã†2s↑ + 1. ã†2p1↑ ã†2p−1↑|0 >,
E39 = 3.87003,



����$

|39 >= 1.579 10−6 ã†1s↑ ã†2s↓ + 1.579 10−6 ã†1s↓ ã†2s↑ + 0.707107 ã†2p1↑ ã†2p−1↓
+0.707107 ã†2p1↓ ã

†
2p−1↑|0 >,

E40 = 4.07503,

|40 >= 0.000393282 ã†1s↓ ã†1s↑ − 0.000138099 ã†1s↑ ã†2s↓ + 0.000134757 ã†1s↓ ã†2s↑
+0.000439612 ã†2s↓ ã

†
2s↑ + 0.819196 ã

†
2p0↓ ã

†
2p0↑ + 0.405535 ã

†
2p1↑ ã

†
2p−1↓

−0.405535 ã†2p1↓ ã†2p−1↑|0 >,
E41 = 4.07536,

|41 >= 0.707107 ã†2p0↑ ã†2p−1↓ − 0.707107 ã†2p0↓ ã†2p−1↑|0 >,
E42 = 4.07595,

|42 >= 0.707107 ã†2p0↑ ã†2p1↓ − 0.707107 ã†2p0↓ ã†2p1↑|0 >,
E43 = 4.07691,

|43 >= −1. ã†2p−1↓ ã†2p−1↑|0 >,
E44 = 4.07808,

|44 >= −1. ã†2p1↓ ã†2p1↑|0 >,
E45 = 4.4453,

|45 >= 0.080553 ã†1s↓ ã†1s↑ − 0.0235083 ã†1s↑ ã†2s↓ + 0.024475 ã†1s↓ ã†2s↑
+0.0772817 ã†2s↓ ã

†
2s↑ + 0.570136 ã

†
2p0↓ ã

†
2p0↑ − 0.575924 ã†2p1↑ ã†2p−1↓

+0.575924 ã†2p1↓ ã
†
2p−1↑|0 > . al[�A �
o
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(@,V6u/4(B*J<
$�*�1�$=<>����/4����/
6���� /Z*����D8
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R
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$�*�/+/4(�0��O8

��<>�����@,D�@����" ���V3&��(@,?1�����6u1�$w����(����  " �
nAB���q���w/\0���"���������/4���R/4���C*J<
��0���r����������
��$�$���#T���%*J<
$X*�/+/4(�0�����<>�����5<
��0;�������!�J<
����$O,��9HD������0)������" ��/G����(�����0���"���������/4����A

_N$�$������R6u/4$�$�/��S����:C0���r����%����/4���Z<
(��M��$�$%1��@��(�<>����0\���dP���:�AXP A �4A �����
ra
<
��0

rb
FW�

�����S0����@�.<
��*����U6u(�/4"��p� /�#W/4���&���U_ <
��0�`NA���/4���&�� ���K������/4(���:4���G/
6W�����5�w<
(@�������=<
�
*�/D/4(�0�����<>���M�@,D�@����")A��w���'I'<
HT���Z����<
$���/�����/
��� A:������1��70���r����'����� *�/+/4(�0�����<>�����
<
�

λ =
ra + rb
R

µ =
ra − rb
R

.
alP A �
o

ra
<
��0

rb
*J<>�GFW� ���+����(�#�(�������0G<
�B�����w0����@�.<
��*�������/5����� 6u/D*��D/
6�<56l<
"���$O,�/
6�*�/4�T6u/D*J<
$

��$�$���#������B<
��0V�+,D#���(�FW/4$=<
�����S����(��
R
����������0����@�.<
��*���FW����� �����M6u/+*��nA�������#�<
(�<
"�������(��

/
6���1�*9�)��$�$���#�������*J<
�)F����9HT#�(���������0\F&,������������ *�/+/4(�0�����<>�����S���������76u/4(�"

a =
R

2
λ, b =

R

2

√
λ2 − 1, e =

R

2a
=
1

λ
,

alP A �4o
�S����(��

a
���B�����w����"��}8�"C<>�p/4(�<
HT�����

b
���B�����w����"��O8�"��%��/4(B<
HT���K<
��0

e
���B�����w��*�*����+��(���*98

�%�p,4A�P�(�/4" [U��A�alP A �
o � �R����������<>�
1 ≤ λ <∞ <
��0 −1 ≤ µ ≤ 1 A  Z���V*J<
�)�S(��%���0�/
�S�-�����;���+1�<>����/4�-6u/4(G*�/4�T6u/D*J<
$���$�$��%#������G"����&����/4����0-FW��6u/4(������q�����!�w<
(@�������=<
�

*�/D/4(�0�����<>����� � <
�
z2

λ2
− y2

λ2 − 1 =
(
R

2

)2

. (1 ≤ λ <∞) alP A �&o

_N��<
$�/4:4/41���$%,4�D6u/4(w�������+,D#���(�FW/4$=<
�

z2

µ2
− y2

1− µ2
=

(
R

2

)2

. (−1 ≤ µ ≤ 1) alP A  +o
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R/2 R/2 

O A B 

φ 

ra 

rb 

z 

P���:41�(���P A �4A�������#�(�/4$=<>���'��#�����(�/4��0�<
$^*�/+/4(�0�����<>�����V�@,D�@����")AB�Y6w�w�C0��%��(���:4<
(�0E�����
(�/
�.<>����/4� <
(�/41���0 �����dI�<
HT��������0�����(���:&<
(�0���0 �w�d:4���;�����d��$�$���#T���%*J<
$5*�/+/4(�0�����<>���
�@,D�@����")A

������(���$=<>����/4���wFW�����w�����d�w<
(@�������=<
�)<
��0)��$�$���#T���%*J<
$X*�/D/4(�0�����<>�����S<
(��

z =
Rλµ

2
, y =

R

2

√

(λ2 − 1)(1− µ2)
alP A �4o

�?��"C<�,q:4���G��/�����(�����0���"���������/4���G�%6S�����)�@,D�@����" /
6N*�/4�T6u/D*J<
$���$�$��%#�������<>��0
�&,D#W��(�FW/
$=<
�;(���6u��(�(���0 ��/���� [U�+��AValP A �T� P A  +o'(���34/4$%34����<
(�/41���0 �����\"C<>�@/4(C<
HT��� � �
�S����*.�E���Z������I�<
HT���7���d��������*J<>���>A�������I'*�/D/4(�0�����<>���G0�/+���V��/
�V*.��<
��:4�G�S����(��J<
�
�����;6u/4(�"���(R,�*�/+/4(�0�����<>���;0���r������'��/4:4��������(M�S�%����������(�/
�.<>����/4�-<
��:4$��

φ
���S����*.�

�.<
Q
����3
<
$�1����V���d�����'(�<
��:4�
0 ≤ φ < 2π

� �����G3
<
$�1�����/
6 �����C�w<
(@�������=<
�
x
<
��0

y*�/+/4(�0�����<>�����

z =
Rλµ

2
, x =

R

2

√

(λ2 − 1)(1− µ2) cosφ x =
R

2

√

(λ2 − 1)(1− µ2) sinφ.
alP A �&o

����� 
4<
*�/4F��=<
� �T�S����*.�)0���r������S�����73&/4$�1�"��Z��$���"����&�5���
d3r =

R3

8

(
λ2 − µ2

)
dλdµdφ.

alP A $4o
�������9HT#�(���������/
�)6u/4(J��<
#�$=<
*��=<
�;���

∇2 =
4

R2

(
1

λ2 − µ2
∂

∂λ

(

(λ2 − 1) ∂
∂λ

)

+
1

λ2 − µ2
∂

∂µ

(

(1− µ2)
∂

∂µ

)

+

+
1

(λ2 − 1)(1− µ2)

∂2

∂φ2

)

.
alP A 
&o

� � "�# '�)2!1$C!�= )�* $2'�)���*�3J!�"�# ,D= *�)�':$C9 =?.8@�= ��#�.8!�"�# .�) & $2A A #�3>)�E�A?$C!�# .�O�"�# '�)�=?3�$2A &()-)�'13 = *�$C!�#�. P
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�D/4"�������"����w������(��V���5<
$���/C<
�!<
$%����(���<>����0���r����%����/4� �  &��
�/
6K#�(�/4$=<>���7��#�����(�/4��0�<
$�*�/>8
/4(�0�����<>������1�����0)�S����*.�)����(���$=<>����0;��/'��������/4����F&,

λ = cosh ξ, µ = cos η, φ = φ.
alP A !&o

�����M�w<
(@�������=<
��*�/D/4(�0�����<>�����S<
(��7�������)�9HT#�(���������0!3D�=<

x =
R

2
sinh ξ sin η cosφ,

y =
R

2
sinh ξ sin η sinφ,

z =
R

2
cosh ξ cos η.

alP A � �&o
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τijk

KNS
PLv^O v^KNMZM`Q
\^i Q
\ PdO@iNI:[NV

t′

������������_N#�#W����0��OH;� ����3
<
$�1�<>���Z�����76u/4$�$�/��S����:M���&����:4(�<
$

τijk(α, a, h) =
α3

π

∫

d3r
e−α(ri+rj)

rk
,

a �GA �
o
�S����(��

α
���)<-#�<
(�<
"�������(�<
��0

h
<
��0

a
0���r����E������:4��/4"�����(@, /
6R�����E�@,D�@����"

<
�'����/��S������P���:�A �GA �4A��?������/41�$�0��9HT#�(������'�����;3
<
$�1��;/
6
rk
�S�%��������������$�#-/
6

/
������(�#�<
(�<
"�������(�� <
��0���������:4/V/
34��(^�./������N��#�����(�/4��0�<
$�*�/+/4(�0�����<>������ADP�(�/4" F�<
����*
��(��=<
��:41�$=<>(w:4��/4"�����(@,C�w��Q+��/��

{
r2i = r2j + a2 − 2arj cos θ
rk = rj + (

a
2
+ h)2 − 2(a

2
+ h)rj cos θ

a �GA �4o
�?��1�����#�(�/4$=<>���7��#�����(�/4��0�<
$ *�/D/4(�0�����<>�����w�S�%���;6u/D*�������������/4(���:4�����w/
6

ri
<
��0

rj

ri + rj = aλ ri − rj = aµ.
a �GA �&o

�D/4$%3D����:M�������@,D�@����" /
6K[U�+��A�a �GA �4o�� �V:4���������73
<
$�1��
rk =

√

a2

4
(λ2 − 1) (1− µ2) +

(

λµ
a

2
− h
)2

.
a �GA  +o

�?�;"C<�,?��������(@���%�G���&��/�[U��A5a �GA �
oM<
��0-���&����:4(�<>���;/�34��(G�����;3><
(��=<
F�$����
φ
<
��0

µ�S�%����/41T�5<
�&,;"C<
�@/4(w0�����*�1�$%��������/4FT�.<
��������:

τijk =

∫ ∞

1

dλ(
α3e−aαλ

4
(
√

(2h+ aλ)2(6hλ− a)−
√

(aλ− 2h)2(6hλ+ a)

(a2 − 4h2)(3λ2 − 1) ln 2hλ− a+
√

(αλ− 2h)2
2hλ+ a+

√

(αλ+ 2h)2
)).

a �GA �4o
�����
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τijk

 

θ 
h 

a/2 a/2 

ri 
rj 

rk 

P���:41�(�� �GA �4A�������:4��/4"�����(@,d/
6 �����'�@,D�@����" 1�����0?��/�*J<
$�*�1�$=<>���M�����'����(�����*����&����(
���+����:4(�<
$nA

���E�������V�9HT#�(���������/4� ��������(��C<
(���"C<
�&,����+1�<
(��C(�/D/
����/
6S<;3
<
$�1��'���+1�<
(���0 AB�Y�R"C<�,
FW�E:4(��J<>��$%,t����"�#�$��Or���0 �w����<
F�$�����:�6u1�(@������()*�/4"�#�1T�.<>����/4� �wF&, ��#�$��%��������:��%��1�#����
0��%�X��(����+�

h
(���:
��/4����A ���������'(���:4��/4���7<
(���al�=o

h > a/2
�^au�ko

a/2 > h > −a/2 <
��0au�����=o −a/2 > h
AT` ��*J<
1����Z/
6������Z�@,D"�"�����(@,�/4���N"���:4�&�w<
$���/M<
0�0C�����7<>����1�"�#T����/
�

h > 0
F�1T�7�%�Z���N��/
�7����*�������<
(@,4A����\3><
(���/41��N(���:4��/4���N� �M��#�$��%�Z1�#\�����M���&����:4(�<>����/4�

/
34��(
λ
���+��/���� /q#�<>(���������"�#�$��O6k,D�%��:d�.���)�9HT#�(���������/4���;<
*�*�/4(�0�����:���/E�����!*.��/4�����

(���:4��/4� A�P�����<
$�$O,�� ��/4FT�.<
���;��� /�0��%�X��(����&�5(�����1�$%���

A =
1

2a3
(e−aα((a2 − 4h2)(3 + 3aα + a2α2)(γEuler + ln 2 + ln(aα))

−aα(4a2 − 24h2 + a3α− 12ah2α)) +
eaα(a2 − 4h2)(3− 3aα + a2α2)Γ(0, 2aα)),

a �GA �&o
�S����(��

Γ(a, z)
���������R����*�/4"�#�$�������:&<
"�"C<M6u1���*�����/4�

Γ(a, z) =
∫∞
z
ta−1e−tdt

<
��0
γEuler ' 0.5772

���w�����V[U1�$���( � �S*�/4���@�.<
�&�J��<
��0

B =
1

2a3
(
4a
(
e−aαh(3 + 3aα + a2α2)− e−2hα(3h+ a2α)

)
+

+(a2 − 4h2)(eaα(3− 3aα + a2α2)Γ(0, (2h+ a)α)−

−e−aα(3 + 3aα + a2α2)(Γ(0, (2h− a)α) + ln

(
2h− a

2h+ a

)

)).
a �GA $4o

������,)<
(��73><
$���0;(�����#���*����%34��$%,

τijk(α, a, h) =







B h ∈ (i)
A h ∈ (ii)

B : h→ −h h ∈ (iii)
.

a �GA 
&o
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τ ijk

h

P���:41�(�� �GA �DAX�����G����(����'*����&����(V���&����:4(�<
$
τijk(α, a, h)

A�P�/4(Z�������Z#�$�/
�Z�w�G�����
α =

a = 1
A

_ �����;(���:4��/4�-F�/4(�0���(��G�����;6u1���*�����/4�����G*�/4�&�����+1�/41���AK������(�����1�$%���G6u/4(R�����;����(����
*����&����( ���+����:4(�<
$��^<
(��N�9H�<
*��J�T<
��0C*�/41�$�0CFW�N/4FT�.<
������0CFW��*J<
1����N�����5/4(���:4�����^/
6

ri
�
rj<
��0

rk
� ��(���$�/D*J<>����0�*�/4$�$��%���J<
(�AT������6u1���*�����/4������#�$�/
������0����)P��%:�A �GA �DA



� MZM�O.\Z]ZQ,f �

� K6PL[lPLQ;KW\ KNSUR|M`v^O@I:Q
XA[NV vZ[jI:T KW\ZQ
XAR

����(@6u/4(�"�����:�<�(�/
�.<>����/4�Z/
6D�����U��#�����(���*J<
$4��<
(�"�/4����*�� ������/4"�������"���� 1�����6u1�$nAJ�Y�B<
$�$�/��S�
��/V�9HT#�(���������/4"��S#�<
(�<
"�������(��UF+,M��������(K3><
$�1����^*J<
$�*�1�$=<>����0G6u/4(^<7����"�#�$���(K:4��/4"�����(@,
/
6������C�@,D�@����")A��?�C�w<
�&�R��/\:
���R6u/4(�"�<)*�/D/4(�0�����<>�����@,D�@����"

r = (r, θ, φ)
��/d<

(�/
�.<>����0
r′ = (r′, θ′, φ′)

AB������#�(�/D*���0�1�(������R0�����*�(���F���0����?0����.<
��$���� �  ��
nAB�Y�M*J<
�
FW�R0�/4���MF&,\<�*�/4������*�1T���%34�G(�/
�.<>����/4�!<
FW/41T�Z<
��:4$��

α
<
(�/41���0

z
<
HT�������������d<
FW/41T�
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��:4$��
β
<
(�/41���0'�����

y
<
HT����<
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$�$%,G<>FW/41T�

γ
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(�/41���0'�����

z
<�HT����A&�����N<
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"�/4"����+��1�"�/4#W��(�<>��/4(
L = (Lx, Ly, Lz)

<
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�U������(�/
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e−ıβLy





x
y
z



 =





x cos β − z sin β
y

x sin β + z cos β



 .
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m+1,µ(β)− al,md

l
m−1,µ(β)) =
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dlmµ(β),
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eV +mc2 − E cσ · p

cσ · p eV +mc2 − E

)(
ξ
φ

)
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eV − ES + c2(σ · p)(−eV + 2mc2 + ES)

−1(σ · p)
)
ξ = 0.
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−eV + 2mc2 + ES
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

p2

2m
+ eV − p4

8m3c2
− ıσ · p× [p, eV ]

4m2c2
︸ ︷︷ ︸

H′

−p · [p, eV ]
4m2c2




 ξ.
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)
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