
Uniwersytet Jagielloński
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RozdziaÃl 1

Wst ↪ep

1.1 Wprowadzenie.

Zjawisko nadprzewodnictwa zostaÃlo odkryte w 1911 r. przez H. Kamerlinga
Onnesa [2]. ZaobserwowaÃl on gwaÃltowny spadek do zera oporu w próbce
rt ↪eci, któr ↪a schÃlodzono poniżej temperatury 4,2 K. Druga podstawowa ce-
cha stanu nadprzewodz ↪acego, a mianowicie idealny diamagnetyzm, zostaÃla
odkryta w 1933 r. przez Meissnera i Ochsenfelda. Zaobserwowane wÃlasności
nowoodkrytych materiaÃlów otwieraÃly przed nimi szeroki zakres zastosowań.
Poważnym ograniczeniem pierwszych nadprzewodników byÃly: maÃly pr ↪ad kry-
tyczny, niskie krytyczne pole magnetyczne HC niszc ↪ace nadprzewodnictwo a
także niska temperatura przej́scia w stan nadprzewodz ↪acy. Niezb ↪edne zatem
staÃlo si ↪e teoretyczne wyjaśnienie nowo odkrytego zjawiska, bowiem zrozu-
mienie go mogÃlo pomóc w przezwyci ↪eżeniu ograniczeń wyst ↪epuj ↪acych dla
pierwszych odkrytych nadprzewodników.

Pierwszym modelem, który w prosty sposób tÃlumaczyÃl efekt Meissnera-
Ochsenfelda, byÃl model ”dwucieczowy”, zaproponowany przez braci Lon-
donów w 1934 r. Postulowali oni istnienie w nadprzewodniku dwóch rodzajów
elektronów, tzw. skÃladowej normalnej i nadciekÃlej; przy czym ta nadciekÃla
odpowiadaÃla za bezoporowy przepÃlyw pr ↪adu. Już tak proste zaÃlożenie po-
zwoliÃlo przewidzieć istnienie gÃl ↪ebokości wnikania λ, na któr ↪a nast ↪epuje pe-
netracja próbki przez nat ↪eżenie pola magnetycznego H.

W 1950 r. Ginzburg i Landau podali fenomenologiczn ↪a (makroskopow ↪a)
teori ↪e nadprzewodnictwa. W swym podej́sciu wykorzystali teori ↪e Landaua
dotycz ↪aca przej́sć fazowych II rodzaju, w której wprowadza si ↪e modyfikacj ↪e
energii swobodnej Helmholtza o skÃladniki zawieraj ↪ace parametr porz ↪adku.
Teoria ta okazaÃla si ↪e niezwykle trafna i umożliwiÃla przewidzenie wielu dal-
szych wÃlasności nadprzewodników, zwÃlaszcza przy obecności pola magne-
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ROZDZIAÃL 1. WST ↪EP 5

tycznego, m.in. odkrytych (teoretycznie) przez Abrikosova w 1957 r. nad-
przewodników II rodzaju. W materiaÃlach tych strumień pola magnetycznego
powyżej wartości krytycznej nat ↪eżenia pola magnetycznego H = Hc1

wnika
do wn ↪etrza próbki w postaci wirów.

Pomimo sukcesów, przedstawione teorie miaÃly jedn ↪a zasadnicz ↪a wad
↪
e:

nie dawaÃly wyjaśnienia zjawiska nadprzewodnictwa na poziomie mikrosko-
powym. Ci ↪agle nie znana byÃla przyczyna tak ”dziwnego” zachowania si ↪e
elektronów w tych materiaÃlach.

Pierwsza mikroskopowa teoria nadprzewodnictwa zostaÃla przedstawiona
w 1957 r. przez Bardeena, Coopera i Schriefera - jest to tzw. teoria BCS. Klu-
czem do jej sformuÃlowania staÃlo si ↪e rozwi ↪azanie tzw. ”problemu Coopera”[6].
Rozwi ↪azanie to przewidywaÃlo efekt Ãl ↪aczenia si ↪e pojedynczych elektronów w
metalu w stany zwi ↪azane par (tzw. pary Coopera) na skutek przyci ↪agaj ↪acego
efektywnego oddziaÃlywania mi ↪edzy nimi. W spektrum wzbudzeń elektrono-
wych ukÃladu wyst ↪epuje wtedy przerwa energetyczna, oddzielaj ↪aca stan pod-
stawowy od stanu rozerwanej pary elektronów. W rzeczywistym materiale
nadprzewodz ↪acym elektrony paruj ↪a si

↪
e (przy czym jeden elektron jest spa-

rowany z wieloma innymi) i poniżej temperatury krytycznej T = Ts pary
elektronów kondensuj ↪a w silnie skorelowany kondensat par, które poruszaj ↪a
si ↪e poprzez ukÃlad bezoporowo.

Teoria BCS opisuje doskonale klasyczne materiaÃly nadprzewodz ↪ace zwane
nadprzewodnikami I rodzaju. W jej ramach można obliczyć wiele użytecznych
wÃlasności ścísle zgadzaj ↪acych si ↪e z doświadczeniem. Jednakże nie sprawdza
si ↪e ona w przypadku odkrytych w 1986 r. przez G. Bednorza i K. Müllera
[9] nadprzewodników wysokotemperaturowych. Zjawiska zachodz ↪ace w tych
materiaÃlach próbuje si ↪e opisać poprzez różnorodne modyfikacje teorii BCS,
lub też przez zupeÃlnie nowe podej́scie teoretyczne. Pomimo wszelkich do-
tychczasowych starań, jednolita teoria nadprzewodnictwa wysokotemperatu-
rowego nie zostaÃla jeszcze stworzona. Podobnie ma si ↪e sytuacja z nadprze-
wodnictwem w materiaÃlach takich jak ukÃlady ci ↪eżkich fermionów (CeCu2Si2,
UBe13, itd.) czy metale organiczne.
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1.2 Uwaga metodologiczna.

OddziaÃlywanie wymienne charakteryzuje si ↪e zależności ↪a od iloczynu skalar-
nego spinów ~Sα · ~Sβ, gdzie ~Sα oraz ~Sβ s ↪a operatorami spinu wyrażonymi w
reprezentacji fermionowej, np.

~Sα ≡
(

S+
α , S−

α , Sz
α

)
=

(
a†

α↑aα↓, a†
α↓aα↑,

1
2
(a†

α↑aα↑ − a†
α↓aα↓)

)
.

W ogólności zatem b ↪edziemy rozważać potencjaÃl paruj ↪acy w I kwantowaniu
jako zależny od cosθαα′ , gdzie θαα′ jest k ↪atem wzgl ↪ednym pomi ↪edzy spinami w
stanach |α〉|α′〉. Sprawa ma si ↪e troch ↪e inaczej jeżeli używamy reprezentacji II
kwantowania. Ścíslej mówi ↪ac, parowanie elektronów ze spinami równolegÃlymi
wymaga ze wzgl ↪edu na zakaz Pauliego nietrywialnego charakteru potencjaÃlu
parowania. A to zwykle oznacza, że funkcje falowe pary musz ↪a zawierać
skÃladowe z niezerowym momentem p

↪
edu, co w konsekwencji prowadzi do

nietrywialnej zależności k ↪atowej i to zarówno potencjaÃlu paruj ↪acego jak i
wynikaj ↪acych z niego funkcji falowych. W tej pracy b ↪edziemy wi ↪ec zatem
rozwijać w harmoniki sferyczne funkcje falowe przy potencjale rozwijanym w
odpowiadaj ↪ace im funkcje Legendre’a.
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1.3 Cel pracy.

Celem niniejszej pracy jest zbadanie mechanizmu tworzenia si ↪e stanu zwi ↪azane-
go dwóch elektronów zaindukowanego oddziaÃlywaniami wymiennymi. Jak
już to powiedzielísmy wyżej, takie oddziaÃlywanie zależy w sposób nietry-
wialny od k ↪ata jaki tworz ↪a mi ↪edzy sob ↪a spiny elektronów. Prowadzić to
powinno do nietrywialnego stanu spinowego cz ↪astek w stanie zwi ↪azanym.

RozdziaÃl pierwszy zawiera krótk ↪a histori ↪e nadprzewodnictwa. W roz-
dziale drugim rozważamy mechanizm ogólnego parowania dwóch elektronów
zaindukowanego oddziaÃlywaniami wymiennymi. RozdziaÃl trzeci poświ ↪econy
zostaÃl parowaniu dwóch elektronów, których masa dodatkowo zależna jest od
rzutów ich spinów na zadan ↪a oś kwantyzacji (czyli od liczby kwantowej ”m”).
Problem omówiony w tym rozdziale może wydawać si ↪e bardzo abstrakcyjny
i oderwany od rzeczywistości. Jednakże, jak pokazane zostaÃlo w pracach [4]
i [5], istniej ↪a ukÃlady ze zniesion ↪a degeneracj ↪a spinow ↪a elektronów, w których
na skutek oddziaÃlywania kulombowskiego typu Hubbarda masa efektywna
elektronów zależna jest od orientacji ich spinów.

W rozdziale czwartym w zwi ↪ezÃly sposób zostaÃly przedstawione w j ↪ezyku
II kwantowania problemy omówione w rozdziaÃlach poprzednich.

PoÃl ↪aczenie powyższych rozważań w jednolity formalizm pozwoli na stwo-
rzenie ogólnego modelu parowania elektronów zaindukowanego oddziaÃlywania-
mi wymiennymi.



RozdziaÃl 2

Ogólne sformuÃlowanie

problemu Coopera

2.1 Wprowadzenie.

W tym rozdziale rozważamy pojedyncz ↪a par ↪e elektronów znajduj ↪acych si ↪e
na lub powyżej powierzchni Fermiego i oddziaÃluj ↪acych ze sob ↪a sÃlabym po-
tencjaÃlem przyci ↪agaj ↪acym. O spinie wypadkowym stanów pary nie b ↪edziemy
nic zakÃladać. W tym przypadku zaistnieć mog ↪a dwie możliwości parowania.

Pierwsza to taka, w której rozpatrywane elektrony maj ↪a antyrównolegÃle
(przeciwne) spiny. Tak ↪a par ↪e elektronów nazywamy par ↪a singletow ↪a, zaś
samo parowanie określa si ↪e mianem singletowego.

Druga z tych możliwości to taka, w której rozpatrywane elektrony maj ↪a
równolegÃle spiny. Tak ↪a par ↪e elektronów nazywamy par ↪a trypletow ↪a, a samo
parowanie określa si ↪e jako trypletowe.

OddziaÃlywanie pomi ↪edzy elektronami wewn ↪atrz kuli Fermiego a opisy-
wan ↪a par ↪a elektronów jest na tyle sÃlabe, że możemy je zaniedbać (mówimy
wtedy, że pojedyncza para Coopera nie jest w stanie wzburzyć spokojnego
morza Fermiego). Ścíslej mówi ↪ac, opisujemy elektrony w pobliżu powierzchni
Fermiego jako niezależne kwazicz ↪astki charakteryzuj ↪ace elektronow ↪a ciecz
Fermiego-Landaua. Z powodu podobieństw zjawiska nadprzewodnictwa w
różnych materiaÃlach zakÃladamy, że szczegóÃly ich struktury elektronowej i
krystalicznej nie maj ↪a wpÃlywu na jakościowe zrozumienie stanu nadprze-
wodz ↪acego. St ↪ad też zamiast periodycznego potencjaÃlu pochodz ↪acego od
sieci krystalicznej jonów, wprowadza si ↪e pudÃlo o obj ↪etości V, a efekty tych
oddziaÃlywań kulombowskich a także oddziaÃlywanie odpychaj ↪ace mi ↪edzy elek-
tronami, zawarte s ↪a w masie efektywnej kwazicz ↪astek.
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ROZDZIAÃL 2. OGÓLNE SFORMUÃLOWANIE PROBLEMU COOPERA9

2.2 Rozwi ↪azanie problemu.

2.2.1 G
↪
estość stanów, energia Fermiego i stacjonarne

równanie Schrödingera.

Przy periodycznych warunkach brzegowych, stany energetyczne elektronów
w pudle potencjaÃlu opisywane s ↪a niezaburzon ↪a funkcj ↪a falow ↪a [2] postaci:

Ψn(r) =
1√
V

eikn·r, (2.1)

oraz energi ↪a:

Ekn
=

~
2kn

2

2m
, (2.2)

gdzie wartości wektora falowego przyjmuj ↪a dyskretne wartości:

kn =
2π

V
1
3

[n1, n2, n3], oraz n1, n2, n3 ∈ Z, (2.3)

natomiast m jest mas ↪a efektywn ↪a elektronu w takim ośrodku.
Ze wzgl ↪edu na degeneracj ↪e spinow ↪a każdy stan może być obsadzony dwu-

krotnie. Dla T = 0 wszystkie poziomy energetyczne, aż do poziomu od-
powiadaj ↪acego energii Fermiego EF = ~

2kF
2

2m
(zgodnie z zasad ↪a Pauliego),

s ↪a zapeÃlnione. Oznacza to, że w przestrzeni p ↪edów wszystkie stany p ↪edowe
wewn ↪atrz kuli Fermiego o promieniu kF (wektor falowy Fermiego) s ↪a obsa-
dzone. W pracy tej używamy wymiennie poj ↪ecia wektora falowego k i p ↪edu
p = ~k, nawet bez pisania ~ w tym drugim przypadku.

Dla N elektronów w ukÃladzie można Ãlatwo znaleźć wyrażenie na kF :

kF = (3π2N

V
)

1
3 . (2.4)

Natomiast g ↪estość stanów w takim ukÃladzie o obj ↪etości V dana jest wtedy
zależności ↪a:

ρ(E) =
(2m)

3
2

2π2~3
V
√

E. (2.5)

ReguÃla Pauliego oraz brak zaÃlożeń dotycz ↪acych spinów, rozważanych elek-
tronów, prwadz ↪a do wniosku, że cz ↪eść przestrzenna funkcji falowej takiej pary
w przypadku swobodnych cz ↪astek (bez oddziaÃlywania) jest nast ↪epuj ↪aca:





Ψ̃(r1, r2) = 1
V

eik1·r1eik2·r2 dla pary singletowej,

Ψ̃(r1, r2) = 1
V

[eik1·r1eik2·r2 − eik1·r2eik2·r1 ] dla pary trypletowej.

(2.6)
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Przedstawione powyżej zależności wynikaj ↪a z nast ↪epuj ↪acego rozumowa-
nia. Funkcja falowa ukÃladu N fermionów jest antysymetryczna, co wiadomo
z [1]. Dodatkowo wiemy, że cz ↪eść spinowa tej funkcji falowej jest odpowied-
nio: antysymetryczna dla singletu (spiny antyrównolegÃle) i symetryczna w
przypadku trypletu (spiny równolegÃle). Wi

↪
ec aby zachować antysymetri

↪
e

caÃlkowitej funkcji falowej ukÃladu, która jest iloczynem swej cz
↪
eści spinowej

i przestrzennej, musimy przyj ↪ać jako zależności określaj ↪ace odpowiednio jej
cz ↪eści przestrzenne, funkcje dane w powyższym ukÃladzie.

W wyniku oddziaÃlywania elektronów, które prowadzi do ich wzajemnego
rozpraszania, p ↪edy k1 i k2 przestaj ↪a być dobrymi liczbami kwantowymi.
Oznacza to, że jako funkcj ↪e falow ↪a ukÃladu przyjmujemy superpozycj ↪e funkcji
falowych danych równaniem (2.1), w postaci:

Ψ(r1, r2) = χσ1,σ2

1

V

∑

k1,k2

ak1,k2
eik1·r1eik2·r2 , (2.7)

gdzie we wspóÃlczynnikach ak1k2
kryje si ↪e symetria (antysymetria) przestrzen-

nej cz ↪eści funkcji falowej, natomiast χσ1σ2 jest spinow ↪a cz ↪eści ↪a rozpatrywanej
funkcji falowej.

Ponieważ wszystkie stany poniżej poziomu Fermiego s ↪a obsadzone, mu-
simy narzucić na wspóÃlczynniki ak1k2

warunek uwzgl ↪edniaj ↪acy zakaz Pau-
liego:

ak1k2
= 0 dla|k1|, |k2| ≤ kF . (2.8)

Stacjonarne równanie Schrödingera dla pojedynczej pary w rozpatrywa-
nym przypadku ma postać:

[
− ~

2

2m
∇2

r1
− ~

2

2m
∇2

r2
+ V (r1, r2)

]
Ψ(r1, r2) = EΨ(r1, r2). (2.9)

Opisuje ono problem dwóch ciaÃl o jednakowych masach m1 = m2 = m i
energii potencjalnej wzajemnego oddziaÃlywania V (r1, r2).

Po transformacji zarówno funkcji falowej jak i równania Schrödingera do
wspóÃlrz ↪ednych środka masy (K,R) oraz wspóÃlrz ↪ednych wzgl ↪ednych (k, r)
zdefiniowanych odpowiednio w postaci:

{
R = r1+r2

2

K = k1 + k1

,

oraz {
r = r1 − r1

k = k1−k2

2

,
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oraz przy dodatkowym zaÃlożeniu, że potencjaÃl oddziaÃlywania zależy jedynie
od wzgl ↪ednej odlegÃlości elektronów V (r1, r2) = V (|r|) = V (r) otrzymujemy
zarówno funkcj ↪e falow ↪a w postaci

Ψ(r1, r2) = χσ1,σ2

1

V

∑

K,k

aK,ke
iK·Reik·r, (2.10)

jak i stacjonarne równanie Schrödingera typu

[
− ~

2

4m
∇2

R − ~
2

m
∇2

r + V (r) − E

]
1

V

∑

K,k

aK,ke
iK·Reik·r = 0, (2.11)

w którym oczywíscie nie wyst ↪epuje spinowa cz ↪eść funkcji falowej. Ponieważ
wyst ↪epowaÃla po obu stronach równania i żaden z operatorów na ni ↪a nie
dziaÃlaÃl wi ↪e można byÃlo j ↪a opuścić.

W nast ↪epnym kroku należy pomnożyć otrzymane równanie lewostron-
nie przez: 1

V
e−iK′Re−ik′r a nast ↪epnie obie strony tego równania wycaÃlkować

wzgl
↪
edem d3R i d3r. W wyniku takiego post

↪
epowania otrzymujemy równanie:

∑

K,k

δ(K − K′)

[
δ(k,k′)aK,k

(
~

2K2

4m
+

~
2k2

m
− E

)
+ aK,kVk−k′

]
= 0, (2.12)

gdzie: Vk−k′ = 1
V

∫
d3r e−ik′·rV (r)eik·r. Widać, że caÃle równanie jest

mnożone przez δ(K−K′), co oznacza, że p ↪ed środka masy jest w tym ukÃladzie
wielkości ↪a zachowan ↪a, jak powinno być, gdyż oddziaÃlywanie wzajemne może
jedynie zmienić p ↪ed wzgl ↪edny. Z tego też wzgl ↪edu wspóÃlczynniki aKk, które
wprowadzaj ↪a oddziaÃlywanie do funkcji falowej, b ↪ed ↪a w dalszej cz ↪eści numero-
wane tylko indeksem k. Zatem, równanie na energi ↪e wÃlasn ↪a ukÃladu przybiera
teraz postać:

ak′

(
~

2K2

4m
+

~
2k′2

m
− E

)
+

∑

k

akVk−k′ = 0 (2.13)

i prowadzi ono do nast
↪
epuj ↪acego równania

ak′ =
−1

E(K) + 2E(k′) − E

∑

k

akVk−k′ . (2.14)

gdzie: E(K) = ~
2K2

4m
jest energi ↪a ruchu środka masy, 2E(k) = ~

2k2

m
jest

energi ↪a ruchu wzgl ↪ednego nie oddziaÃluj ↪acych elektronów, natomiast E jest
energi ↪a stanu zwi ↪azanego pary elektronów.
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Ponieważ |ak|2 jest miar ↪a prawdopodobieństwa zaistnienia pary Coopera
w stanie |k〉 wi ↪ec oczywistym jest, że najwi ↪eksze prawdopodobieństwo po-
wstania pary Coopera jest wtedy gdy: ∀k ∈ 〈kF , ka〉 : |ak| przyjmuje wartość
maksymaln ↪a, (oczywíscie należy pami ↪etać, że

∑
k |ak|2 jest równe jedności),

co z kolei poci ↪aga za sob ↪a warunek: E(K) = 0. Dla p
↪
edu środka masy

równego zeru, energia wi ↪azania osi ↪aga wartość maksymaln ↪a. Takie zaÃlożenie
oznacza, że w stanie podstawowym para Coopera (zarówno singletowa jak i
trypletowa) nie niesie ze sob ↪a pr ↪adu elektrycznego (warunek k+k′ = 0 ozna-
cza k′ = −k, a to przy zaÃlożeniu, że masy obydwu elektronów tworz ↪acych
par ↪e s ↪a równe daje otrzymany rezultat).

Energi ↪e wi ↪azania pary Coopera, definiujemy w nast ↪epuj ↪acy sposób:

E = EK + 2EF − ∆, (2.15)

gdzie zaÃlożylísmy, że E(k) = EF

Uwzgl ↪edniaj ↪ac w (2.14) zależność (2.15) otrzymujemy:

ak′ =
−1

2[E(k′) − EF ] + ∆

∑

k

akVk−k′ . (2.16)

Powyższe równanie jest punktem wyj́scia do dalszych rozważań dotycz ↪acych
par Coopera.

2.2.2 Energia wi
↪
azania i potencjaÃl paruj

↪
acy w prze-

strzeni p
↪
edów.

Aby można byÃlo kontynuować rozpocz ↪ete rachunki należy powiedzieć czym
tak naprawd ↪e s ↪a wspóÃlczynniki ak oraz jak ↪a postać w przestrzeni p ↪edów ma
potencjaÃl paruj ↪acy Vk−k′ .

PotencjaÃl paruj ↪acy w przestrzeni p ↪edów w ogólnym przypadku zależy od
wartości obu wektorów k,k′ oraz od k ↪ata wzgl ↪ednego miedzy nimi (oznaczmy
go przez θ̃). Moglibyśmy zatem zapisać nasz potencjaÃl w bazie ortonor-
malnych stowarzyszonych funkcji Legendre’a Pm

l . Jednakże w krysztale, w
którym rozważamy pojedyncz ↪a par ↪e Coopera, nie istnieje wyróżniony kieru-
nek w przestrzeni. Zatem wartość liczby kwantowej m nie b

↪
edzie odgrywać

tutaj roli. Warunek ten pozwala nam zapisać rozpatrywany potencjaÃl w bazie
ortonormalnych wielomianów Legendre’a

Pl = 1
2ll!

∂l

∂xl (x
2 − 1)l

wzgl ↪edem zmiennej x = cos θ̃ = k̂ · k̂′. W zależności powyższej k̂ i k̂′ s ↪a
wersorami odpowiednio w kierunkach wektora k i k′, natomiast θ̃ jest k ↪atem
wzgl ↪ednym mi ↪edzy tymi wektorami.
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WspóÃlczynniki ak zapiszemy w bazie ortonormalnych harmonik sferycz-
nych Ylm(θ, ϕ), które zdefiniowane s ↪a poprzez zależność:

Y m
l (θ, ϕ) = ε

√
(2l+1)(l−|m|)!

4π(l+|m|)! Pm
l (cosθ)eimϕ.

gdzie: θ i ϕ s ↪a wspóÃlrz ↪ednymi wektora k, w sferycznym ukÃladzie wspóÃlrz ↪e-
dnych, wprowadzonym w przestrzeni p ↪edów, w którym wektor ten ma nast ↪epu-
j ↪ac ↪a postać: 




kx = k sin θ cos ϕ

ky = k sin θ sin ϕ

kz = k cos θ,

(2.17)

natomiast element ε zdefiniowany jest nast ↪epuj ↪aco:

ε =

{
(-1)m, dla m > 0;
1, dla m ≤ 0.

UkÃlad tych funkcji, (harmonik sferycznych), jest ukÃladem zupeÃlnym, ozna-
cza to, że zachodzi nast

↪
epuj ↪aca relacja:

∑

lm

Y ∗
lm(θ′, ϕ′)Ylm(θ, ϕ) = δ(θ − θ′)δ(ϕ − ϕ′). (2.18)

Ostatecznie wi ↪ec mamy:

Vk−k′ = −
∣∣∣∣∣
∑

l

√
2l + 1

2
Pl(cos θ̃)vl(k, k′)

∣∣∣∣∣ , (2.19)

oraz
ak =

∑

lm

almal(k)Ylm(θ, ϕ), (2.20)

gdzie: k = |k|, liczby alm s ↪a wspóÃlczynnikami rozwini ↪ecia, θ̃ jest k ↪atem
pomi ↪edzy wektorami k i k′. Natomiast moduÃl, zapewnia ujemn ↪a wartość
potencjaÃlu, co odpowiada parowaniu si ↪e elektronów.

Rozpatrywana para ma ustalon ↪a wartość liczby l (tutaj l = 0 lub l =
1), wi ↪ec dla tej wÃlaśnie wartości l element vl jest nie zerowy, a dla innych
wartości l przyjmuje wartość zero. Warunek ten (narzucony przez fizyk ↪e
rozpatrywanego problemu) pozwala nam na opuszczenie sumowania po l, co
też w rezultacie prowadzi do równania postaci:

Vk−k′ = −
√

2l + 1

2
Pl(cos θ̃)|vl(k, k′)|. (2.21)
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Przyjmuj ↪ac upraszczaj ↪ace zaÃlożenie, że rozważane elektrony oddziaÃluj ↪a mi ↪edzy
sob ↪a tylko w w ↪askim przedziale wartości energii powyżej powierzchni Fer-
miego, możemy element vl przybliżyć wyrażeniem:

vl(k, k′) =

{
vl = const(k, k′) dla kF < k, k′ < ka

0 w pozostaÃlych przypadkach

gdzie ka jest wartości ↪a p ↪edu z zaÃlożenia niewiele wi ↪eksz ↪a od kF . Oznacza to,
że przyci ↪agaj ↪ace oddziaÃlywanie mi ↪edzy elektronami jest maÃle w porównaniu
z energi ↪a Fermiego (jest to granica sÃlabego sprz ↪eżenia, która stanowi także
gÃlówne zaÃlożenie teorii BCS).

Równanie (2.16) przybiera wtedy postać:

ak′ =
1

2[E(k′) − EF ] + ∆

∑

k

ak

√
2l + 1

2
Pl(cos θ̃)|vl|. (2.22)

Uwzgl ↪edniaj ↪ac we wzorze (2.22) zależność (2.20) otrzymujemy:

∑

l′m′

al′m′al′(k
′)Yl′m′(θ′, ϕ′) =

∑
kl′m′

√
2l+1

2
|vl|Pl(cosθ̃)al′m′al′(k)Yl′m′(θ, ϕ)

2[E(k′) − EF ] + ∆
.

(2.23)
Równanie powyższe można nazwać uogólnionym równaniem Coopera.

Przenosz ↪ac wszystkie wyrazy tego równania na jedn ↪a stron ↪e otrzymujemy
równanie postaci:

∑

l′m′

al′m′al′(k
′)Yl′m′(θ′, ϕ′)−

∑
kl′m′

√
2l+1

2
|vl|Pl(cosθ̃)al′m′al′(k)Yl′m′(θ, ϕ)

2[E(k′) − EF ] + ∆
= 0

(2.24)
z którego wynika nast ↪epuj ↪acy ukÃlad:

∀l′,m′ : al′(k
′)Yl′m′(θ′, ϕ′) =

∑
k

√
2l+1

2
|vl|Pl(cosθ̃)al′m′al′(k)Yl′m′(θ, ϕ)

2[E(k′) − EF ] + ∆
,

(2.25)
Nast ↪epnie wykorzystuj ↪ac znan ↪a reguÃl ↪e dla ukÃladów o rozmiarach makro,

pozwalaj ↪ac ↪a na zamieni ↪e sumy po stanach p ↪edowych na calk ↪e po obj ↪etości
w przestrzeni p

↪
edów, postaci:

∑

k

( ) = 2
V

(2π)3

∫
( )d3k, (2.26)
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otrzymujemy:

∀l′,m′ : al′(k
′)Yl′m′(θ′, ϕ′) =

(
2V

(2π)3

)
√

2l+1
2

|vl|
∫

d3kPl(cosθ̃)al′m′al′(k)Yl′m′(θ, ϕ)

2[E(k′) − EF ] + ∆
. (2.27)

Po przej́sciu do wspóÃlrz ↪ednych sferycznych w przestrzeni k, rozpatrywany
ukÃlad przybiera nast ↪epuj ↪ac ↪a postać:

∀l′,m′ : al′(k
′)Yl′m′(θ′, ϕ′) =

(
2V

(2π)3

) ∫
al′(k)k2dk′

2[E(k′) − EF ] + ∆

√
2l + 1

2
|vl|

∫
Pl(cosθ̃)Yl′m′(θ, ϕ)sinθdθdϕ

(2.28)
Po obustronnym wymnożeniu każdego z równań stanowi ↪acych nasz ukÃlad
przez (k′)2, i wycaÃlkowaniu obydwu stron każdego z nich po skÃladowej prze-
strzennej wektora k′, otrzymujemy ukÃlad postaci:

∀l′,m′ : Yl′m′(θ′, ϕ′)
∫

al′(k
′)(k′)2dk′ =

(
2V

(2π)3

) ∫
(k′)2

∫
al′(k)k2dk

2[E(k′) − EF ] + ∆
dk′

√
2l + 1

2
|vl|

∫
Pl(cosθ̃)Yl′m′(θ, ϕ)sinθdθdϕ

(2.29)
Nast ↪epnie uwzgl ↪ednieniaj ↪ac fakt, że

∫
al′(k

′)k′2dk′ =
∫

al′(k)k2dk i jest
to wartość skończona, rozpatrywany ukÃlad przechodzi w ukÃlad postaci:

∀l′,m′ : Yl′m′(θ′, ϕ′) =

2V

(2π)3

∫
√

2l+1
2

dk′(2l + 1)|vl|
∫

Pl(cosθ̃)Yl′m′(θ, ϕ) sin θdθdϕ

2[E(k′) − EF ] + ∆
(k′)2dk′. (2.30)

Nast ↪epnie mnoż ↪ac obydwie strony każdego równania ostatniego ukÃladu
przez Y ∗

l′m′(θ′′, ϕ′′), otrzymujemy:

∀l′,m′ : Y ∗
l′m′(θ′′, ϕ′′)Yl′m′(θ′, ϕ′) =

(
2V

(2π)3

) ∫
(k′)2

√
2l+1

2
|vl|dk′

2[E(k′) − EF ] + ∆

∫
Pl(cosθ̃)Y

∗
l′m′(θ′′, ϕ′′)Yl′m′(θ, ϕ)sinθdθdϕ.

(2.31)
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Teraz obustronnie zsumujemy po l′ i m′ równania otrzymanego ukÃladu,
co w rezultacie da nam równanie postaci:

∑
l′m′ Y ∗

l′m′(θ′′, ϕ′′)Yl′m′(θ′, ϕ′) =

(
2V

(2π)3

) ∫ (k′)2
√

2l+1
2

|vl|dk′

2[E(k′) − EF ] + ∆

∫
Pl(cosθ̃)

∑

l′m′

Y ∗
l′m′(θ′′, ϕ′′)Yl′m′(θ, ϕ)sinθdθdϕ,

(2.32)
które po uwzgl ↪ednieniu warunku zupeÃlności harmonik sferycznych, przecho-
dzi w równanie

δ(θ′′ − θ′)δ(ϕ′′ − ϕ′) =

(
2V

(2π)3

) ∫ (k′)2
√

2l+1
2

|vl|dk′

2[E(k′) − EF ] + ∆

∫
Pl(cosθ̃)δ(θ

′′ − θ)δ(ϕ′′ − ϕ)sinθdθdϕ.

(2.33)
W ostatnim kroku należy wykonać obustronnie nast ↪epuj ↪ac ↪a operacj ↪e:

lim(θ′′−→θ′),(ϕ′′−→ϕ′)

∫
()dθ′′dϕ′′ ,

która to, po zamianie kolejności ↪a wykonania granicy i caÃlek po prawej stronie
równania, prowadzi nas do wyniku:

(
2V

(2π)3

) ∫ (k′)2
√

2l+1
2

|vl|dk′

2[E(k′) − EF ] + ∆

∫
Pl(1)sinθ′dθ′dϕ′ = 1. (2.34)

Powyższe równanie bardzo Ãlatwo wyrazić poprzez g ↪estość stanów, co też zo-
staÃlo uczynione poniżej.

∫ Ea

EF

ρ(ε)

(ε − εF ) + ∆
2

dε =
2√

2l+1
2

|vl|Pl(1)
, (2.35)

gdzie: Ea określa górn ↪a granic ↪e istotnego przedziaÃlu energii ze wzgl ↪edu na
procesy rozpraszania, natomiast Pl(1) dane jest jako:

Pl(1) = lim
x−→1

[
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l

]
(2.36)

i dla interesuj ↪acych nas przypadków (tzn. l = 0 lub l = 1) wynosi:

P0(1) = P1(1) = 1 (2.37)
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Zauważmy, że Ea ∼ Ef (granica sÃlabego sprz ↪eżenia) oraz oddziaÃlywanie pa-
ruj ↪ace stanowi bardzo maÃl ↪a energi ↪e w porównaniu z istotn ↪a zmienności ↪a
energii kinetycznej cz ↪astek, co sprawia, że ρ(ε) nie zmienia si ↪e istotnie w
przedziale [EF , Ea]. Z powyższych wniosków wynika, że g ↪estość stanów
wyst

↪
epuj ↪ac ↪a w (2.35) może zostać przybliżona przez g

↪
estość stanów odpowia-

daj ↪ac ↪a energii Fermiego, tzn. ρ(ε) = ρ(εF ). Tak wi
↪
ec teraz można wyznaczyć

energi ↪e wi ↪azania elektronów w par ↪e Coopera jako:

∆l = 2
Ea − EF

exp( 2

ρ(EF )
√

2l+1
2

|vl|
) − 1

. (2.38)

Ograniczenie energetyczne EF < ε < Ea wynika z faktu, że efektywne od-
dziaÃlywanie paruj ↪ace spowodowane jest np. przez fonony, czyli skwantowane
drgania sieci krystalicznej. Maksymaln ↪a cz ↪estość tych drgań określa cz ↪estość
Debye’a $D a odpowiadaj ↪aca jej energia ~$D określa maksymaln ↪a dawk ↪e
energii, jak ↪a elektrony mog ↪a wymieniać mi ↪edzy sob ↪a w procesie rozpraszania
prowadz ↪acym do parowania. Możemy zatem napisać: Ea − EF ' ~$D, co
prowadzi do zależności:

∆l =
2~$D

exp( 2

ρ(EF )
√

2l+1
2

|vl|
) − 1

' 2~$De

−2

ρ(EF )

√
2l+1

2 |vl| . (2.39)

FormuÃla (2.39) wyraża zależność energii wi ↪azania rozpatrywanej pary elek-
tronów, w funkcji wartości g ↪estości stanów odpowiadaj ↪acej energii Fermiego.
Bardzo Ãlatwo można ten wzór przeksztaÃlcić, tak aby ∆l zależna byÃla od p ↪edu
Fermiego, co też pokazano poniżej:

∆l =
2~$D

exp( 2π2~2

V mkF

√
2l+1

2
|vl|

) − 1
' 2~$De

−2

V mkF

√
2l+1

2 |vl| . (2.40)

W powyższej zależności V oznacz obj ↪etość ukÃladu.

Przybliżone równości w (2.39) i (2.40) wynikaj ↪a z zaÃlożenia, że w rozpatry-
wanych przypadkach (tzn. l = 0 lub l = 1) zachodzi zależność: vlρ(EF ) ¿ 1.
Warunek ten oznacza, że jeśli oznaczymy przez ∆E przedziaÃl energii przy-
padaj ↪acy na jeden niezaburzony stan kwantowy, to vl ¿ ∆E. To wÃlaśnie
oznacza przybliżenie sÃlabego sprz ↪eżenia.

Poniższe zwi ↪aki:
{

∆pl × ξl ' ~,

∆l ' (∆pl)
2

4m
,
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pozwalaj ↪a w Ãlatwy sposób oszacować średni rozmiar pojedynczej pary Co-
opera, który wynosi:

ξl =
~

2
√

m∆l

, (2.41)

gdzie, energia wi ↪azania ∆l dana jest równaniami (2.38), (2.39) i (2.40).
Przyjmuj ↪ac w otrzymanych zależnościach l = 0, otrzymujemy wyniki dla

parowania singletowego. Jeżeli zaś przyjmiemy l = 1, to otrzymamy wyniki
dla trypletowego parowania elektronów zaindukowanego oddziaÃlywaniami wy-
miennymi. Przede wszystkim interesuj ↪ace dla ans s ↪a zależności opisuj ↪ace
energi ↪e wi ↪azania powstaÃlej pary Coopera, które w tym wypadku dane s ↪a
odpowiednio dla singletu i trypletu w postaci:

∆0 =
2~$D

exp( 2

ρ(EF )
√

1
2
|v0|

) − 1
' 2~$De

−2

ρ(EF )

√
1
2 |v0| , (2.42)

∆1 =
2~$D

exp( 2

ρ(EF )
√

3
2
|v1|

) − 1
' 2~$De

−2

ρ(EF )

√
3
2 |v1| . (2.43)

Dodatkowo, wstawiaj ↪ac (2.42) lub (2.43) do (2.41), otrzymamy wzory określaj ↪a-
ce średni szacowany rozmiar powstaÃlej pary, które dane s ↪a odpowiednio dla
singletu i trypletu w postaci:

ξ0 =

√
~

8m$D

exp


 1

ρ(εF )
√

1
2
|v0|


 , (2.44)

oraz

ξ1 =

√
~

8m$D

exp


 1

ρ(εF )
√

3
2
|v1|


 . (2.45)

Szacowany rozmiar singletowej pary Coopera (co jest podane w [3]), wy-
nosi:

ξ0 ' 1000[Å].

Wniosek jaki możemy wyci ↪agn ↪ać z tego wyniku jest taki, że w realnym mate-
riale nadprzewodz ↪acym wyst ↪epuje równoczesne przekrywanie si ↪e funkcji falo-
wych ogromnej liczby par Coopera. Jest tak dlatego, że odlegÃlość klasyczna
mi ↪edzy elektronami w metalu wynosi dee = ( V

N
)

1
3 ∼ 1Å. Mamy wi ↪ec wtedy

do czynienia z problemem wielu ciaÃl, a do jego rozwi ↪azania trzeba uciec si ↪e do
metod stosowanych w takich wypadkach. Zajmuje si ↪e tym oczywíscie teoria
BCS, której fundamentalnym zaÃlożeniem jest to, iż pojedyncza para porusza
si

↪
e w średnim polu wszystkich innych par w ukÃladzie.
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2.3 Podsumowanie rozdziaÃlu.

W rozdziale niniejszym przeanalizowano ogólny mechanizm parowania elek-
tronów zachodz ↪acego w kanale o określonym l. Z przedstawionego modelu,
wynikaj ↪a zależności opisuj ↪ace energi ↪e i rozmiar zarówno singletowej, jak i
trpletowej pary Coopera.

Wartym uwagi jest fakt, że w stanie podstawowym zarówno singletowa jak
i trypletowa para Coopera nie nios ↪a ze sob ↪a pr ↪adu elektrycznego (przypadek
par bezpr ↪adowych), co jak Ãlatwo si ↪e domyślić, ulegnie zmianie, gdy taka para
znajdzie si ↪a w polu elektrycznym lub magnetycznym.

Należy zwrócić uwag
↪
e na to, że jeżeli potencjaÃl paruj ↪acy w przypadku

parowania singletowego, przyjmiemy tak jak w oryginalnym podej́sciu Co-
opera [3] i oznaczymy go jako ṽ0 to zachodzi wtedy: ṽ0 = 1√

2
v0, gdzie v0 jest

odpowiednim wspóÃlczynnikiem rozwini ↪ecia potencjaÃlu Vk−k′ w bazie ortonor-
malnych wielomianów Legendre’a.

W obu przedstawionych przypadkach parowania można dodatkowo rozwa-
żać ukÃlady z efektywn ↪a mas ↪a elektronów zależ ↪a od kierunku spinu, co (dla
przypadku parowania singletowego) zostaÃlo pokazane w pracy [3].

Wspomniane powyżej zagadnienie, jest przedmiotem badań przeprowa-
dzonych w nast

↪
epnym rozdziale.



RozdziaÃl 3

UkÃlad elektronów o

spinowo-zależnych masach

3.1 Wprowadzenie.

W rozdziale tym rozważana b ↪edzie pojedyncza para elektronów, znajduj ↪acych
si ↪e, podobnie jak poprzednio, na lub powyżej powierzchni Fermiego i od-
dziaÃluj ↪acych ze sob ↪a sÃlabym potencjaÃlem przyci ↪agaj ↪acym. Tym razem b ↪edzie-
my dodatkowo zakÃladać, że masy elektronów tworz ↪acych par ↪e Coopera zależ ↪a
od rzutu spinu na zadan ↪a oś kwantowania (czyli od liczby kwantowej σ). Ta-
kie spinowo-zależne masy zostaÃly wprowadzone w przypadku ukÃladów skore-
lowanych elektronów i opisane m. in. w pracy [4]. Podobnie, jak w przypadku
omówionym w poprzednim rozdziale, również i w tym zaistnieć mog ↪a dwie
możliwości parowania elektronów, tzn. parowanie singletowe oraz parowanie
trypletowe. Różnica pomi ↪edzy tym a poprzednio omówionym problemem,
wynika wÃlaśnie z zależności masy elektronu od rzutu jego spinu na zadan ↪a
oś kwantowania.

Podobnie, jak poprzednio, również i tym razem b ↪edziemy zakÃladać, że
oddziaÃlywanie pomi ↪edzy elektronami wewn ↪atrz kuli Fermiego a opisywan ↪a
para elektronów można zaniedbać oraz, że szczegóÃly struktury elektronowej
i krystalicznej badanych materiaÃlów nie maj ↪a wpÃlywu na jakościowe zrozu-
mienie parowania. St ↪ad też zamiast periodycznego potencjaÃlu wprowadzamy
pudÃlo potencjaÃlu o obj ↪etości V = L3.

20



ROZDZIAÃL 3. UKÃLAD ELEKTRONÓW O SPINOWO-ZALEŻNYCH MASACH21

3.2 Rozwi ↪azanie problemu.

3.2.1 Energia Fermiego i g
↪
estość stanów.

Na wst ↪epie rozważmy ukÃlad N swobodnych elektronów, których masy zależ ↪a
od rzutu ich spinów na zadan ↪a oś kwantyzacji, znajduj ↪acych si ↪e w pudle
potencjaÃlu o obj ↪etości V . Na ukÃlad ten nakÃladamy dodatkowo periodyczne
warunki brzegowe. Stany energetyczne elektronów tego ukÃladu opisane s ↪a
podobnymi zależnościami jak w rozdziaÃlach poprzednich. Różnic ↪a, która
mi

↪
edzy nimi wyst

↪
epuje jest zależność energii od spinu.

Tak wi ↪ec, mamy przestrzenn ↪a cz ↪eść funkcji falowej w postaci:

Ψn(r) =
1√
V

eikn·r, (3.1)

oraz energi ↪e dan ↪a w postaci:

Eknσ =
~

2kn
2

2mσ

, (3.2)

gdzie:

kn =
2π

V
1
3

[n1, n2, n3], n1, n2, n3 ∈ Z (3.3)

oraz mσ jest efektywn ↪a spinowo-zależn ↪a mas ↪a elektronu w stanie kwantowym
|σ〉 (m↑ 6= m↓).

Ze wzgl ↪edu na zależność masy elektronu od rzutu jego spinu na oś kwan-
tyzacji w ukÃladzie tym mamy zniesion ↪a degeneracj ↪e spinow ↪a stanów jed-
nocz ↪astkowych. Dla ustalenia uwagi w dalszej cz ↪eści tego rozdziaÃlu b ↪edziemy
przyjmować, że: m↑ < m↓. Oczywíscie, brak degeneracji spinowej w ukÃladzie
powoduje, że każdy stan może być obsadzony tylko jeden raz. Z zależności
(3.2) wnioskujemy, że elektron ↪a o mniejszej masie odpowiada wi ↪eksza energia
(w rozpatrywanym przypadku spin σ =↑ poci ↪aga za sob ↪a wi ↪eksz ↪a energi ↪e).
Ponieważ zgodnie z rozkÃladem Fermiego-Diraca, dla temperatury T = 0
elektrony zapeÃlniaj ↪a wszystkie poziomy energetyczne aż do poziomu Fer-
miego, wi ↪ec wi ↪ecej zostanie obsadzonych stanów z σ =↓, jest to spowodowane
wi ↪eksz ↪a ilości ↪a dozwolonych wartości wektora falowego kn. Oczywíscie, p ↪ed
Fermiego przyjmuje w tej sytuacji wi ↪eksz ↪a wartość niż dla σ =↑. Mówimy
wtedy o rozszczepieniu kuli Fermiego w przestrzeni p ↪edów rozważanego ukÃla-
du, (jest to odbiciem zaÃlożenia, że m↑ < m↓). Ponieważ ukÃlad znajduje si ↪e
w stanie równowagi, wi ↪ec ma ustabilizowan ↪a, i tylko jedn ↪a dla obu rodzajów
elektronów, wartość energii Fermiego:

EF =
~

2k2
Fσ

2mσ

=
~

2kFσ′
2

2mσ′

. (3.4)
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Z zależności powyższej Ãlatwo wyznaczamy zwi ↪azek pomi ↪edzy kFσ i kFσ′

w postaci:

kFσ =

√
mσ

mσ′

kFσ′ (3.5)

W powyższych równaniach, tak jak i w dalszej cz ↪eści tego rozdziaÃlu,
przyj ↪eta zostaÃla konwencja oznaczania rzutów spinu na zadany kierunek w
postaci σσ′. Taki zapis, jak Ãlatwo si ↪e przekonać, jest uniwersalny. Uwzgl ↪ednia
on bowiem wszystkie możliwości ustawienia spinów rozpatrywanych elek-
tronów tworz ↪acych dan ↪a par ↪e.

Wykorzystuj ↪ac zależności określaj ↪ace caÃlkowit ↪a liczb ↪e elektronów N =
Nσ + Nσ′ i caÃlkowit ↪a g ↪estość stanów w ukÃladzie ρ = ρσ + ρσ′ oraz wzór
(3.5), otrzymujemy dla zadanej liczby elektronów w ukÃladzie (wynosz ↪acej
N), wyrażenia opisuj ↪ace:

wartość p
↪
edu Fermiego dla zadanej orientacji spinów

kFσ =

[
6π2N

V

m
3
2
σ

m
3
2
σ + m

3
2

σ′

] 1
3

; (3.6)

g ↪estość stanów dla zadanej orientacji spinów

ρσ(E) =
V

4π2

(
2mσ

~2

) 3
2 √

E; (3.7)

energi
↪
e Fermiego

EF =
~

2

2

[
6π2

N

V

1

m
3
2
σ + m

3
2

σ′

] 2
3

; (3.8)

i caÃlkowit ↪a g ↪estość stanów

ρ(E) =
V

4π2

[(
2mσ

~2

) 3
2

+

(
2mσ′

~2

) 3
2

]
√

E. (3.9)

Podstawiaj ↪ac w powyższych zależnościach σ =↑↓, σ′ =↑↓ otrzymujemy wy-
niki dla konkretnego ustawienia spinów. W szczególności, wszystkie powyższe
zależności oprócz (3.7), redukuj ↪a si ↪e do zależności znanych dla ukÃladu, w
którym nie mamy do czynienia ze spinowo-zależnymi masami elektronów.

Podobnie, jak poprzednio, jako funkcj ↪e falow ↪a ukÃladu, przyjmujemy su-
perpozycj ↪e funkcji falowych (3.1), w postaci:

Ψ(r1, r2) = χσσ′

1

V

∑

k1,k2

ak1,k2
eik1·r1eik2·r2 , (3.10)
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gdzie we wspóÃlczynnikach ak1k2
kryje si ↪e symetria (antysymetria) przestrzen-

nej cz ↪eści funkcji falowej, natomiast χσσ′ jest spinow ↪a cz ↪eści ↪a funkcji falowej
pary.

Oczywistym jest, że i w tym (najbardziej ogólnym z dotychczas rozważa-
nych) przypadku, musimy narzucić na wspóÃlczynniki ak1k2

warunek:

ak1k2
= 0 dla|k1|, |k2| ≤ kF . (3.11)

Niezależne od czasu Równanie Schrödingera przybiera zatem postać:

[
− ~

2

2mσ

∇2
r1
− ~

2

2mσ′

∇2
r2

+ V (r1, r2)

]
Ψ(r1, r2) = EΨ(r1, r2). (3.12)

Po transformacji, zarówno funkcji falowej jak i równania Schrödingera,
do wspóÃlrz ↪ednych środka masy (K,R) oraz wspóÃlrz ↪ednych wzgl ↪ednych (k, r)
danych odpowiednio w postaci:

{
R =

mσr1+mσ′r2

mσ+mσ′

K = k1 + k1

oraz {
r = r1 − r1

k =
mσk1−mσ′k2

mσ+mσ′
,

i po dodatkowym zaÃlożeniu, że potencjaÃl oddziaÃlywania zależy jedynie od
wzgl ↪ednej odlegÃlości elektronów V (r1, r2) = V (|r|) = V (r) otrzymujemy
funkcj ↪e falow ↪a w postaci:

Ψ(r1, r2) = χσσ′

1

V

∑

K,k

aK,ke
iK·Reik·r (3.13)

oraz stacjonarne równanie Schrödingera dane jako:

[
− ~

2

2M
∇2

R − ~
2

2µ
∇2

r + V (r) − E

]
1

V

∑

K,k

aK,ke
iK·Reik·r = 0, (3.14)

gdzie: M = mσ + mσ′ jest mas ↪a caÃlkowit ↪a powstaÃlej pary, natomiast
µ =

mσmσ′

mσ+mσ′
jest mas ↪a zredukowan ↪a ukÃladu tych dwóch cz ↪astek.
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W nast ↪epnym kroku mnożymy obustronnie otrzymane równanie przez:
1
V

e−iK′·Re−ik′·r a nast ↪epnie obie strony tego równania caÃlkujemy wzgl ↪edem
d3R i d3r, w wyniku czego otrzymujemy równanie:

∑

K,k

δ(K−K′)

[
δ(k,k′)aK,k

(
~

2K2

2M
+ 2

~
2k2

4µ
− E

)
+ aK,kVk−k′

]
= 0, (3.15)

gdzie: Vk−k′ = 1
V

∫
d3r e−ik′·rV (r)eik·r.

Podobnie jak poprzednio, teraz również otrzymalísmy równanie, które
jest mnożone przez δ(K−K′), co, jak wiadomo oznacza, że p ↪ed środka masy
jest w tym ukÃladzie wielkości ↪a zachowan ↪a. Zaś oddziaÃlywanie zaburza jedy-
nie p ↪ed wzgl ↪edny k rozpatrywanej pary elektronów. Z tego też wzgl ↪edu
wspóÃlczynniki aK,k, które wprowadzaj ↪a oddziaÃlywanie do funkcji falowej,
b ↪ed ↪a w dalszej cz ↪eści zapisywane tylko z indeksem k. Zatem równanie na
energi

↪
e wÃlasn ↪a ukÃladu przybiera teraz postać:

ak′ =
−1

E(K) + 2E(k′) − E

∑

k

akVk−k′ . (3.16)

gdzie: E(K) = ~
2K2

2M
jest energi ↪a ruchu środka masy, E(k) = ~

2k2

2µ
jest energi ↪a

ruchu wzgl ↪ednego elektronów natomiast E jest energi ↪a stanu zwi ↪azanego roz-
patrywanej pary.

Rozważana para oddziaÃluj ↪acych elektronów jest stanem zwi ↪azanym.
Energi ↪e wi ↪azania tego stanu możemy zdefiniować poprzez nast ↪epuj ↪ac ↪a

zależność:
E = EK + 2EF − ∆p

l , (3.17)

gdzie: l = 0, 1, natomiast p = −l, ..., l.
Przyjmuj ↪ac powyższ ↪a definicj ↪e zaÃlożylísmy, że E(k) = EF dla rozpatry-

wanego przypadku.

Stosowana notacja pozwala na odróżnienie od siebie wszystkich możliwości
parowania, które mog ↪a si ↪e tutaj pojawić, tzn.

1. parowanie singletowe, (l = 0, p = 0)

2. parowanie trypletowe





(l = 1, p = 1),
(l = 1, p = 0),
(l = 1, p = -1).

Uwzgl ↪edniaj ↪ac w (3.16) zależność (3.17) otrzymujemy:

ak′ =
−1

2[E(k′) − EF ] + ∆p
l

∑

k

akVk−k′ . (3.18)
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Z faktu, że |ak|2 jest miar ↪a prawdopodobieństwa zaistnienia pary Coopera
w stanie o p ↪edzie wzgl ↪ednym k wynika, że najwi ↪eksze prawdopodobieństwo
powstania tej pary jako stanu zwi ↪azanego ma miejsce, gdy ∀k ∈ 〈kF , ka〉 : |ak|
przyjmuje wartość maksymaln ↪a, (należy pami ↪etać, że

∑
k |ak|2 maksymalnie

może być równe jedności), co w oczywisty sposób poci ↪aga za sob ↪a: E(K) = 0.
Przedstawione powyżej rozumowanie prowadzi do wniosku, że w stanie

podstawowym, singletowa para Coopera, dla przypadku mas elektronów j ↪a
tworz ↪acych zależnych od rzutu spinu na wyróżnion ↪a oś kwantyzacji, nie jest
tak jak poprzednio par ↪a bezpr ↪adow ↪a, tylko niesie ze sob ↪a pr ↪ad elektryczny.

Mamy bowiem K = k + k′ = 0, co oznacza, że k′ = −k a to daje nam
p′ = −p, co ze wzgl ↪edu na fakt m↑ 6= m↓ poci ↪aga za sob ↪a nast ↪epuj ↪acy
warunek: v′ 6= −v, gdzie v,v′ oznaczaj ↪a odpowiednio pr ↪edkości paruj ↪acych
si ↪e elektronów). Zatem suma pr ↪adów j = −e(

p
F↑

m↑
+

p
F↓

m↓
) 6= 0

Natomiast trypletowa para Coopera (w każdej z odmian) jest tak jak
poprzednio par ↪a bezpr ↪adow ↪a, tzn. nie niesie ze sob ↪a wypadkowego pr ↪adu
elektrycznego.

3.2.2 Energia wi
↪
azania i potencjaÃl paruj

↪
acy w prze-

strzeni p
↪
edów.

Aby możliwe byÃlo kontynuowanie rozpocz ↪etych rachunków, należy teraz za-
stanowić si ↪e nad postaci ↪a (w przestrzeni p ↪edów) potencjaÃlu paruj ↪acego Vk−k′ ,
oraz określić postać wspóÃlczynników ak.

PotencjaÃl paryj ↪acy w przestrzeni p ↪edów w ogólnym przypadku zależy od
wartości obu wektorów k,k′ oraz od k ↪ata wzgl

↪
ednego mi

↪
edzy nimi (oznaczmy

go jako θ̃). Dlatego rozpatrywany potencjaÃl zostanie zapisany w bazie orto-
normalnych stowarzyszonych funkcji Legendre’a postaci:

Pm
l (x) =

√
2l+1

2

√
(l−|m|)!
(l+|m|)!(

√
1 − x2)

|m|
2

∂|m|

∂x|m|Pl(x),

wzgl ↪edem zmiennej x = cos θ̃ = k̂ · k̂′, gdzie k̂, k̂′ s ↪a wersorami odpowiednio
w kierunkach wektora k i k′, natomiast Pl(x) jest wielomianem Legendre’a,
który zdefiniowany zostaÃl w poprzednim rozdziale.

Na uwag ↪e zasÃluguje fakt, że w odróżnieniu od problemu omówionego w
poprzednim rozdziale, w tym zakÃladamy, że mamy w jakís sposób zÃlaman ↪a
symetri ↪e spinow ↪a ukÃladu, co objawia si ↪e tym, że efektywne masy elektronów
tworz ↪acych par ↪e Coopera, s ↪a zależne od rzutu ich spinu na zadan ↪a oś kwan-
towania. Dlatego też potencjaÃl paruj ↪acy wyst

↪
epuj ↪acy w tym problemie zostaÃl

zapisany w bazie ortonormalnych stowarzyszonych funkcji Legendre’a Pm
l (x)

(gdzie m określa rzut spinu pary na zadan ↪a oś kwantowania), a nie tak jak
poprzednio w bazie ortonormalnych wielomianów Legendre’a Pl(x).
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WspóÃlczynniki ak podobnie jak poprzednio zapiszemy w bazie ortonor-
malnych harmonik sferycznych Ylm(θ, ϕ), gdzie θ i ϕ s ↪a wspóÃlrz ↪ednymi wek-
tora k w sferycznym ukÃladzie wspóÃlrz ↪ednych, w przestrzeni p ↪edów, w którym
wektor ten ma postać:





kx = k sin θ cos ϕ,

ky = k sin θ sin ϕ,

kz = k cos θ.

UkÃlad harmonik sferycznych, jest zupeÃlnym ukÃladem funkcji, oznacz to, że
zachodzi relacja:

∑

lm

Y ∗
lm(θ′, ϕ′)Ylm(θ, ϕ) = δ(θ − θ′)δ(ϕ − ϕ′). (3.19)

Ostatecznie wi
↪
ec mamy:

Vk−k′ = −
∣∣∣∣∣
∑

lp

√
2l + 1

2

√
(l − p)!

(l + p)!
P

p
l (cos θ̃)vp

l (k, k′)

∣∣∣∣∣ , (3.20)

oraz
ak =

∑

lm

almal(k)Ylm(θ, ϕ), (3.21)

gdzie: k = |k|, liczby alm s ↪a wspóÃlczynnikami rozwini ↪eciae, natomiast moduÃl
zapewnia ujemn ↪a wartość potencjaÃlu, co odpowiada parowaniu elektronów.
Oczywíscie zachodzi: m, p = −l, ..., l.

Rozpatrywana para elektronów ma z góry ustalon ↪a wartość liczby kwan-
towej l (tutaj l = 0 lub l = 1). Wi ↪ec dla tej wÃlaśnie wartości l elementy
v

p
l (k,k′) przyjmuj ↪a niezerowe wartości a dla innych wartości l przyjmuj ↪a on

wartości równe zeru. Powyższe rozumowanie prowadzi nas do równania po-
staci:

Vk−k′ = −
√

2l + 1

2

∣∣∣∣∣
∑

p

√
(l − p)!

(l + p)!
P

p
l (cos θ̃)vp

l (k, k′)

∣∣∣∣∣ (3.22)

Teraz uścíslimy sformuÃlowanie: ”rozważamy elektrony znajduj ↪ace si ↪e na lub
powyżej powierzchni Fermiego.” Przyjmiemy bowiem zaÃlożenie, że rozważane
elektrony oddziaÃluj ↪a mi ↪edzy sob ↪a tylko w w ↪askim przedziale wartości energii,
powyżej powierzchni Fermiego. Możemy zatem elementy v

p
l (k, k′) przybliżyć

wyrażeniem:

v
p
l (k, k′) =

{
v

p
l = const(k, k′) dla kFσ′ < k, k′ < kaσ

0 w pozostaÃlych przypadkach,

gdzie kaσ jest wartości ↪a p
↪
edu niewiele wi

↪
eksz ↪a od kFσ.
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W powyższej definicji pojawiÃl si ↪e element v
p
l , który w porównaniu z defi-

nicj ↪a zawart ↪a w rozdziale poprzednim, dodatkowo zależy od liczby kwantowej
p. Sytuacja ta jest odzwierciedleniem faktu, iż potencjaÃl paruj ↪acy zależy nie
tylko od rodzaju parowania, z którym mamy do czynienia ale także od jego
odmiany (w przypadku parowania trypletowego). Powyższa notacja w prosty
sposób określa rodzaj i odmian

↪
e parowania a przez to i potencjaÃl paruj ↪acy, z

którym mamy do czynienia. Dlatego b ↪edzie ona stosowana w dalszej cz ↪eści
tego rozdziaÃlu.

Równanie (3.18) przybiera zatem postać:

ak′ =
1

2[E(k′) − EF ] + ∆p
l

∑

k

{
ak

√
2l + 1

2

∣∣∣∣∣
∑

p

√
(l − p)!

(l + p)!
P

p
l (cos θ̃)vp

l

∣∣∣∣∣

}
.

(3.23)
Uwzgl ↪edniaj ↪ac we wzorze (3.23) zależność (3.21) otrzymujemy:

∑
l′m′ al′m′al′(k

′)Yl′m′(θ′, ϕ′) =

∑
kl′m′

√
2l+1

2

∣∣∣
∑

p

√
(l−p)!
(l+p)!

v
p
l P

m
l (cosθ̃)

∣∣∣ al′m′al′(k)Yl′m′(θ, ϕ)

2[E(k′) − EF ] + ∆p
l

(3.24)

Powyższe równanie, przez analogi ↪e do równania otrzymanego wcześniej, można
nazwać uogólnionym równaniem Coopera dla przypadku zÃlamanej symetrii
spinowej w ukÃladzie.

Po przeprowadzeniu rachunków, które z technicznego punktu widzenia
s ↪a takie same jak te przeprowadzone w poprzednim rozdziale, otrzymujemy
zależność:

(
2V

(2π)3

) ∫ (k′)2
√

2l+1
2

dk′

2[E(k′) − EF ] + ∆p
l

∫ ∣∣∣∣∣
∑

p

√
(l − p)!

(l + p)!
P

p
l (1)vp

l

∣∣∣∣∣ sinθ′dθ′dϕ′ = 1,

(3.25)
która po uwzgl ↪ednieniu nast ↪epuj ↪acych wyników:
{

P0
0 = 1 dla parowania singletowego,

P1
1(1) = P−1

1 (1) = 0 i P 0
1 (1) = 1 dla parowania trypletowego,

przechodzi w równanie postaci:

(
2V

(2π)3

) ∫ (k′)2
√

2l+1
2

|vp
l |dk′

2[E(k′) − EF ] + ∆p
l

∫
sinθ′dθ′dϕ′ = 1, (3.26)
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gdzie tym razem mamy:
{

l = 0, m = 0, dla parowania singletowego,
l = 1, m = 0, dla parowania trypletowego.

Otrzymane powyżej równanie bardzo Ãlatwo przeksztaÃlcamy do postaci:

∫
k2dk

~2k2

2µ
− 2EF + ∆p

l

=
(π)2

V
√

2l+1
2

|vp
l |

, (3.27)

gdzie zamienilísmy k’ na k.
Ponieważ rozpatrujemy bardzo w ↪aski przedziaÃl wartości wektora falowego

k, wi ↪ec możemy w powyższej zależności wykonać nast ↪epuj ↪ace przybliżenie:

kF
p
l =

kFσ+kFσ′

2
.

Dodatkowo, musimy teraz podać obszar caÃlkowania po który wykonywać
b ↪edziemy caÃlk ↪e dan ↪a w postaci (3.27). Obszar ten to odcinek na osi k o
pocz ↪atku w punkcie, któremu odpowiada mniejsza z dwóch rozważanych
wartości p ↪edu Fermiego, oznaczmy go przez kFσ′ . Natomiast jego koniec
znajduje si ↪e w punkcie kaσ. P ↪ed ten odpowiada z zaÃlożenia p ↪edowi niewiele
wi ↪ekszemu od wi ↪ekszej z rozważanych wartości p ↪edu Fermiego.

Tak wi
↪
ec, otrzymujemy nast

↪
epuj ↪ace równanie:

∫ kaσ

kFσ′

kdk
~2k2

2µ
− 2EF + ∆p

l

=
(π)2

kF
p
l

√
2l+1

2
|vp

l |
, (3.28)

które po wykonaniu elementarnego caÃlkowania przechodzi w równanie po-
staci:

k2
aσ − 2µ

~2 (2EF
p
l − ∆p

l )

kFσ′ − 2µ

~2 (2EF − ∆p
l )

= exp


 π2

~
2

µV
√

2l+1
2

kF
p
l |v

p
l |


 . (3.29)

Po uwzgl
↪
ednieniu poniższych zależności:

kaσ = kFσ + ∆k;

~
2k2

Fσ

2µ
− ~

2k2
Fσ

2σ
− ~

2k2
Fσ′

2σ′
= EF ( mσ

mσ′
− 1);

~
2k2

Fσ′

2µ
− ~

2k2
Fσ

2σ
− ~

2k2
Fσ′

2σ′
= EF (

mσ′

mσ
− 1);

~$D = ~
2

2mσ
(kFσ + ∆k)2 − ~

2

2mσ′
k2

Fσ′ = ~
2

mσ
kFσ∆k + ~

2

2mσ
(∆k)2;
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i wykonaniu prostych przeksztaÃlceń, wyznaczamy z równania (3.29) zależność
opisuj ↪ac ↪a energi ↪e wi ↪azania pary Coopera, w postaci:

∆p
l =

[
exp

(
π2

~
2

µV
√

2l+1
2

~k̄F |vp
l
|

)
− 1

]−1

×

mσ

µ
~$D + EF (

mσ

mσ′

− 1) − EF
p
l (

mσ′

mσ

− 1) exp


 π2

~
2

µV
√

2l+1
2

kF
p
l |v

p
l |





 .

(3.30)
Powyższ ↪a zależność, można po zdefiniowaniu wielkości:

∆mσσ′ = mσ′ − mσ,

zwanej rozszczepienim masowym, zapisać ostatecznie jako:

∆p
l =

[
exp

(
π2

~
2

µV
√

2l+1
2

kF
p
l
|vp

l
|

)
− 1

]−1

×

mσ

µ
~$D − EF ∆mσσ′


 1

mσ′

+
1

mσ

exp
π2

~
2

µV
√

2l+1
2

kF
p
l |v

p
l |





 . (3.31)

Oszacowanie średniego rozmiaru pojedynczej pary Coopera w tym przy-
padku, prowadzi do nast ↪epuj ↪acej zależności:

ξ
p
l = ~ [2(mσ + mσ′)∆p

l ]
− 1

2 =

~ [2(mσ + mσ′)∆p
l ]

− 1
2

[
exp

(
π2

~
2

µV
√

2l+1
2

kF
p
l
|vp

l
|

)
− 1

]− 1
2

×

mσ

µ
~$D − EF ∆mσσ′


 1

mσ′

+
1

mσ

exp
π2

~
2

µV
√

2l+1
2

kF
p
l |v

p
l |





 , (3.32)

gdzie, energia wi ↪azania ∆p
l dana jest równaniami powyżej.

Jeżeli przyjmiemy w otrzymanych zależnościach (wzory (3.30), (3.31) i
(3.32)):

1. l = 0, p = 0, to otrzymamy wtedy wyniki dla singletowego parowa-
nia elektronów w ukÃladzie, w którym wyst ↪epuje rozszczepienie masowe
∆m;

2. l = 1, p = 0, to otrzymamy wyniki dla parowania trypletowego w
ukÃladzie o spinowo-zależnych masach elektronów.
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Mamy zatem:
energia wi ↪azania dla parowania singletowego

∆0
0 =

[
exp

(
π2

~
2

µV
√

1
2

~kF
0
0|v0

0 |

)
− 1

]−1

×


m↑

µ
~$D − EF ∆m↑↓


 1

m↓
+

1

m↑
exp

π2
~

2

µV
√

1
2
~kF

0
0|v0

0|





 , (3.33)

energia wi ↪azania dla parowania trypletowego

∆0
1 = 2~$D


exp


 π2

~
2

µV
√

3
2
~kF

0
1|v1

0|


 − 1




−1

. (3.34)

Średni rozmiar pary Coopera w przypadku parowania singletowego

ξ0
0 = ~

1√
2(m↑+m↓)

[
exp

(
π2

~
2

µV
√

1
2

~kF
0
0|v0

0 |

)
− 1

] 1
2

×


m↑

µ
~$D − EF ∆m↑↓


 1

m↓
+

1

m↑
exp

π2
~

2

µV
√

1
2
~kF

0
0|v00|






− 1

2

, (3.35)

średni rozmiar pary Coopera w przypadku parowania trypletowego

ξ0
1 =

√
~

8m$D


exp


 π2

~
2

µV
√

3
2
~kF

0
1|v)0

1|


 − 1




1
2

, (3.36)

gdzie m oznacza mas ↪e pojedynczego elektronu tworz ↪acego dan ↪a par ↪e.
Powyższe wzory opisuj ↪a energi ↪e i średni rozmiar wszystkich możliwych

par Coopera jakie mog ↪a powstać na skutek oddziaÃlywania wymiennego mi ↪edzy
elektronami, w ukÃladzie ze spinowo-zależnymi masami elektronów.

W szczególności, w przypadku parowania singletowego, redukuj ↪a si
↪
e one,

po podstawieniu m↑ = m↓, do znanych z poprzedniego rozdziaÃlu wzorów
opisuj ↪acych singletow ↪a par ↪e Coopera w ukÃladzie, w którym nie wyst ↪epuje
rozszczepienie masowe ∆m. Natomiast w przypadku parowania trypleto-
wego, struktura zależności opisuj ↪acych energi ↪e i średni rozmiar trypletowej
pary Coopera w ukÃladzie o spinowo zależnych masach elektronów jest taka
sama jak w ukÃladzie, w którym masy elektronów nie zależ ↪a od ich spinu.
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3.3 Podsumowanie rozdziaÃlu.

W rozdziale niniejszym przeanalizowany zostaÃl ogólny mechanizm parowa-
nia elektronów zaindukowanego oddziaÃlywaniami wymiennymi w ukÃladzie,
w którym wyst ↪epuj ↪a efektywne spinowo-zależne masy elektronów.

Z modelu, który zostaÃl tutaj przedstawiony wynikaj ↪a zależności opisuj ↪ace
energi ↪e i rozmiar, zarówno singletowej jak i trpletowej pary Coopera. S ↪a to
wzory od (3.30) do (3.36).

Z zależności powyższych widać, że opisany tutaj model parowania re-
dukuje si ↪e do omówionego wcześniej modelu, w którym nie wyst ↪epuje roz-
szczepienie masowe. Wszystkie wyniki, które otrzymalísmy dla parowania z
degeneracj ↪a spinow ↪a w ukÃladzie, otrzymujemy z omówionego w tym rozdziale
modelu jeżeli poÃlożymy: mσ = mσ′ .

Zauważmy, że w stanie podstawowym singletowa para Coopera nie jest
par ↪a bezpr ↪adow ↪a ale niesie ze sob ↪a pr ↪ad elektryczny. Sytuacja taka wynika z
faktu zÃlamania symetrii spinowej ukÃladu, co przejawia si ↪e w różnicach efek-
tywnych mas elektronów tworz ↪acych tak ↪a par ↪e.

Zwróćmy jeszcze uwag ↪e na fakt, że w przypadku parowania trypletowego,
w ukÃladzie ze zniesion ↪a degeneracj ↪a spinow ↪a, powstaÃla para Coopera usta-
wia si

↪
e zawsze w taki sposób aby jej wypadkowy spin byÃl prostopadÃly do

wyróżnionego kierunku kwantowania. Sytuacja taka pozwala na sterowa-
nie zachowaniem si ↪e trypletowej par Coopera, poprzez czynnik zadany z
zewn ↪atrz, np. pole magnetyczne lub pole elektryczne.

Jednak, aby mieć peÃlny obraz przedstawionej tutaj sytuacji, należy rozwa-
żyć uogólnion ↪a na przypadek dowolnego parowania, teori ↪e BCS.

Wreszcie należy zwrócić uwag ↪e na to, że jeżeli potencjaÃl paruj ↪acy, który
zostaÃl wprowadzony w oryginalnym podej́sciu Coopera, dla przypadku paro-
wania singletowego [3], oznaczymy jako ṽ0, to zachodzi wtedy: ṽ0 = 1√

2
v0

0,

gdzie v0
0 jest odpowiednim wspóÃlczynnikiem rozwiniecia potencjaÃlu Vk−k′ w

bazie ortonormalnych stowarzyszonych funkcji Legendre’a.



RozdziaÃl 4

Problem Coopera w j ↪ezyku II

kwantowania

Równorz ↪ednym formalizmem do I kwantowania jest w przypadku nie-
relatywistycznym II kwantowanie. Jest to formalizm, który zostaÃl podany
kilka lat po sformuÃlowaniu mechaniki falowej. Jego nazwa bierze si ↪e st ↪ad, że
operatory opisuj ↪ace cz ↪astki maj ↪a podobn ↪a struktur ↪e do wartości oczekiwanej
operatorów w I kwantowaniu, można by zatem powiedzieć, że mamy do czy-
nienia z ”powtórnym kwantowaniem”. W efekcie zamiast pakietów falowych,
z którymi mamy do czynienia w mechanice falowej Schrödingera, pojawia si ↪e
dobrze określony j ↪ezyk cz ↪astkowy. Otrzymany w ten sposób obraz jest bar-
dzo prosty w interpretacji i bardzo cz ↪esto pozwala na kierowanie si ↪e intuicj ↪a.
Dowód równoważności obu tych formalizmów można znaleźć np. w [7].

4.1 Podstawowe definicje w II kwantowaniu.

Operatory jedno i dwucz ↪astkowe s ↪a zdefiniowane w reprezentacji II kwanto-
wania za pomoc ↪a nast ↪epuj ↪acych zależności:

Ô1 =
∑

σ

∫
d3rΨ†

σ(r)O1(r)Ψσ(r) (4.1)

Ô2 =
∑

σσ′

∫
d3rd3r′Ψ†

σ(r)Ψ†
σ′(r

′)O2(r, r
′)Ψσ′(r′)Ψσ(r) (4.2)

gdzie: O1(r) oraz O2(r, r
′) s ↪a operatorami w obrazie Schrödingera, natomiast

Ψσ(r) jest operatorem pola dla zadanej spinowej liczby kwantowej σ.

32
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Zależne od spinu operatory pola konstruowane s ↪a wedÃlug nast ↪epuj ↪acych
reguÃl:

Ψσ(r) =
∑

i

aiσφi(r)χσ, (4.3)

gdzie: {φi(r)} jest zupeÃlnym zbiorem ortonormalnych, jednocz ↪astkowych
funkcji falowych a χσ jest cz ↪eści ↪a spinow ↪a funkcji falowej, speÃlniaj ↪ac ↪a nast ↪epu-
j ↪ac ↪a relacj ↪e χ†

σχσ′ = δσσ′ , natomiast akσ, a
†
kσ s ↪a odpowiednio operatorami

anihilacji i kreacji cz ↪astki w stanie jednocz ↪astkowym |kσ〉. Operatory te
speÃlniaj ↪a nast ↪epuj ↪ace reguÃly (anty)komutacji (znak ” + ” odpowiada fermio-
nom, a ”−”bozonom):

[aiσ, ai′
†
σ′ ]∓ = δii′δσσ′ ; [aiσ, ai′σ′ ]∓ = [a†

iσ, a
†
i,σ′ ]∓ = 0.

(4.4)

Stan próżni |0〉 zdefiniowany jest nast ↪epuj ↪acym zwi ↪azkiem: akσ|0〉 ≡ 0.
DziaÃlaj ↪ac operatorami kreacji na stan próżni |0〉, można zbudować caÃl ↪a prze-
strzeń Focka, mówmy wtedy o tzw. reprezentacji liczb obsadzeń.

ReguÃly (anty)komutacji speÃlniane przez operatory kreacji i anihilacji cz ↪a-
stek w oczywisty sposób przenosz ↪a si ↪e na (zależne od spinu) operatory pola.
ReguÃly te dla spinowych operatorów pola maj ↪a nast ↪epuj ↪ac ↪a postać (znak
” + ” odpowiada fermionom, a ”−”bozonom):

[Ψσ(r), Ψσ′(r′)]∓ = [Ψσ(r)†, Ψσ′(r′)†]∓ = 0

[Ψσ(r), Ψσ′(r′)†]∓ = δσσ′δ (r − r′) (4.5)

CaÃlkowity (niezależny od spinu) operator pola dany jest w nast
↪
epuj ↪acej

postaci spinorowej:

Ψ(r) =
∑

σ

Ψσ(r) ≡
∑

i

φi(r)

(
ai↑
ai↓

)
. (4.6)
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4.2 Rozwi ↪azanie problemu Coopera w j ↪ezyku

II kwantowania.

Opieraj ↪ac si ↪e na informacjach zawartych w poprzednim paragrafie można
hamiltonian oddziaÃluj ↪acej pary elektronów zapisać w przestrzeni p ↪edów w
nast ↪epuj ↪acej postaci:

Ĥ =
∑

kσ

εka
†
kσakσ +

∑

k,k′

V σσ′

k,k′a
†
kσa

†
−kσ′a−k′σ′ak′σ; |k|, |k′| > kF . (4.7)

Od razu zostaÃlo tutaj zaÃlożone, że rozpatrywane elektrony maj ↪a przeciwnie
skierowane p ↪edy. Natomiast przyjmuj ↪ac odpowiednio σ′ = −σ lub σ′ = σ

otrzymamy hamiltonian odpowiadaj ↪acy jednej z możliwych pary Coopera,
która może powstać.

Pierwszy wyraz w hamiltonianie opisuje swobodn ↪a propagacj ↪e elektronów
umieszczonych powyżej powierzchni Fermiego przez krysztaÃl. ZostaÃl on wy-
prowadzony przy wykorzystaniu definicji operatora jednocz ↪astkowego w II
kwantowaniu i przy wyborze operatora pola w postaci:

Ψσ(r) =
∑

k

ak,σχσ

1√
V

eikr. (4.8)

Natomiast drugi wyraz przedstawia oddziaÃlywanie. Wyraz z oddziaÃlywaniem
można wyprowadzić przy użyciu metody transformacji kanonicznej, w dru-
gim rz ↪edzie rachunku zaburzeń, prowadzonym dla hamiltonianu opisuj ↪acego
ukÃlad elektron-fonon.

Stan w przestrzeni Focka, rozpatrywanej pary elektronów, postulowany
jest w postaci:

|F 〉 =
∑

k

αka
†
kσa

†
−kσ′|0〉, (4.9)

gdzie stan |0〉 jest stanem podstawowym ukÃladu w T = 0 (wszystkie poziomy
poniżej powierzchni Fermiego s ↪a obsadzone). Oczywíscie, tak jak poprzednio,
wspóÃlczynniki αk musz ↪a speÃlniać warunek uwzgl ↪edniaj ↪acy zakaz Pauliego.
Dodatkowo normalizacja wektora stanu (〈F |F 〉 = 1) narzuca na nie warunek
postaci: ∑

k

|αk|2 = 1. (4.10)

Wykorzystuj ↪ac teraz zależności (4.7) i (4.9) możemy zbudować funkcjonaÃl
energii wedÃlug nast ↪epuj ↪acej formuÃly: E{ak, α

∗
k} = 〈F |Ĥ|F 〉. Nast ↪epnie sto-

suj ↪ac metod ↪e mnożników Lagrange’a, w której uwzgl ↪edniamy wi ↪az (4.10)
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narzucony na ukÃlad, otrzymujemy funkcjonaÃl postaci

F{αk, α
∗
k} = 〈F |Ĥ|F 〉 − λ

(
∑

k

|αk|2 − 1

)
, (4.11)

który z kolei minimalizujemy wzgl ↪edem wspóÃlczynników α∗
k

δ

δα∗
k

F{αk, α
∗
k} =

δ

δα∗
k

E{αk, α
∗
k} − λαk = 0. (4.12)

Post ↪epowanie takie prowadzi ostatecznie do równania postaci:

αk(2εk − λ) +
∑

k′

αk′Vk−k′ = 0. (4.13)

Otrzymane równanie (4.13), sprowadza si ↪e do równania (2.14) (dla EK =
0) w przypadku gdy w ukÃladzie nie wyst ↪epuje rozszczepienie masowe ∆m.
Równanie to sprowadza si ↪e również do równania (3.16) (dla EK = 0) w
przypadku ukÃladu elektronów o spinowo-zależnych masach. Przy czym w obu
tych przypadkach okazuje si ↪e że λ peÃlni rol ↪e energii wÃlasnej rozpatrywanego
ukÃladu.

Jak wi ↪ec widać, obydwa formalizmy (zarówno j ↪ezyk I jak i II kwanto-
wania) prowadz ↪a do takich samych wyników. Formalizm II kwantowania
jest jednak wygodniejszy w bardziej skomplikowanych sytuacjach. Jest też
jedynym, w którym można sformuÃlować konsekwentnie teori ↪e BCS.

4.3 Podsumowanie rozdziaÃlu.

W powyższym rozdziale przedstawione zostaÃlo, w j
↪
ezyku II kwantowania,

rozwi ↪azanie problem Coopera dla przypadku dowolnego parowania elektronów.
Rozwi ↪azanie to obejmuje parowanie zarówno singletowe jak i trypletowe.
Obejmuje ono również parowanie elektronów o spinowo-zależnych masach.

Oczywistym jest, że stosuj ↪ac formalizmy I i II kwantowania powinnísmy
otrzymać identyczne wyniki. Widać to wyraźnie gdy porównamy ze sob ↪a
równania (2.14) i (4.13) oraz równania (3.16) i (4.13). Równania te wy-
prowadzone zostaÃly odpowiednio w obu tych j ↪ezykach. Opisuj ↪a one energi ↪e
wi ↪azania pary, w ukÃladzie, w którym nie wyst ↪epuje rozszczepienie masowe
∆m oraz w ukÃladzie, w którym mamy do czynienia ze spinowo-zależnymi
masami elektronów tworz ↪acymi dan ↪a par ↪e.



RozdziaÃl 5

Podsumowanie pracy

W zaprezentowanej pracy przedstawiony zostaÃl model parowania elek-
tronów zaindukowanego oddziaÃlywaniami wymiennymi. Model taki rozpa-
trzono w dwóch przypadkach.

W pierwszym z nich, omówionym w rozdziale drugim, przedstawiono mo-
del parowania w krysztale, w którym nie istnieje wyróżniony kierunek w
przestrzeni. W rozważanym ukÃladzie mog ↪a zaistnieć dwa rodzaje parowa-
nia, a mianowicie: parowanie singletowe charakteryzuj ↪ace si ↪e liczb ↪a kwan-
tow ↪a (l = 0) oraz parowanie trypletowe scharakteryzowane liczb ↪a kwan-
tow ↪a (l = 1). PowstaÃle w takich warunkach pary Coopera, nie s ↪a opisy-
wane poprzez liczb ↪e kwantow ↪a m, tzn. liczb ↪e, która charakteryzuje rzut
wypadkowego spinu caÃlego ukÃladu na zadan ↪a oś kwantowania. Podej́scie ta-
kie wynika z faktu, iż w badanym ukÃladzie nie istnieje wyróżniony kierunek
w przestrzeni. W dalszej cz ↪eści zostaÃly wyznaczone analitycznie zależności
opisuj ↪ace zarówno energi ↪e wi ↪azania jak również rozmiar par, które mog ↪a po-
wstać w takim ukÃladzie. Z otrzymanych zależności wypÃlywaj ↪a trzy ważne
wnioski. Pierwszy z nich jest taki, że pary Coopera tworz ↪a si ↪e najcz ↪eściej,
wtedy gdy, energia środka masy elektronów tworz ↪acych tak ↪a par ↪e jest równa
zeru (EK = 0). Drugi mówi, że rozmiar powstaÃlej pary Coopera jest od-
wrotnie proporcjonalny do pierwiastka kwadratowego z jej energii wi ↪azania
(ξl ∼ 1√

∆l
). Natomiast trzeci, to fakt, iż obydwa rodzaje par, jakie mog ↪a

powstać w rozważanym ukÃladzie, to pary bezpr ↪adowe.
Z kolei, w drugim z omawianych modeli, który opisany jest w rozdziale

trzecim, przedstawiona zostaÃla pojedyncza para Coopera o efektywnych ma-
sach tworz ↪acych j ↪a elektronów, zależnych od kierunków spinów wynikaj ↪acych
z oddziaÃlywania kulombowskiego mi ↪edzy nimi. W rozważanym ukÃladzie
mog ↪a wyst ↪apić również dwa rodzaje par. Jednakże, tym razem, w odróżnieniu
od przypadku dyskutowanego poprzednio, musimy do opisu powstaÃlych par
Coopera użyć liczby kwantowej m. Jest to podyktowane faktem zÃlamania
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symetrii badanego ukÃladu, które objawia si ↪e w postaci zależności masy elek-
tronów od rzutów ich spinów na zadan ↪a oś kwantowania. Pary jakie mog ↪a
powstac w rozpatrywanym ukÃladzie to: para singletowa scharakteryzowana
liczbami kwantowymi (l = 0, m = 0) oraz para trypletowa, któr ↪a charakte-
ryzuj ↪a nast

↪
epuj ↪ace liczby kwantowe (l = 0, m = 0). Na pozór zadziwiaj ↪acy

jest fakt, że w ukÃladzie tym nie wyst
↪
epuj ↪a trypletowe pary Coopera opisane

liczbami kwantowymi: (l = 1, m = −1) oraz (l = 1, m = 1). Jednak, po
gÃl ↪ebszej analizie tego problemu, powyższy wniosek jest wr ↪ecz naturalny i nie
ma w nim nic zadziwiaj ↪acego. Jest on bowiem nieuniknion ↪a konsekwencj ↪a
zÃlamania symetrii rozważanego ukÃladu i wynika z rozróżnialności cz ↪astek,
gdyż: m↑ 6= m↓.

Podobnie jak poprzednio, również i tym razem zostaÃly wyznaczone ana-
litycznie zależności opisuj ↪ace energi ↪e wi ↪azania oraz rozmiar powstaÃlych w
takich warunkach par Coopera. Wnioski wynikaj ↪ace z tych zależności, które
dotycz ↪a energii wi ↪azania oraz rozmiaru badanych par s ↪a prawie takie same
jak odpowiadaj ↪ace im wnioski, które otrzymane zostaÃly w poprzednim przy-
padku. Różnica, która mi

↪
edzy nimi wyst

↪
epuje, przejawia si

↪
e w przypadku

parowania singletowego i polega na tym, że energia wi ↪azania singletowej pary
Coopera zależy od wielkości rozszczepienia masowego ∆m, które wyst ↪epuje
pomi ↪edzy elektronami tworz ↪acymi tak ↪a par ↪e. Z analizy zależności opisuj ↪acej
energi ↪e wi ↪azania tej pary wynika wniosek, że im wi ↪eksze ∆m dla tej pary,
tym sÃlabsze jest jej wi ↪azanie. Natomiast, jeżeli chodzi o to, czy rozpatrywane
pary s ↪a bezpr ↪adowe czy też nie, to sprawa ta przedstawia si ↪e nieco inaczej,
niż w poprzednio omawianym przypadku. A mianowicie, snigletowa para,
nie jest tak, jak poprzednio, par ↪a bezpr ↪adow ↪a, tylko niesie pr ↪ad elektryczny.
Fakt ten jest konsekwencj ↪a wyst ↪epowania w ukÃladzie spinowo-zależnych mas
elektronów tworz ↪acych t ↪a par

↪
e. Natomiast jeżeli chodzi o przypadek pary try-

pletowej, to tym razem, podobnie jak poprzednio, jest ona par ↪a bezpr ↪adow ↪a.
Omawiany powyżej model parowania elektronów o spinowo-zależnych ma-

sach redukuje si ↪e w szczególnym przypadku do rozważanego poprzednio mo-
delu, jeżeli tylko przyj ↪ać, że efektywne masy obu elektronów tworz ↪acych dan ↪a
par ↪e Coopera s ↪a zawsze sobie równe (tzn. nie istnieje rozszczepienie masowe
∆m)

W czwartym rozdziale tej pracy, w bardzo krótkiej formie zostaÃly omówio-
ne wszystkie powyższe problemy w j ↪ezyku II kwantowania. Otrzymane wnio-
ski po zastosowaniu tego formalizmu s ↪a takie same jak te, które zostaÃly otrzy-
mane w j ↪ezyku I kwantowania. Nic w tym dziwnego, ponieważ jak wiadomo
obydwa te formalizmy s ↪a równoważne.
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