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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Wprowadzenie.

Zjawisko nadprzewodnictwa zostalo odkryte w 1911 r. przez H. Kamerlinga
Onnesa [2]. Zaobserwowal on gwaltowny spadek do zera oporu w prébce
rteci, ktéra schlodzono ponizej temperatury 4,2 K. Druga podstawowa ce-
cha stanu nadprzewodzacego, a mianowicie idealny diamagnetyzm, zostala
odkryta w 1933 r. przez Meissnera i Ochsenfelda. Zaobserwowane wiasnosci
nowoodkrytych materialow otwieraty przed nimi szeroki zakres zastosowan.
Powaznym ograniczeniem pierwszych nadprzewodnikéw byty: maty prad kry-
tyczny, niskie krytyczne pole magnetyczne H¢ niszcace nadprzewodnictwo a
takze niska temperatura przejscia w stan nadprzewodzacy. Niezbedne zatem
stato sie teoretyczne wyjasnienie nowo odkrytego zjawiska, bowiem zrozu-
mienie go moglo pomdéc w przezwyciezeniu ograniczen wystepujacych dla
pierwszych odkrytych nadprzewodnikéw.

Pierwszym modelem, ktéry w prosty sposéb tlumaczyl efekt Meissnera-
Ochsenfelda, byl model ”dwucieczowy”, zaproponowany przez braci Lon-
donéw w 1934 r. Postulowali oni istnienie w nadprzewodniku dwéch rodzajow
elektronow, tzw. sktadowej normalnej i nadcieklej; przy czym ta nadciekta
odpowiadala za bezoporowy przeplyw pradu. Juz tak proste zalozenie po-
zwolilo przewidzie¢ istnienie glebokosci wnikania A, na ktora nastepuje pe-
netracja probki przez natezenie pola magnetycznego H.

W 1950 r. Ginzburg i Landau podali fenomenologiczna (makroskopowa)
teorie nadprzewodnictwa. W swym podejsciu wykorzystali teorie Landaua
dotyczaca przejs¢ fazowych II rodzaju, w ktérej wprowadza sie modyfikacje
energii swobodnej Helmholtza o sktadniki zawierajace parametr porzadku.
Teoria ta okazata sie niezwykle trafna i umozliwita przewidzenie wielu dal-
szych wtasnosci nadprzewodnikow, zwlaszcza przy obecnosci pola magne-
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tycznego, m.in. odkrytych (teoretycznie) przez Abrikosova w 1957 r. nad-
przewodnikéw II rodzaju. W materiatach tych strumien pola magnetycznego
powyzej wartosci krytycznej natezenia pola magnetycznego H = H,, wnika
do wnetrza probki w postaci wirdw.

Pomimo sukcesow, przedstawione teorie mialy jedna zasadnicza wade:
nie dawaly wyjasnienia zjawiska nadprzewodnictwa na poziomie mikrosko-
powym. Ciagle nie znana byla przyczyna tak ”dziwnego” zachowania si¢
elektronéw w tych materialach.

Pierwsza mikroskopowa teoria nadprzewodnictwa zostata przedstawiona
w 1957 r. przez Bardeena, Coopera i Schriefera - jest to tzw. teoria BCS. Klu-
czem do jej sformulowania stalo sie rozwiazanie tzw. ”problemu Coopera” [6].
Rozwiazanie to przewidywalo efekt taczenia sie pojedynczych elektronow w
metalu w stany zwiazane par (tzw. pary Coopera) na skutek przyciagajacego
efektywnego oddzialywania miedzy nimi. W spektrum wzbudzen elektrono-
wych ukladu wystepuje wtedy przerwa energetyczna, oddzielajaca stan pod-
stawowy od stanu rozerwanej pary elektronéw. W rzeczywistym materiale
nadprzewodzacym elektrony paruja sie (przy czym jeden elektron jest spa-
rowany z wieloma innymi) i ponizej temperatury krytycznej T = Ty pary
elektronéow kondensuja w silnie skorelowany kondensat par, ktére poruszaja
sie poprzez uklad bezoporowo.

Teoria BCS opisuje doskonale klasyczne materialy nadprzewodzace zwane
nadprzewodnikami I rodzaju. W jej ramach mozna obliczy¢ wiele uzytecznych
wlasnosci Scisle zgadzajacych sie z do$wiadczeniem. Jednakze nie sprawdza
sie ona w przypadku odkrytych w 1986 r. przez G. Bednorza i K. Miillera
[9] nadprzewodnikéw wysokotemperaturowych. Zjawiska zachodzace w tych
materialach prébuje sie opisa¢ poprzez réznorodne modyfikacje teorii BCS,
lub tez przez zupelie nowe podejscie teoretyczne. Pomimo wszelkich do-
tychczasowych staran, jednolita teoria nadprzewodnictwa wysokotemperatu-
rowego nie zostala jeszcze stworzona. Podobnie ma sie sytuacja z nadprze-
wodnictwem w materiatach takich jak uktady ciezkich fermionéw (CeCusySis,
U Beys, itd.) czy metale organiczne.
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1.2 Uwaga metodologiczna.

Oddzialywanie wymienne charakteryzuje si¢ zaleznoscia od iloczynu skalar-
nego spinéw S, - Sg, gdzie S, oraz Sz sa operatorami spinu wyrazonymi w
reprezentacji fermionowej, np.

Se= (55 Sy, S2)=(alaay, aljaar, 3(aliaar —aljaa)) ).

W ogdélnosci zatem bedziemy rozwazaé potencjal parujacy w I kwantowaniu
jako zalezny od cos,./, gdzie 0, jest katem wzglednym pomiedzy spinami w
stanach |a)|a/). Sprawa ma sie troche inaczej jezeli uzywamy reprezentacji 11
kwantowania. Scis’lej mowiac, parowanie elektronow ze spinami réwnoleglymi
wymaga ze wzgledu na zakaz Pauliego nietrywialnego charakteru potencjatu
parowania. A to zwykle oznacza, ze funkcje falowe pary musza zawieraé
sktadowe z niezerowym momentem pedu, co w konsekwencji prowadzi do
nietrywialnej zaleznosci katowej i to zaréwno potencjalu parujacego jak i
wynikajacych z niego funkcji falowych. W tej pracy bedziemy wiec zatem
rozwija¢ w harmoniki sferyczne funkcje falowe przy potencjale rozwijanym w
odpowiadajace im funkcje Legendre’a.
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1.3 Cel pracy.

Celem niniejszej pracy jest zbadanie mechanizmu tworzenia sie stanu zwiazane-
go dwéch elektronéw zaindukowanego oddzialywaniami wymiennymi. Jak
juz to powiedzieliSmy wyzej, takie oddzialywanie zalezy w sposob nietry-
wialny od kata jaki tworza miedzy soba spiny elektronéw. Prowadzi¢ to
powinno do nietrywialnego stanu spinowego czastek w stanie zwiazanym.

Rozdzial pierwszy zawiera krotka historie nadprzewodnictwa. W roz-
dziale drugim rozwazamy mechanizm ogdlnego parowania dwdéch elektronow
zaindukowanego oddzialywaniami wymiennymi. Rozdzial trzeci poswiecony
zostal parowaniu dwoch elektronéw, ktorych masa dodatkowo zalezna jest od
rzutéw ich spinéw na zadana os kwantyzacji (czyli od liczby kwantowej "m”).
Problem oméwiony w tym rozdziale moze wydawaé sie bardzo abstrakcyjny
i oderwany od rzeczywistosci. Jednakze, jak pokazane zostalo w pracach [4]
i [5], istnieja uklady ze zniesiona degeneracja spinowa elektronéw, w ktérych
na skutek oddzialywania kulombowskiego typu Hubbarda masa efektywna
elektronow zalezna jest od orientacji ich spinéw.

W rozdziale czwartym w zwiezly sposob zostaly przedstawione w jezyku
IT kwantowania problemy oméwione w rozdzialach poprzednich.

Potaczenie powyzszych rozwazan w jednolity formalizm pozwoli na stwo-
rzenie ogélnego modelu parowania elektronow zaindukowanego oddzialywania-
mi wymiennymi.



Rozdzial 2

Ogodlne sformulowanie
problemu Coopera

2.1 Wprowadzenie.

W tym rozdziale rozwazamy pojedyncza pare elektronow znajdujacych sie
na lub powyzej powierzchni Fermiego i oddziatlujacych ze soba stabym po-
tencjalem przyciagajacym. O spinie wypadkowym stanéw pary nie bedziemy
nic zaktada¢. W tym przypadku zaistnie¢ moga dwie mozliwosci parowania.

Pierwsza to taka, w ktorej rozpatrywane elektrony maja antyrownolegte
(przeciwne) spiny. Taka pare elektronéw nazywamy para singletowa, zas
samo parowanie okresla sie mianem singletowego.

Druga z tych mozliwosci to taka, w ktorej rozpatrywane elektrony maja
rownolegle spiny. Taka pare elektronéw nazywamy para trypletowa, a samo
parowanie okresla sie jako trypletowe.

Oddziatywanie pomiedzy elektronami wewnatrz kuli Fermiego a opisy-
wana para elektronéw jest na tyle stabe, ze mozemy je zaniedbaé¢ (méwimy
wtedy, ze pojedyncza para Coopera nie jest w stanie wzburzy¢ spokojnego
morza Fermiego). Scis’lej mowiac, opisujemy elektrony w poblizu powierzchni
Fermiego jako niezalezne kwaziczastki charakteryzujace elektronowa ciecz
Fermiego-Landaua. Z powodu podobienstw zjawiska nadprzewodnictwa w
roznych materialach zakladamy, ze szczegoéty ich struktury elektronowej i
krystalicznej nie maja wplywu na jakosciowe zrozumienie stanu nadprze-
wodzacego. Stad tez zamiast periodycznego potencjalu pochodzacego od
sieci krystalicznej jonéw, wprowadza sie pudlo o objetosci V, a efekty tych
oddziatywan kulombowskich a takze oddzialywanie odpychajace miedzy elek-
tronami, zawarte sa w masie efektywnej kwaziczastek.
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2.2 Rozwiazanie problemu.

2.2.1 Gestos$¢ stanéw, energia Fermiego i stacjonarne
réwnanie Schrodingera.

Przy periodycznych warunkach brzegowych, stany energetyczne elektronéw
w pudle potencjalu opisywane sa niezaburzona funkcja falowa [2] postaci:

1 .
U, (r) = ——e'knT, 2.1
(r) N7 (2.1)
oraz energia:
hk,”
by, = 2.2
kn 2m ? ( )
gdzie wartos$ci wektora falowego przyjmuja dyskretne wartosci:
2
k, = —Z[nl,ng,ng], oraz  ni,ng,n3 € 7, (2.3)

3

natomiast m jest masa efektywna elektronu w takim osrodku.

Ze wzgledu na degeneracje spinowa kazdy stan moze by¢ obsadzony dwu-
krotnie. Dla T = 0 wszystkie poziomy energetyczne, az do poziomu od-
powiadajacego energii Fermiego Fp = h%fz (zgodnie z zasada Pauliego),
sa zapelione. Oznacza to, ze w przestrzeni pedow wszystkie stany pedowe
wewnatrz kuli Fermiego o promieniu kp (wektor falowy Fermiego) sa obsa-
dzone. W pracy tej uzywamy wymiennie pojecia wektora falowego k i pedu
p = hk, nawet bez pisania i w tym drugim przypadku.

Dla N elektronéow w uktadzie mozna tatwo znalez¢ wyrazenie na kp :

N
I{ZF == (37T2v>
Natomiast gestos¢ standéw w takim ukladzie o objetosci V' dana jest wtedy
zaleznoscia:

W=

. (2.4)

o(E) (@m)t s (2.5)

T on23
Reguta Pauliego oraz brak zalozen dotyczacych spinéw, rozwazanych elek-
tronéw, prwadza do wniosku, ze czesé przestrzenna funkceji falowej takiej pary
w przypadku swobodnych czastek (bez oddzialywania) jest nastepujaca:

U(ry,re) = ek gikaTa dla pary singletowej,

U(ry,re) = %[eikl'rl elkarz _ glliTzeikeTi] - (lg pary trypletowe;.

(2.6)
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Przedstawione powyzej zaleznosci wynikaja z nastepujacego rozumowa-
nia. Funkcja falowa ukladu N fermionow jest antysymetryczna, co wiadomo
z [1]. Dodatkowo wiemy, ze cze$¢ spinowa tej funkcji falowej jest odpowied-
nio: antysymetryczna dla singletu (spiny antyréwnolegle) i symetryczna w
przypadku trypletu (spiny réwnolegle). Wiec aby zachowaé antysymetrie
catkowitej funkcji falowej ukladu, ktéra jest iloczynem swej czedci spinowej
i przestrzennej, musimy przyja¢ jako zaleznosci okreslajace odpowiednio jej
czesci przestrzenne, funkcje dane w powyzszym uktadzie.

W wyniku oddzialywania elektronéw, ktére prowadzi do ich wzajemnego
rozpraszania, pedy ki i ko przestaja by¢ dobrymi liczbami kwantowymi.
Oznacza to, ze jako funkcje falowa uktadu przyjmujemy superpozycje funkeji
falowych danych réwnaniem (2.1), w postaci:

1 ) .
\I/(I‘l,r2) _ XU1,02V Z akl,kzelkl.rle’tkz'rz’ (27)

k1,ka

gdzie we wspdélezynnikach ay, ik, kryje sie symetria (antysymetria) przestrzen-
nej czesci funkcji falowej, natomiast x,,,, jest spinowa czescia rozpatrywanej
funkcji falowej.

Poniewaz wszystkie stany ponizej poziomu Fermiego sa obsadzone, mu-
simy narzuci¢ na wspélczynniki ay,x, warunek uwzgledniajacy zakaz Pau-
liego:

Uk ko — 0 dla!k1|, |k2| S k’F (28)

Stacjonarne réwnanie Schrodingera dla pojedynczej pary w rozpatrywa-
nym przypadku ma postac:
R _, R _,
——Vi ——V V(ry,re)| ¥(ry,ro) = EV(ry,ra). 2.9
o VT T 9 w2 T V(r1,r2)| U(ry,r2) (re,r2) (2.9)
Opisuje ono problem dwoch cial o jednakowych masach m; = my = m i
energii potencjalnej wzajemnego oddziatywania V(ry, ry).
Po transformacji zaréwno funkcji falowej jak i réwnania Schrodingera do
wspéhrzednych $rodka masy (K,R) oraz wspélrzednych wzglednych (k,r)
zdefiniowanych odpowiednio w postaci:

R:rlJer‘z
K:k1+k1 ’

oraz

{I':]f'l—rl
_ ki-ks >
k = 2
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oraz przy dodatkowym zalozeniu, ze potencjat oddzialywania zalezy jedynie
od wzglednej odleglosci elektronéw V(rq,ra) = V(|r|) = V(r) otrzymujemy
zaréwno funkcje falowa w postaci

1 K- ik-r
U(ry,rp) = Xov0:77 Z ax ke ERe™T, (2.10)
K.k

jak i stacjonarne réwnanie Schrodingera typu

h? h
__VQR —

2
1 . .
™ V24 V(r)— E] — § ax ke Re®*T =0, (2.11)

m \%4
K.k

w ktorym oczywiscie nie wystepuje spinowa czesé¢ funkcji falowej. Poniewaz
wystepowata po obu stronach réwnania i zaden z operatorow na nia nie
dziatal wie mozna bylo ja opuscié.

W nastepnym kroku nalezy pomnozy¢ otrzymane rownanie lewostron-
nie przez: e "ERe~T a nastepnie obie strony tego réwnania wycatkowaé
wzgledem d®R i d3r. W wyniku takiego postepowania otrzymujemy réwnanie:

RPK?  h2k?
E (S(K — K/) |:5(k, k/)CLK,k ( +— - E) + aK,kak/:| = 0, (212)
4m m
Kk
gdzie: Vicw = 2 [dPr e TV (r)e®r. Widaé, ze cale réwnanie jest

mnozone przez 6 (K—K'), co oznacza, ze ped srodka masy jest w tym uktadzie
wielkoscia zachowana, jak powinno by¢, gdyz oddzialywanie wzajemne moze
jedynie zmieni¢ ped wzgledny. Z tego tez wzgledu wspdtczynniki aky, ktoére
wprowadzaja oddzialywanie do funkcji falowej, beda w dalszej czesci numero-
wane tylko indeksem k. Zatem, réwnanie na energie wlasna uktadu przybiera
teraz postac:

h2K2 h2k12
/ - F Vi =0 2.13
ak ( T + - )‘*‘;ak k—k ( )

i prowadzi ono do nastepujacego rownania

1
= e 2.14
T EK) +2EK)-E zk: Vi 214)

gdzie: E(K) = BE? et energia ruchu érodka masy, 2E(k) = % jest

am
energia ruchu wzglednego nie oddziatujacych elektronéw, natomiast E jest

energia stanu zwiazanego pary elektronow.
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Poniewaz |ay|? jest miara prawdopodobienstwa zaistnienia pary Coopera
w stanie |k) wiec oczywistym jest, ze najwieksze prawdopodobienistwo po-
wstania pary Coopera jest wtedy gdy: Vk € (kp, kq) : |ax| przyjmuje warto$é
maksymalna, (oczywiscie nalezy pamietaé, ze Y, |ax|? jest réwne jednosei),
co z kolei pociaga za soba warunek: FE(K) = 0. Dla pedu srodka masy
rownego zeru, energia wiazania osiaga wartos¢ maksymalna. Takie zalozenie
oznacza, ze w stanie podstawowym para Coopera (zaréwno singletowa jak i
trypletowa) nie niesie ze soba pradu elektrycznego (warunek k+k’ = 0 ozna-
cza k' = —k, a to przy zalozeniu, ze masy obydwu elektronéw tworzacych
pare sa rowne daje otrzymany rezultat).

Energie wiazania pary Coopera, definiujemy w nastepujacy sposéb:

E = Fx + 2Ep — A, (2.15)

gdzie zalozylismy, ze E (k) = Ep
Uwzgledniajac w (2.14) zaleznosé (2.15) otrzymujemy:

—1
— . 2.1
ay NEW) = Bn] £ A ;aka k (2.16)

Powyzsze rownanie jest punktem wyjscia do dalszych rozwazan dotyczacych
par Coopera.

2.2.2 Energia wiazania i potencjal parujacy w prze-
strzeni pedow.

Aby mozna byto kontynuowaé¢ rozpoczete rachunki nalezy powiedzie¢ czym
tak naprawde sa wspotczynniki ay oraz jaka posta¢ w przestrzeni pedéw ma
potencjal parujacy Vi .

Potencjal parujacy w przestrzeni pedéw w ogdlnym przypadku zalezy od
wartosci obu wektoréw k, k’ oraz od kata wzglednego miedzy nimi (oznaczmy
go przez 0~) Moglibysmy zatem zapisa¢ nasz potencjal w bazie ortonor-
malnych stowarzyszonych funkcji Legendre’a P". Jednakze w krysztale, w
ktérym rozwazamy pojedyncza pare Coopera, nie istnieje wyrézniony kieru-
nek w przestrzeni. Zatem wartos¢ liczby kwantowej m nie bedzie odgrywac
tutaj roli. Warunek ten pozwala nam zapisa¢ rozpatrywany potencjal w bazie
ortonormalnych wielomianéw Legendre’a

P = La_l(xz —1)!

2l 9!

wzgledem zmiennej x = cosf = k- k'. W zaleznosci POWYZSZ€] kik' sa
wersorami odpowiednio w kierunkach wektora k i k/, natomiast € jest katem
wzglednym miedzy tymi wektorami.
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Wspodlezynniki ay zapiszemy w bazie ortonormalnych harmonik sferycz-
nych Yy, (0, ), ktére zdefiniowane sa poprzez zaleznosc:

Y/™(0, ) = 4/ St B (cost)e ™.

gdzie: 01 ¢ sa wspotrzednymi wektora k, w sferycznym ukladzie wspotrze-
dnych, wprowadzonym w przestrzeni pedow, w ktorym wektor ten ma nastepu-
jaca postac:
k, = ksinf cos ¢
k, = ksinfsin ¢ (2.17)
k., = kcos®,

natomiast element ¢ zdefiniowany jest nastepujaco:

D)™, dlam > 0;
°7 1, dla m < 0.

Uktlad tych funkcji, (harmonik sferycznych), jest uktadem zupelnym, ozna-
cza to, ze zachodzi nastepujaca relacja:

D Y (0.0 Yin(0,0) = 5(0 — 6")6( — ). (2.18)

Ostatecznie wiec mamy:

20+ 1 ~
View = — |;~/ 5 Py(cos O)vy(k, k)|, (2.19)
oraz
ax = Zalmal(k)yim(ea QO), (220)
lm
gdzie: k = |k|, liczby a;,,, sa wspélezynnikami rozwiniecia, 6 jest katem

pomiedzy wektorami k i k/. Natomiast modul, zapewnia ujemna wartosé
potencjatu, co odpowiada parowaniu sie elektronow.

Rozpatrywana para ma ustalona warto$¢ liczby [ (tutaj [ = 0 lub [ =
1), wiec dla tej wlasnie wartosci [ element v; jest nie zerowy, a dla innych
wartosci | przyjmuje warto$é zero. Warunek ten (narzucony przez fizyke
rozpatrywanego problemu) pozwala nam na opuszczenie sumowania po [, co
tez w rezultacie prowadzi do réwnania postaci:

21 . L By (cos ) ui(k, ). (2.21)

Viw = —
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Przyjmujac upraszczajace zalozenie, ze rozwazane elektrony oddzialuja miedzy
soba tylko w waskim przedziale wartosci energii powyzej powierzchni Fer-
miego, mozemy element v; przyblizy¢ wyrazeniem:

(k, k') = v, = const(k, k) dla kp < k, k' < k,
VI ) = 0 w pozostatych przypadkach

gdzie k, jest wartoscia pedu z zatozenia niewiele wieksza od kp. Oznacza to,
ze przyciagajace oddzialywanie miedzy elektronami jest mate w poréwnaniu
z energia Fermiego (jest to granica stabego sprzezenia, ktéra stanowi takze
gléwne zalozenie teorii BCS).

Roéwnanie (2.16) przybiera wtedy postaé:

1 /21 +1 -
W = 2EK) — Ex + A ;ak 5 Pi(cos 8)|vy]. (2.22)

Uwzgledniajac we wzorze (2.22) zaleznosé (2.20) otrzymujemy:

) (K )Y (¢ /)—Ekl,m, A v Pi(cost)avmap (k) Yo (8, 0)
e (K Yo (6, ') = 2(E(K) — Er] + A '

U'm/

(2.23)
Réwnanie powyzsze mozna nazwaé¢ uogélnionym rownaniem Coopera.
Przenoszac wszystkie wyrazy tego réwnania na jedna strone otrzymujemy
réwnanie postaci:

Z (K'Y (0, ¢ S \) 25 [l Pi(cosO) arap () Yir (6, ) =0
Ay Qpr ) l’m’( 790) Q[E(k/) - EF] + A N

U'm/
(2.24)

z ktoérego wynika nastepujacy ukiad:

Zk 2ITJrl|Ul|Pl(0059~)al’m’al’ (k)YZ/m’ (97 90)
2[E(k') — Ep] + A ’
(2.25)
Nastepnie wykorzystujac znana regute dla uktadéw o rozmiarach makro,
pozwalajaca na zamienie sumy po stanach pedowych na calke po objetosci
w przestrzeni pedéw, postaci:

> ):2%/( )3k, (2.26)

\V/l/, m/ . al/(k/)Yl/m,(Q’, gp/) =
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otrzymujemy:

VI,m! ap (K )Y (0, ¢") =

oV 1/21—;F1|vl| fd?’k:Pl(cosé)al/m/ay(k)Yl'm/(@a ©)
((277_)3) 2[E<k/) _ EF} + A . (2.27)

Po przejéciu do wspdhrzednych sferycznych w przestrzeni k, rozpatrywany
uktad przybiera nastepujaca postac:

VU ,m' ap (K )Y (0, ¢") =

2V ap (k)k*dk' /25+1 .
((27r)3> 2[Ef( : — Er]+ A |Ul|/Pl (c050)Yirm (8, ) sinfdfdy

(2.28)
Po obustronnym wymnozeniu kazdego z rownan stanowiacych nasz uktad
przez (k')?, i wycatkowaniu obydwu stron kazdego z nich po sktadowe]j prze-
strzennej wektora k’, otrzymujemy uklad postaci:

VU Y (0, ') [ ap (k) (K)2dk =

2V (k?/)Z fal/(k?)k?de? ’ 2l + 1 ~ X
ey Py(cos0) Y, (0. 0)sindfd
((27‘(’)3> /2[E(k/)—EF]+A 2 ’UZ|/ I(COS ) l ( gp)sm 2
(2.29)
Nastepnie uwzglednieniajac fakt, ze [ay(K)k?dk" = [ap(k)k*dk 1 jest

to wartos¢ skonczona, rozpatrywany ukiad przechodzi w uklad postaci:

W’,m’ : Yilm/(el, (,0’) =

o1 L;ld/{,(% + 1)’1}[‘ f PZ(COSé)YE/m’(e, gp) sin Gdedgo
(27T)3 / Q[E(k’) — EF] + A

Nastepnie mnozac obydwie strony kazdego réwnania ostatniego uktadu
przez Y\ (0", ¢"), otrzymujemy:

(K)2dk'. (2.30)

VI, m' Yy (0", ") Y (0", @) =

2V - 2Ly |k o |
(271')3 /(k) Q[E(k/) _ EF] +A /-PZ(COS@>}/l/m/(9 , P ))/l’m’(67§0)31n6d0dg0
(2.31)
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Teraz obustronnie zsumujemy po !’ i m' réwnania otrzymanego uktadu,
co w rezultacie da nam rownanie postaci:

2t Yt (07, ") Y (0, ') =

2V (K)* %M‘dk, P 0 YV (0" oY (0 mbdid

((27T)3> / Q[E(k/) — EF] + A Z(COS >% ’m’( y P ) l’m’( ,QO)SZTZ ©,
(2.32)

ktére po uwzglednieniu warunku zupelnosci harmonik sferycznych, przecho-

dzi w réwnanie

5(0// _ 0/)5(S0” _ (p/) —

(K)2 /252 oy | k! )
((227rv>) / B~ B & | Pcosiys(e” - 0)3(s" ~ p)sinbasa.
(2.33)

W ostatnim kroku nalezy wykonaé¢ obustronnie nastepujaca operacje:

hm(a”ﬁel),(tp”ﬁgﬁ’) f ()delld(p// :

ktora to, po zamianie kolejnoscia wykonania granicy i calek po prawej stronie
rownania, prowadzi nas do wyniku:

v\ O
((27T>3>/Q[E(k’)—EF]+A/B(1)Szn€ do'dy’ = 1. (2.34)

Powyzsze rownanie bardzo tatwo wyrazi¢ poprzez gestos¢ stanow, co tez zo-
stato uczynione ponizej.

/Ea PO e 2 , (2.35)

_de =
Br (€—€r)+ 5 211y | By(1)

gdzie: F, okresla gérna granice istotnego przedziatu energii ze wzgledu na
procesy rozpraszania, natomiast P;(1) dane jest jako:
. 1 d o, l

i dla interesujacych nas przypadkéw (tzn. [ =0 lub [ = 1) wynosi:

Py(1) = P(1) =1 (2.37)
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Zauwazmy, ze E, ~ E; (granica sltabego sprzezenia) oraz oddzialywanie pa-
rujace stanowi bardzo mala energie w poréwnaniu z istotna zmiennoscia
energii kinetycznej czastek, co sprawia, ze p(e) nie zmienia sie istotnie w
przedziale [Ep, E,]. 7 powyzszych wnioskéw wynika, ze gestosé stanéw
wystepujaca w (2.35) moze zostaé przyblizona przez gestosé stanéw odpowia-
dajaca energii Fermiego, tzn. p(e) = p(ep). Tak wiec teraz mozna wyznaczy¢
energie wiazania elektronéw w pare Coopera jako:

Ea_EF

— 5
eXp(p(Em/L;w

Ograniczenie energetyczne EFrp < € < E, wynika z faktu, ze efektywne od-
dzialywanie parujace spowodowane jest np. przez fonony, czyli skwantowane
drgania sieci krystalicznej. Maksymalna czesto$¢ tych drgan okresla czestosé
Debye’a wp a odpowiadajaca jej energia hwp okresla maksymalna dawke
energii, jaka elektrony moga wymienia¢ miedzy soba w procesie rozpraszania
prowadzacym do parowania. Mozemy zatem napisa¢: E, — Er ~ hwp, co
prowadzi do zaleznosci:

A =2 (2.38)

)1

A = 2hwp = Ui peEr Tl (2.39)

2 \_
exp(p(EF)\/%TWH)

Formuta (2.39) wyraza zalezno$¢ energii wiazania rozpatrywanej pary elek-
tronéw, w funkcji wartosci gestosci stanéw odpowiadajacej energii Fermiego.
Bardzo tatwo mozna ten wzor przeksztalcié, tak aby A; zalezna byla od pedu
Fermiego, co tez pokazano ponizej:

A = b - ~ Qi pe VeV Tl (2.40)

eXp(mGF\/%wl\

W powyzszej zaleznosci V' oznacz objetos¢ uktadu.

Przyblizone réwnosci w (2.39) i (2.40) wynikaja z zalozZenia, ze w rozpatry-
wanych przypadkach (tzn. [ = 0 lub [ = 1) zachodzi zaleznosé: vip(Er) < 1.
Warunek ten oznacza, ze jesli oznaczymy przez AFE przedzial energii przy-
padajacy na jeden niezaburzony stan kwantowy, to v; < AFE. To wlasnie
oznacza przyblizenie stabego sprzezenia.

Ponizsze zwiaki:

Apy x § ~ h,
Al ~ (A41:rlL)27
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pozwalaja w tatwy sposéb oszacowac¢ sredni rozmiar pojedynczej pary Co-
opera, ktéry wynosi:
_h
&= SNV

gdzie, energia wiazania A; dana jest réwnaniami (2.38), (2.39) i (2.40).

Przyjmujac w otrzymanych zaleznosciach [ = 0, otrzymujemy wyniki dla
parowania singletowego. Jezeli za$ przyjmiemy [ = 1, to otrzymamy wyniki
dla trypletowego parowania elektronéw zaindukowanego oddziatywaniami wy-
miennymi. Przede wszystkim interesujace dla ans sa zaleznosci opisujace
energie wiazania powstalej pary Coopera, ktére w tym wypadku dane sa
odpowiednio dla singletu i trypletu w postaci:

(2.41)

2h e
M= b = iz e EFV 3l (2.42)
exX —_—) —
P B /Tl
2h =
Ay = “D ~ 2heope?EOV Fl (2.43)

2
exp(ﬂ(EF)\/glvl\)

Dodatkowo, wstawiajac (2.42) lub (2.43) do (2.41), otrzymamy wzory okreslaja-
ce $redni szacowany rozmiar powstalej pary, ktore dane sa odpowiednio dla
singletu i trypletu w postaci:

h 1
§o = €Xp ’ (244>
Sm@n -\ pler)y/ Sl
oraz
h
& = (2.45)

1
3 exp .
m@D 7\ plep)y/f3lul

Szacowany rozmiar singletowej pary Coopera (co jest podane w [3]), wy-
nosi:

&0 =~ 1000[A].

Wnhiosek jaki mozemy wyciagnac z tego wyniku jest taki, ze w realnym mate-
riale nadprzewodzacym wystepuje réwnoczesne przekrywanie sie funkeji falo-
wych ogromnej liczby par Coopera. Jest tak dlatego, ze odlegtosé klasyczna
miedzy elektronami w metalu wynosi d.. = (%)% ~ 1A. Mamy wiec wtedy
do czynienia z problemem wielu cial, a do jego rozwiazania trzeba uciec sie do
metod stosowanych w takich wypadkach. Zajmuje si¢ tym oczywiscie teoria
BCS, ktorej fundamentalnym zatozeniem jest to, iz pojedyncza para porusza

si¢ w srednim polu wszystkich innych par w ukladzie.
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2.3 Podsumowanie rozdziatu.

W rozdziale niniejszym przeanalizowano ogélny mechanizm parowania elek-
tronow zachodzacego w kanale o okreslonym [. 7Z przedstawionego modelu,
wynikaja zaleznosci opisujace energie i rozmiar zaréwno singletowej, jak i
trpletowej pary Coopera.

Wartym uwagi jest fakt, ze w stanie podstawowym zaréwno singletowa jak
i trypletowa para Coopera nie niosa ze soba pradu elektrycznego (przypadek
par bezpradowych), co jak tatwo sie domysli¢, ulegnie zmianie, gdy taka para
znajdzie sia w polu elektrycznym lub magnetycznym.

Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze jezeli potencjal parujacy w przypadku
parowania singletowego, przyjmiemy tak jak w oryginalnym podejsciu Co-
opera [3] i oznaczymy go jako Uy to zachodzi wtedy: vy = %Uo, gdzie vy jest
odpowiednim wspétczynnikiem rozwiniecia potencjatu Vi w bazie ortonor-
malnych wielomianéw Legendre’a.

W obu przedstawionych przypadkach parowania mozna dodatkowo rozwa-
za¢ uklady z efektywna masa elektronéw zaleza od kierunku spinu, co (dla
przypadku parowania singletowego) zostalo pokazane w pracy [3].

Wspomniane powyzej zagadnienie, jest przedmiotem badan przeprowa-
dzonych w nastepnym rozdziale.



Rozdzial 3

Uklad elektronéw o
spinowo-zaleznych masach

3.1 Wprowadzenie.

W rozdziale tym rozwazana bedzie pojedyncza para elektronéw, znajdujacych
sie, podobnie jak poprzednio, na lub powyzej powierzchni Fermiego i od-
dzialujacych ze soba stabym potencjatem przyciagajacym. Tym razem bedzie-
my dodatkowo zaktada¢, ze masy elektronéw tworzacych pare Coopera zaleza
od rzutu spinu na zadana o§ kwantowania (czyli od liczby kwantowej o). Ta-
kie spinowo-zalezne masy zostaly wprowadzone w przypadku uktadéw skore-
lowanych elektronéw i opisane m. in. w pracy [4]. Podobnie, jak w przypadku
oméwionym w poprzednim rozdziale, réwniez i w tym zaistnie¢ moga dwie
mozliwosci parowania elektronéw, tzn. parowanie singletowe oraz parowanie
trypletowe. Roznica pomiedzy tym a poprzednio oméwionym problemem,
wynika wtasnie z zaleznosci masy elektronu od rzutu jego spinu na zadana
o$ kwantowania.

Podobnie, jak poprzednio, rowniez i tym razem bedziemy zakladacé, ze
oddzialywanie pomiedzy elektronami wewnatrz kuli Fermiego a opisywana
para elektronéw mozna zaniedbaé oraz, ze szczegdty struktury elektronowej
i krystalicznej badanych materialéw nie maja wplywu na jakosciowe zrozu-
mienie parowania. Stad tez zamiast periodycznego potencjatu wprowadzamy
pudlo potencjalu o objetodei V = L3.

20
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3.2 Rozwiazanie problemu.

3.2.1 Energia Fermiego i gestos¢ stanéw.

Na wstepie rozwazmy uktad N swobodnych elektronéw, ktérych masy zaleza
od rzutu ich spinéw na zadana o$ kwantyzacji, znajdujacych sie w pudle
potencjatu o objetosci V. Na uklad ten nakladamy dodatkowo periodyczne
warunki brzegowe. Stany energetyczne elektronow tego uktadu opisane sa
podobnymi zalezno$ciami jak w rozdzialach poprzednich. Roéznica, ktora
miedzy nimi wystepuje jest zaleznos¢ energii od spinu.

Tak wiec, mamy przestrzenna czes¢ funkceji falowej w postaci:

1 .
T, (r) = —=e*nT, (3.1)

vV

oraz energie dana w postaci:

: (3.2)

gdzie:
2
kn = —1[n1,n2,n5], ni,ng,n3 € 4 (3.3)
3

oraz m, jest efektywna spinowo-zalezna masa elektronu w stanie kwantowym
o) (my # my).

Ze wzgledu na zaleznos¢ masy elektronu od rzutu jego spinu na os kwan-
tyzacji w ukladzie tym mamy zniesiona degeneracje spinowa stanéw jed-
noczastkowych. Dla ustalenia uwagi w dalszej czesci tego rozdzialu bedziemy
przyjmowac, ze: my < m,. Oczywiscie, brak degeneracji spinowej w uktadzie
powoduje, ze kazdy stan moze by¢ obsadzony tylko jeden raz. 7 zaleznosci
(3.2) wnioskujemy, ze elektrona o mniejszej masie odpowiada wieksza energia
(w rozpatrywanym przypadku spin ¢ =7 pociaga za soba wieksza energie).
Poniewaz zgodnie z rozkladem Fermiego-Diraca, dla temperatury T = 0
elektrony zapelniaja wszystkie poziomy energetyczne az do poziomu Fer-
miego, wiec wiecej zostanie obsadzonych stanéw z o =], jest to spowodowane
wigksza ilo$cia dozwolonych wartosci wektora falowego k,. Oczywiscie, ped
Fermiego przyjmuje w tej sytuacji wieksza wartos¢ niz dla ¢ =7. Mowimy
wtedy o rozszczepieniu kuli Fermiego w przestrzeni pedéw rozwazanego ukla-
du, (jest to odbiciem zalozenia, ze m; < m). Poniewaz uklad znajduje sie
w stanie rownowagi, wiec ma ustabilizowana, i tylko jedna dla obu rodzajow
elektronow, warto$é¢ energii Fermiego:

212 2 2
_ Ky, _ Wkeo” (3.4)

E
E 2my 2myr
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7, zaleznosci powyzszej latwo wyznaczamy zwiazek pomiedzy kp, i kpy
W postaci:
Mg

kry = kpor (3.5)

Mg

W powyzszych rownaniach, tak jak i w dalszej cze$ci tego rozdziahu,
przyjeta zostala konwencja oznaczania rzutow spinu na zadany kierunek w
postaci oo’. Taki zapis, jak tatwo sie przekonaé, jest uniwersalny. Uwzglednia
on bowiem wszystkie mozliwosci ustawienia spindéw rozpatrywanych elek-
tronow tworzacych dana pare.

Wykorzystujac zaleznosci okreslajace catkowita liczbe elektronéw N =
N, + N, i calkowita gestos¢ stanéw w ukladzie p = p, + por oraz wzor
(3.5), otrzymujemy dla zadanej liczby elektronéw w ukladzie (wynoszacej
N), wyrazenia opisujace:

warto$¢ pedu Fermiego dla zadanej orientacji spindéw

3

62]\7 mé
T >3 3

Vims +m2

1
3

kFO’ -

gestosé stanow dla zadanej orientacji spinéw

T ae \ w2

o) = 2 (zm”)% VE; (3.7)

energie Fermiego

wln

Er =

i catkowita gestos¢ stanow

p(E) =

Ty

3 3
2mg \ 2 2mgy \ 2
(h) +( h) VE. (3.9
Podstawiajac w powyzszych zaleznosciach o =1, ¢/ =T] otrzymujemy wy-
niki dla konkretnego ustawienia spinéw. W szczegdlnosci, wszystkie powyzsze
zaleznosci oprécz (3.7), redukuja sie do zaleznosci znanych dla ukladu, w

ktorym nie mamy do czynienia ze spinowo-zaleznymi masami elektronéw.
Podobnie, jak poprzednio, jako funkcje falowa ukladu, przyjmujemy su-

perpozycje funkeji falowych (3.1), w postaci:
1 , .
\I/(I'l, I‘z) = XJU,V Z akLkz€Zk1~r1ezk2.r27 (310)
ki1,ka
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gdzie we wspdélezynnikach a, k, kryje sie symetria (antysymetria) przestrzen-
nej czesci funkeji falowej, natomiast x,.+ jest spinowa czescia funkcji falowej

pary.
Oczywistym jest, ze i w tym (najbardziej ogélnym z dotychczas rozwaza-
nych) przypadku, musimy narzuci¢ na wspétezynniki ay,x, warunek:

Ak ky = 0 dla]k1|, ‘kZ‘ < kF (311)
Niezalezne od czasu Réwnanie Schrodingera przybiera zatem postac:

W P
2ma r 2mg/

vzz + V(rl’ 1‘2):| \IJ(I‘I, 1‘2) = E\I/(I'l, 1‘2). (3.12)

Po transformacji, zaréwno funkcji falowej jak i réwnania Schrodingera,
do wspétrzednych srodka masy (K, R) oraz wspéhrzednych wzglednych (k, r)
danych odpowiednio w postaci:
{ R — Mmgri+m /ra

Mo +mg/

K=k +k;

oraz

r=ry—nr
meki—m_rka
k = me+mys
i po dodatkowym zalozeniu, ze potencjal oddzialywania zalezy jedynie od
wzglednej odleglosci elektronéw V(rq,re2) = V(|r|) = V(r) otrzymujemy
funkcje falowa w postaci:

1 4 .
\I’(I']_, I'2) = XO'O”V Z aK,k€ZK.R€lk.r (313)
Kk

oraz stacjonarne rownanie Schrodingera dane jako:

h? h?
—mv2 - —V2 + V :| ZCL kGZKR ke — 0, (314)

gdzie: M = m, + m, jest masa catkowita powstalej pary, natomiast
jest masa zredukowana uktadu tych dwoch czastek.

MaeM/

H’_m—&—m
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W nastepnym kroku mnozymy obustronnie otrzymane réwnanie przez:

Le K "Re=ik'r 3 nastepnie obie strony tego réwnania catkujemy wzgledem

d*R i d3r, w wyniku czego otrzymujemy réwnanie:

W K? h2k?
Zé(K—K’) {5(k, k’)aK,k( SM +2 ™ — E> +aK7kak/] =0, (3.15)

gdzie: View = 2 [ d3r e TV (r)e’kr.

Podobnie jak poprzednio, teraz rowniez otrzymaliSmy rownanie, ktore
jest mnozone przez §(K — K'), co, jak wiadomo oznacza, ze ped srodka masy
jest w tym uktadzie wielkoscia zachowana. Zas oddzialywanie zaburza jedy-
nie ped wzgledny k rozpatrywanej pary elektronéow. 7 tego tez wzgledu
wspotczynniki ak x, ktére wprowadzaja oddzialywanie do funkcji falowej,
beda w dalszej czesci zapisywane tylko z indeksem k. Zatem rownanie na
energie wlasna ukladu przybiera teraz postac:

ax = E(K) n 2E k’ Zaka K’ - (316)

gdzie: E(K) = E K jest energia ruchu srodka masy, E'(k) = h k jest energia
ruchu wzglednego elektronéw natomiast E jest energia stanu zw1azaneg0 roz-
patrywanej pary.

Rozwazana para oddzialujacych elektronéw jest stanem zwiazanym.

Energie wiazania tego stanu mozemy zdefiniowaé¢ poprzez nastepujaca
zaleznosc¢:

E = Ex +2Ep — A}, (3.17)

gdzie: | = 0,1, natomiast p = —[, ..., [.

Przyjmujac powyzsza definicje zalozylismy, ze E(k) = Er dla rozpatry-
wanego przypadku.

Stosowana notacja pozwala na odréznienie od siebie wszystkich mozliwosci
parowania, ktore moga sie tutaj pojawic, tzn.

1. parowanie singletowe, (I = 0,p = 0)

l=1,p=1),
2. parowanie trypletowe ¢ (1 =1, p = 0),
(l=1,p=-1).

Uwzgledniajac w (3.16) zaleznosé (3.17) otrzymujemy:

1
;= K- 1
W T SEK) — Er + AP ;akv“ K (3.18)
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Z faktu, ze |ay|* jest miara prawdopodobieristwa zaistnienia pary Coopera
w stanie o pedzie wzglednym k wynika, ze najwicksze prawdopodobienstwo
powstania tej pary jako stanu zwiazanego ma miejsce, gdy Vk € (kp, kq) : |ax|
przyjmuje warto$¢ maksymalna, (nalezy pamietaé, ze >, |ax|* maksymalnie
moze by¢ réwne jednosci), co w oczywisty sposéb pociaga za soba: F(K) = 0.

Przedstawione powyzej rozumowanie prowadzi do wniosku, ze w stanie
podstawowym, singletowa para Coopera, dla przypadku mas elektronéw ja
tworzacych zaleznych od rzutu spinu na wyrézniona o$ kwantyzacji, nie jest
tak jak poprzednio para bezpradowa, tylko niesie ze soba prad elektryczny.

Mamy bowiem K = k + k' = 0, co oznacza, ze k' = —k a to daje nam
p’ = —p, co ze wzgledu na fakt m; # m| pociaga za soba nastepujacy
warunek: v/ # —v, gdzie v, v’ oznaczaja odpowiednio predkosci parujacych
si¢ elektronéw). Zatem suma pradéw j = —e(i%T + PRy 2

Natomiast trypletowa para Coopera (w kazdej z odmian) jest tak jak
poprzednio para bezpradowa, tzn. nie niesie ze soba wypadkowego pradu
elektrycznego.

3.2.2 Energia wiazania i potencjal parujacy w prze-
strzeni pedow.

Aby mozliwe bylo kontynuowanie rozpoczetych rachunkéw, nalezy teraz za-
stanowi¢ sie nad postacia (w przestrzeni pedéw) potencjatu parujacego Vi 1/,
oraz okresli¢ posta¢ wspotczynnikow ay.

Potencjal paryjacy w przestrzeni pedéw w ogdlnym przypadku zalezy od
wartosci obu wektoréw k, k’ oraz od kata wzglednego miedzy nimi (oznaczmy
go jako é) Dlatego rozpatrywany potencjal zostanie zapisany w bazie orto-
normalnych stowarzyszonych funkcji Legendre’a postaci:

PM(x) = \/ %’\/ EH‘}WB!(\/ 1—a?)> %P[(%’),

wzgledem zmiennej x = cosf =k -k , gdzie /%, k' sa wersorami odpowiednio
w kierunkach wektora k i k/, natomiast Fj(z) jest wielomianem Legendre’a,
ktéry zdefiniowany zostal w poprzednim rozdziale.

Na uwage zastuguje fakt, ze w odréznieniu od problemu omdéwionego w
poprzednim rozdziale, w tym zakladamy, ze mamy w jakis sposob zlamana
symetrie spinowa uktadu, co objawia sie tym, ze efektywne masy elektronow
tworzacych pare Coopera, sa zalezne od rzutu ich spinu na zadana o$ kwan-
towania. Dlatego tez potencjal parujacy wystepujacy w tym problemie zostat
zapisany w bazie ortonormalnych stowarzyszonych funkcji Legendre’a P (z)
(gdzie m okresla rzut spinu pary na zadana o$ kwantowania), a nie tak jak
poprzednio w bazie ortonormalnych wielomianéw Legendre’a Py(x).
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Wspodlczynniki ay, podobnie jak poprzednio zapiszemy w bazie ortonor-
malnych harmonik sferycznych Y}, (6, ¢), gdzie 6 i ¢ sa wspélrzednymi wek-
tora k w sferycznym uktadzie wspolrzednych, w przestrzeni pedow, w ktérym
wektor ten ma postac:

k., = ksin 6 cos o,
k, = ksinfsin p,
k, = kcosé.

Uktad harmonik sferycznych, jest zupelnym uktadem funkcji, oznacz to, ze
zachodzi relacja:

D Y (0.0 Yin(0,0) = 5(0 — 0")6(p — ). (3.19)

Ostatecznie wiec mamy:

20+ 1
Viw = + l+p P (cos 6) AN SIP (3.20)
p
oraz
ax =Y (k) Yim (0, 0), (3.21)
lm

gdzie: k = |k|, liczby ay,,, sa wspélezynnikami rozwinieciae, natomiast modut
zapewnia ujemna warto$¢ potencjahi, co odpowiada parowaniu elektronow.
Oczywiscie zachodzi: m,p = —I, ..., L.

Rozpatrywana para elektronéw ma z gory ustalona wartosé liczby kwan-
towej | (tutaj [ = 0 lub [ = 1). Wiec dla tej wlasnie wartosci | elementy
o7 (k, k') przyjmuja niezerowe wartosci a dla innych wartosci | przyjmuja on
wartosci rowne zeru. Powyzsze rozumowanie prowadzi nas do rownania po-
staci:

p

Vk—k’ = — COS 9)1)1 (]{7 k‘ ) (3.22)

Teraz uscislimy sformulowanie: "rozwazamy elektrony znajdujace sie na lub
powyzej powierzchni Fermiego.” Przyjmiemy bowiem zatozenie, ze rozwazane
elektrony oddziatuja miedzy soba tylko w waskim przedziale wartosci energii,
powyzej powierzchni Fermiego. Mozemy zatem elementy o] (k, k') przyblizy¢
wyrazeniem:

Pk K = v) = const(k, k") dla kpy < k, k' < koo
P 0 w pozostatych przypadkach,

gdzie k,, jest wartoscia pedu niewiele wigksza od kg, .
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W powyzszej definicji pojawit sie element o], ktéry w poréwnaniu z defi-
nicja zawarta w rozdziale poprzednim, dodatkowo zalezy od liczby kwantowej
p. Sytuacja ta jest odzwierciedleniem faktu, iz potencjal parujacy zalezy nie
tylko od rodzaju parowania, z ktorym mamy do czynienia ale takze od jego
odmiany (w przypadku parowania trypletowego). Powyzsza notacja w prosty
sposéb okresla rodzaj i odmiane parowania a przez to i potencjal parujacy, z
ktéorym mamy do czynienia. Dlatego bedzie ona stosowana w dalszej czesci
tego rozdziatu.

Roéwnanie (3.18) przybiera zatem postac:

(3.23)

2l+1

Z l—l—i COSQ

1
T E(K) — Er] + A] Z {

Uwzgledniajac we wzorze (3.23) zaleznosé (3.21) otrzymujemy:

Zl’m’ al’m’al’(k/)y’m’<0/) SO/> =

Zkl’ Y, 2l+1 ‘Z \/ l+p ,Ufpm COSG ’(ll/ /al/(k:)Y/ /(97@)
(3.24)

— Ep|+ A7

Powyzsze réwnanie, przez analogie do réwnania otrzymanego wezesniej, mozna
nazwaé¢ uogolnionym réwnaniem Coopera dla przypadku zlamanej symetrii
spinowej w uktadzie.

Po przeprowadzeniu rachunkow, ktore z technicznego punktu widzenia
sa takie same jak te przeprowadzone w poprzednim rozdziale, otrzymujemy
zaleznos¢:

oV (/{3/)2 2l+1 dk! p
0'do’'dy’ =1,
((Qﬂ)a) / 2[E(K) — EF ] + Ap Z l (+p) L)vy| sin v =
(3.25)
ktéra po uwzglednieniu nastepujacych wynikéw:
P)=1 dla parowania singletowego,
Pi(1)=P'(1)=0i P)(1) =1 dla parowania trypletowego,

przechodzi w réwnanie postaci:

2V (k)% 25 vy |dR’
3 / / / — 1 2
(@5) | sm@=myrag [ mowie =1 62)
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gdzie tym razem mamy:

l1=0,m =0, dlaparowania singletowego,
=1, m =0, dlaparowania trypletowego.

Otrzymane powyzej réwnanie bardzo tatwo przeksztalcamy do postaci:

k2dk
/ h2k2 (327)
—2Er + A V /2l+1|vl
gdzie zamieniliSmy k’ na k.

Poniewaz rozpatrujemy bardzo waski przedzial wartosci wektora falowego
k, wiec mozemy w powyzszej zaleznosci wykona¢ nastepujace przyblizenie:

ke = kFUJ;kFU,-
Dodatkowo, musimy teraz podaé¢ obszar calkowania po ktéry wykonywaé
bedziemy catke dana w postaci (3.27). Obszar ten to odcinek na osi k o
poczatku w punkcie, ktoremu odpowiada mniejsza z dwoch rozwazanych
wartosci pedu Fermiego, oznaczmy go przez kp,. Natomiast jego koniec
znajduje sie¢ w punkcie k,,. Ped ten odpowiada z zatozenia pedowi niewiele
wiekszemu od wigkszej z rozwazanych wartosci pedu Fermiego.
Tak wiec, otrzymujemy nastepujace rownanie:

kao kdk
/ (3.28)
k

-y w—ZEF—I—A /2l+1

ktéore po wykonaniu elementarnego catkowania przechodzi w réwnanie po-
staci:

k2 — H(2EY — AP 22
i (2P ;> = exp T : (3.29)
kFo" — W(QEF — Al) MV 213—1 kFﬂvl |

Po uwzglednieniu ponizszych zaleznosci:

kaa = kFU + Aka
h2k2 h2k2 R2k2
Fo __ Fo _ Fo! — E (mo' _ 1)
2% 20 2., P\, ,

thi"o'/ hzk%’o‘ th:i—'O'/ g E Mgt
— — F<m

24 2, 2.

);

2?’}}12/ Fo' = Tz_ikFo'Ak‘ —I— %(Ak)z’

hwop = o (kpo + Ak)? —
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i wykonaniu prostych przeksztalceri, wyznaczamy z réwnania (3.29) zaleznosé
opisujaca energie wiazania pary Coopera, w postaci:

-1
P w2 h?
= —a | — X
A [exp (uV *%hkFUﬂ) 1}

232
m m My m°h
—Zhwp + Ep(—= — 1) — Epf(—= — 1) exp
Z me o W el
(3.30)
Powyzsza zalezno$¢, mozna po zdefiniowaniu wielkosci:
Amaa’ =My — My,
zwanej rozszczepienim masowym, zapisaé¢ ostatecznie jako:
-1
P _ n2h? _
B = [eXp (w@wm) 1} "
My 1 1 m2h?
—hwp — ErpAmy, | — + —exp ) (3.31)
: e e e

Oszacowanie Sredniego rozmiaru pojedynczej pary Coopera w tym przy-
padku, prowadzi do nastepujacej zaleznosci:

N[=

gf = h[2(m, + m0’>Af]_

2h2
exp| —————| — 1 X
[ (uv —QZglkFﬂvfl)

o 1 1 2p?
m—hwp — ErAmge | — + —exp T , (3.32)
% My My ,uV 2l;1 kFﬂUfl

N[=
IS

h [2<ma' + mg/)Aﬂf

gdzie, energia wigzania A} dana jest réwnaniami powyzej.

Jezeli przyjmiemy w otrzymanych zaleznosciach (wzory (3.30), (3.31) i
(3.32)):

1. 1 =0, p =0, to otrzymamy wtedy wyniki dla singletowego parowa-
nia elektronéw w uktadzie, w ktérym wystepuje rozszczepienie masowe

Am;

2.1 =1, p = 0, to otrzymamy wyniki dla parowania trypletowego w
ukladzie o spinowo-zaleznych masach elektronéw.



ROZDZIAL 3. UKLAD ELEKTRONOW O SPINOWO-ZALEZNYCH MASACH30

Mamy zatem:
energia wiazania dla parowania singletowego

-1
A0 — |e =2 ) 9 >
0 [ P (uvﬁmgva

1
M hwp — EpAmy, | — + — exp , (3.33)
g my - my Wf kg
energia wiazania dla parowania trypletowego
-1
AY = 2hwp |exp -1 . (3.34)
Mv\f ik Q|
Sredni rozmiar pary Coopera w przypadku parowania singletowego
1
€)= h——1— |ex S/ — : X
0 7 2(my+my) uV A/ Thkpd g
1
1 2
M hwp — EpAmy, | — + — exp . (3.35)
H mpony quhkF0|v00|
sredni rozmiar pary Coopera w przypadku parowania trypletowego
1
f 2p2 )
™
£ = S | %P —1f , (3.36)
mw
B R VARVETT:

gdzie m oznacza mase pojedynczego elektronu tworzacego dana pare.

Powyzsze wzory opisuja energie i $redni rozmiar wszystkich mozliwych
par Coopera jakie moga powsta¢ na skutek oddzialtywania wymiennego miedzy
elektronami, w uktadzie ze spinowo-zaleznymi masami elektronow.

W szczegdlnosci, w przypadku parowania singletowego, redukuja sie one,
po podstawieniu m; = m|, do znanych z poprzedniego rozdzialu wzoréw
opisujacych singletowa pare Coopera w ukladzie, w ktérym nie wystepuje
rozszczepienie masowe Am. Natomiast w przypadku parowania trypleto-
wego, struktura zaleznosci opisujacych energie i sredni rozmiar trypletowej
pary Coopera w uktadzie o spinowo zaleznych masach elektronow jest taka
sama jak w ukladzie, w ktorym masy elektronéw nie zaleza od ich spinu.
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3.3 Podsumowanie rozdziatu.

W rozdziale niniejszym przeanalizowany zostal ogélny mechanizm parowa-
nia elektronéw zaindukowanego oddzialywaniami wymiennymi w ukladzie,
w ktorym wystepuja efektywne spinowo-zalezne masy elektronéw.

Z modelu, ktory zostatl tutaj przedstawiony wynikaja zaleznosci opisujace
energie i rozmiar, zarowno singletowej jak i trpletowej pary Coopera. Sa to
wzory od (3.30) do (3.36).

7. zaleznosci powyzszych widac, ze opisany tutaj model parowania re-
dukuje si¢ do oméwionego wezesniej modelu, w ktérym nie wystepuje roz-
szczepienie masowe. Wszystkie wyniki, ktore otrzymaliémy dla parowania z
degeneracja spinowa w ukladzie, otrzymujemy z oméwionego w tym rozdziale
modelu jezeli polozymy: m, = m,.

Zauwazmy, ze w stanie podstawowym singletowa para Coopera nie jest
para bezpradowa ale niesie ze soba prad elektryczny. Sytuacja taka wynika z
faktu zlamania symetrii spinowej uktadu, co przejawia sie w roznicach efek-
tywnych mas elektronéw tworzacych taka pare.

Zwroémy jeszeze uwage na fakt, ze w przypadku parowania trypletowego,
w ukladzie ze zniesiona degeneracja spinowa, powstata para Coopera usta-
wia sie zawsze w taki sposob aby jej wypadkowy spin byt prostopadty do
wyrdznionego kierunku kwantowania. Sytuacja taka pozwala na sterowa-
nie zachowaniem sie trypletowej par Coopera, poprzez czynnik zadany z
zewnatrz, np. pole magnetyczne lub pole elektryczne.

Jednak, aby mie¢ pelny obraz przedstawionej tutaj sytuacji, nalezy rozwa-
zy¢ uogdlniona na przypadek dowolnego parowania, teorie BCS.

Wreszcie nalezy zwréci¢ uwage na to, ze jezeli potencjat parujacy, ktory
zostal wprowadzony w oryginalnym podejsciu Coopera, dla przypadku paro-
wania singletowego [3], oznaczymy jako vy, to zachodzi wtedy: vy = %vg,
gdzie v) jest odpowiednim wspdlezynnikiem rozwiniecia potencjatu Vi 1 w

bazie ortonormalnych stowarzyszonych funkcji Legendre’a.



Rozdzial 4

Problem Coopera w jezyku 11
kwantowania

Réwnorzednym formalizmem do I kwantowania jest w przypadku nie-
relatywistycznym II kwantowanie. Jest to formalizm, ktéry zostat podany
kilka lat po sformutowaniu mechaniki falowej. Jego nazwa bierze sie stad, ze
operatory opisujace czastki maja podobna strukture do wartosci oczekiwanej
operatoréow w I kwantowaniu, mozna by zatem powiedzie¢, ze mamy do czy-
nienia z " powtornym kwantowaniem”. W efekcie zamiast pakietow falowych,
z ktérymi mamy do czynienia w mechanice falowej Schrodingera, pojawia sie
dobrze okreslony jezyk czastkowy. Otrzymany w ten sposob obraz jest bar-
dzo prosty w interpretacji i bardzo czesto pozwala na kierowanie si¢ intuicja.
Dowéd réwnowaznosci obu tych formalizméw mozna znalezé np. w [7].

4.1 Podstawowe definicje w II kwantowaniu.

Operatory jedno i dwuczastkowe sa zdefiniowane w reprezentacji II kwanto-
wania za pomoca nastepujacych zaleznosci:

O1=> / &rl (r)0; (r) U, (r) (4.1)
O, = Z / Prd®r Ul (r) U, (1) Oy (r, ') U 0 (') U o (1) (4.2)

gdzie: O;(r) oraz Os(r,1’) sa operatorami w obrazie Schrodingera, natomiast
U, (r) jest operatorem pola dla zadanej spinowej liczby kwantowej o.

32
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Zalezne od spinu operatory pola konstruowane sa wedlug nastepujacych
regut:

Uy(r) = Z Aigdi(T)Xo, (4.3)

)

gdzie: {¢;(r)} jest zupelnym zbiorem ortonormalnych, jednoczastkowych
funkcji falowych a y, jest czescia spinowa funkcji falowej, speiajaca nastepu-
jaca relacje X(T,XJ/ = 0447, Natomiast akg,afw sa odpowiednio operatorami
anihilacji i kreacji czastki w stanie jednoczastkowym |ko). Operatory te
speliaja nastepujace reguly (anty)komutacji (znak ” +” odpowiada fermio-

7

nom, a ”—"bozonom):

[Gio CLz’/L]zF = 6ii1050'; (o, Cli/a']zF = [CLZTW GZT,J/]JF =0.
(4.4)
Stan prézni |0) zdefiniowany jest nastepujacym zwiazkiem: ay,|0) = 0.

Dzialajac operatorami kreacji na stan prézni |0), mozna zbudowaé cala prze-
strzen Focka, mowmy wtedy o tzw. reprezentacji liczb obsadzen.

Reguly (anty)komutacji spelniane przez operatory kreacji i anihilacji cza-
stek w oczywisty spos6b przenosza sie na (zalezne od spinu) operatory pola.
Reguty te dla spinowych operatoréw pola maja nastepujaca postaé (znak
” 4+ 7 odpowiada fermionom, a ”—"bozonom):

[Wo(r), Vo (r)] = [\Ijo(r)Tv \IIG’(I‘/)T]:F =0

[\Ila(r)a qjd’(r/)T]:F = 500’5 (I‘ - I'/) (45)

Calkowity (niezalezny od spinu) operator pola dany jest w nastepujacej
postaci spinorowej:

v == Yo (11 ). (46
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4.2 Rozwiazanie problemu Coopera w jezyku
IT kwantowania.

Opierajac sie na informacjach zawartych w poprzednim paragrafie mozna
hamiltonian oddziatujacej pary elektronéw zapisa¢ w przestrzeni pedow w
nastepujacej postaci:

H = ZekakaamZ Dol 0oy (KL K| > ke (47)

k,k’

Od razu zostalo tutaj zalozone, ze rozpatrywane elektrony maja przeciwnie
skierowane pedy. Natomiast przyjmujac odpowiednio ¢/ = —o lub ¢/ = o
otrzymamy hamiltonian odpowiadajacy jednej z mozliwych pary Coopera,
ktora moze powstac.

Pierwszy wyraz w hamiltonianie opisuje swobodna propagacje elektronéw
umieszczonych powyzej powierzchni Fermiego przez krysztal. Zostat on wy-
prowadzony przy wykorzystaniu definicji operatora jednoczastkowego w II
kwantowaniu i przy wyborze operatora pola w postaci:

1 )
r) = E akvgxg—elkr. (4.8)
- VvV

Natomiast drugi wyraz przedstawia oddzialywanie. Wyraz z oddzialywaniem
mozna wyprowadzi¢ przy uzyciu metody transformacji kanonicznej, w dru-
gim rzedzie rachunku zaburzen, prowadzonym dla hamiltonianu opisujacego
uktad elektron-fonon.

Stan w przestrzeni Focka, rozpatrywanej pary elektronéw, postulowany

jest w postaci:
= Z anal a', _,|0), (4.9)
k

gdzie stan |0) jest stanem podstawowym uktadu w 7' = 0 (wszystkie poziomy
ponizej powierzchni Fermiego sa obsadzone). Oczywiscie, tak jak poprzednio,
wspolezynniki ax musza spelnia¢ warunek uwzgledniajacy zakaz Pauliego.
Dodatkowo normalizacja wektora stanu ((F|F') = 1) narzuca na nie warunek

postaci:
D ol =1. (4.10)
k

Wykorzystujac teraz zaleznosei (4.7) i (4.9) mozemy zbudowac funkcjonat
energii wedlug nastepujacej formulty: E{ay,af} = (F|H|F'). Nastepnie sto-
sujac metode mnoznikéw Lagrange’a, w ktorej uwzgledniamy wiaz (4.10)
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narzucony na uktad, otrzymujemy funkcjonal postaci

Flaw, o} = (FIH|F) = X (Z ol — 1) , (4.11)

Kk
ktory z kolei minimalizujemy wzgledem wspotczynnikow oy

o ] 0 ]
S Floyx, oy} = EE{OQ(, ap} — Ay = 0. (4.12)

Postepowanie takie prowadzi ostatecznie do rownania postaci:

Oék<2€k - )\) + Z oy Vik—w = 0. (4.13)
k/

Otrzymane réwnanie (4.13), sprowadza sie do réwnania (2.14) (dla Fx =
0) w przypadku gdy w uktadzie nie wystepuje rozszczepienie masowe Am.
Réwnanie to sprowadza si¢ réwniez do réwnania (3.16) (dla Fx = 0) w
przypadku uktadu elektronéw o spinowo-zaleznych masach. Przy czym w obu
tych przypadkach okazuje sie ze \ pelni role energii wlasnej rozpatrywanego
uktadu.

Jak wiec widaé, obydwa formalizmy (zaréwno jezyk I jak i IT kwanto-
wania) prowadza do takich samych wynikéw. Formalizm II kwantowania
jest jednak wygodniejszy w bardziej skomplikowanych sytuacjach. Jest tez
jedynym, w ktérym mozna sformutowaé¢ konsekwentnie teorie BCS.

4.3 Podsumowanie rozdziatu.

W powyzszym rozdziale przedstawione zostalo, w jezyku II kwantowania,
rozwiazanie problem Coopera dla przypadku dowolnego parowania elektronéw.
Rozwiazanie to obejmuje parowanie zaréwno singletowe jak i trypletowe.
Obejmuje ono réwniez parowanie elektronéw o spinowo-zaleznych masach.

Oczywistym jest, ze stosujac formalizmy I i IT kwantowania powinniSmy
otrzyma¢ identyczne wyniki. Widaé¢ to wyraznie gdy poréwnamy ze soba
réwnania (2.14) i (4.13) oraz réwnania (3.16) i (4.13). Rdéwnania te wy-
prowadzone zostaly odpowiednio w obu tych jezykach. Opisuja one energie
wiazania pary, w ukladzie, w ktérym nie wystepuje rozszczepienie masowe
Am oraz w ukladzie, w ktérym mamy do czynienia ze spinowo-zaleznymi
masami elektronéw tworzacymi dana pare.
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Podsumowanie pracy

W zaprezentowanej pracy przedstawiony zostal model parowania elek-
tronow zaindukowanego oddziatywaniami wymiennymi. Model taki rozpa-
trzono w dwoch przypadkach.

W pierwszym z nich, oméwionym w rozdziale drugim, przedstawiono mo-
del parowania w krysztale, w ktérym nie istnieje wyrézniony kierunek w
przestrzeni. W rozwazanym ukladzie moga zaistnie¢ dwa rodzaje parowa-
nia, a mianowicie: parowanie singletowe charakteryzujace si¢ liczba kwan-
towa (I = 0) oraz parowanie trypletowe scharakteryzowane liczba kwan-
towa (I = 1). Powstale w takich warunkach pary Coopera, nie sa opisy-
wane poprzez liczbe kwantowa m, tzn. liczbe, ktora charakteryzuje rzut
wypadkowego spinu catego ukladu na zadana o$ kwantowania. Podejscie ta-
kie wynika z faktu, iz w badanym uktadzie nie istnieje wyrdzniony kierunek
w przestrzeni. W dalszej czesci zostaly wyznaczone analitycznie zaleznosci
opisujace zarowno energie wiazania jak rowniez rozmiar par, ktére moga po-
wsta¢ w takim uktadzie. Z otrzymanych zaleznosci wypltywaja trzy wazne
wnioski. Pierwszy z nich jest taki, ze pary Coopera tworza sie najczesciej,
wtedy gdy, energia srodka masy elektronow tworzacych taka pare jest réwna
zeru (Ex = 0). Drugi méwi, ze rozmiar powstatej pary Coopera jest od-
wrotnie proporcjonalny do pierwiastka kwadratowego z jej energii wiazania
(& ~ ﬁ) Natomiast trzeci, to fakt, iz obydwa rodzaje par, jakie moga
powsta¢ w rozwazanym ukladzie, to pary bezpradowe.

Z kolei, w drugim z omawianych modeli, ktory opisany jest w rozdziale
trzecim, przedstawiona zostala pojedyncza para Coopera o efektywnych ma-
sach tworzacych ja elektronéw, zaleznych od kierunkéw spindéw wynikajacych
z oddzialywania kulombowskiego miedzy nimi. W rozwazanym ukladzie
moga wystapi¢ rowniez dwa rodzaje par. Jednakze, tym razem, w odrdznieniu
od przypadku dyskutowanego poprzednio, musimy do opisu powstatych par
Coopera uzy¢ liczby kwantowej m. Jest to podyktowane faktem zlamania
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symetrii badanego ukladu, ktore objawia si¢ w postaci zaleznosci masy elek-
tronow od rzutéw ich spinéw na zadana o$ kwantowania. Pary jakie moga
powstac w rozpatrywanym uktadzie to: para singletowa scharakteryzowana
liczbami kwantowymi (I = 0, m = 0) oraz para trypletowa, ktéra charakte-
ryzuja nastepujace liczby kwantowe (I = 0, m = 0). Na pozor zadziwiajacy
jest fakt, ze w ukladzie tym nie wystepuja trypletowe pary Coopera opisane
liczbami kwantowymi: (I = 1, m = —1) oraz (I = 1, m = 1). Jednak, po
glebszej analizie tego problemu, powyzszy wniosek jest wrecz naturalny i nie
ma w nim nic zadziwiajacego. Jest on bowiem nieunikniona konsekwencja
zlamania symetrii rozwazanego ukladu i wynika z rozréznialnosci czastek,
gdyz: m; # m,.

Podobnie jak poprzednio, réwniez i tym razem zostaly wyznaczone ana-
litycznie zaleznosci opisujace energie wiazania oraz rozmiar powstalych w
takich warunkach par Coopera. Wnioski wynikajace z tych zaleznosci, ktore
dotycza energii wiazania oraz rozmiaru badanych par sa prawie takie same
jak odpowiadajace im wnioski, ktére otrzymane zostaly w poprzednim przy-
padku. Roznica, ktéra miedzy nimi wystepuje, przejawia sie w przypadku
parowania singletowego i polega na tym, ze energia wiazania singletowej pary
Coopera zalezy od wielkosci rozszczepienia masowego Am, ktére wystepuje
pomiedzy elektronami tworzacymi taka pare. Z analizy zaleznosci opisujacej
energie wiazania tej pary wynika wniosek, ze im wieksze Am dla tej pary,
tym stabsze jest jej wiazanie. Natomiast, jezeli chodzi o to, czy rozpatrywane
pary sa bezpradowe czy tez nie, to sprawa ta przedstawia sie nieco inaczej,
niz w poprzednio omawianym przypadku. A mianowicie, snigletowa para,
nie jest tak, jak poprzednio, para bezpradowa, tylko niesie prad elektryczny.
Fakt ten jest konsekwencja wystepowania w uktadzie spinowo-zaleznych mas
elektronow tworzacych ta pare. Natomiast jezeli chodzi o przypadek pary try-
pletowej, to tym razem, podobnie jak poprzednio, jest ona para bezpradowa.

Omawiany powyzej model parowania elektronéw o spinowo-zaleznych ma-
sach redukuje sie w szczegdlnym przypadku do rozwazanego poprzednio mo-
delu, jezeli tylko przyjac, ze efektywne masy obu elektronéw tworzacych dana
pare Coopera sa zawsze sobie réwne (tzn. nie istnieje rozszczepienie masowe
Am)

W czwartym rozdziale tej pracy, w bardzo krétkiej formie zostaly omowio-
ne wszystkie powyzsze problemy w jezyku II kwantowania. Otrzymane wnio-
ski po zastosowaniu tego formalizmu sa takie same jak te, ktore zostaly otrzy-
mane w jezyku I kwantowania. Nic w tym dziwnego, poniewaz jak wiadomo
obydwa te formalizmy sa réwnowazne.
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