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Abstract

The goal of this thesis is to present quantum and correlated nature of liquid
3He. As a main part of this thesis there is presented Gutzwiller variational
method with additional statistical consistency constrains introduced by our
team. As a result magnetization curve is obtained and its shape is compared for
various lattices with experiment. Good qualitative agreement shows conception
significance of liquid *He as a correlated Fermi liquid and indicates that its
solidification can be considered as a Mott-Hubbard transition from mobile
fermions states (liquid) to localized states (solid). Additionally this result is
qualitative better in comparison to those obtained within normal Gutzwiller
approach widely used for liquid 3He description.

The thesis is organized as follows. The beginning (chapter I) focus on expe-
rimental confirmation of large effective mass renormalization of 3He atoms in
liquid and on basic quantum properties of liquid 3 He. In next section (chapter
IT) for the sake of completeness there is introduced Landau theory of Fermi
liquid. Subsequently in chapter III there is presented Hubbard model and its
application to liquid 2 He. To explore the role of quantum localization effects as
induced by strong localization there is presented in chapter IV Hubbard Ha-
miltonian solved within Gutzwiller approach in different band filling regimes:
half-filled band and almost localized Fermi liquid. Next in chapter V there is
introduced SGA method formalism. All technical details concerning selected
lattices such as shape of first Brillouin Zone, dispersion relation and density of
states are collected in chapter VI. In chapter VII there are presented results
of magnetization curves obtained within SGA method for selected lattices. At
the end chapters VIII and IX contain conclusion of the thesis and direction
of foreseeable future research.



Streszczenie

Celem pracy jest omowienie kwantowej i skorelowanej natury cieklego 3 He.
Jako gtowny trzon pracy zostala zaprezentowana metoda Gutzwillera z do-
datkowymi warunkami konsystencji statystycznej wprowadzona w naszym ze-
spole (SGA). Jako rezultat otrzymano wyniki dla krzywej magnetyzacji, a jej
ksztalt zostal porownany dla réznych sieci z eksperymentem. Otrzymana ja-
kosciowo dobra zgodno$¢é pokazuje istotnosé koncepcji 3He jako skorelowanej
cieczy Fermiego i wskazuje, iz jego zestalenie sie¢ moze by¢ rozwazane jako
przejscie Motta-Hubbarda od stanow wedrownych fermionéw (ciecz) do zlo-
kalizowanych (cialo state). Dodatkowo rezultat ten jest jakoSciowo lepszy w
stosunku do otrzymanego w ramach podejscia Gutzwillera, ktory jest szeroko
stosowany do opisu 3He.

Praca jest uporzadkowana nastepujaco. Poczatek pracy (rozdzial I) sku-
pia sie na dos§wiadczalnym potwierdzeniu duzej renormalizacji masy efektywnej
atomow 1 na podstawowych kwantowych wtasciwosciach cieczy 3He. W roz-
dziale II omoéwiono teorie Landaua cieczy Fermiego. Nastepnie w rozdziale
IIT zostal przedstawiony model Hubbarda i jego zastosowanie do opisu cie-
ktego 3He. W ramach badania roli kwantowej lokalizacji, indukowanej duzym
oddziatywaniem w rozdziale IV zostalo zaprezentowane rozwiazanie Hamil-
tonianu Hubbarda w podej$ciu Gutzwillera dla réznego stopnia wypelnienia
pasma. Rozwazano limit w polowie wypelnionego pasma i prawie zlokalizo-
wanej cieczy Fermiego. Nastepnie rozdzial V wprowadza formalizm metody
SGA. Wszystkie techniczne detale dotyczace wybranych sieci takich jak pierw-
sza strefa Brillouina, relacje dyspersji i gesto$¢ stanéw zostaly zebrane w roz-
dziale VI. W rozdziale VII zaprezentowane zostaty wyniki krzywych ma-
gnetyzacji otrzymanych w ramach modelu SGA dla réznych sieci. Rozdzialy

VIII i IX stanowig podsumowanie pracy i przedstawienie kierunku dalszych
badan.
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Spis tresci 1

Cel i metodyka pracy

Celem pracy jest bardziej szczegdlowe omowienie wlasciwosci 2 He jako pra-
wie zlokalizowanej cieczy Fermiego, czyli stanu skondensowanego w poblizu
przejscia ciecz-cialo stale (krzywej topnienia). Taki punkt widzenia jest rozny
od pionierskiego podejécia zapoczatkowanego przez Landaua w 1956 roku z
kilku wzgledéw. Zasadniczym z nich jest przyjecie, ze wszystkie czastki maja
zrenormalizowane charakterystyki, a nie tylko te w poblizu powierzchni Fer-
miego, jak to sie postuluje w teorii Landaua cieczy Fermiego. Tak musi by¢,
gdyz sg to wladciwosci w poblizu przejscia fazowego do fazy stalej uwazanego
za niecigglte kwantowe przejécie fazowe Motta-Hubbarda wszystkich czastek w
uktadzie (tj, majace miejsce wskutek konkurencji energii kinetycznej i oddzia-
lywania Van der Waalsa modelowanego przez oddziatywanie kontaktowe typu
Hubbarda).

Jako przyktad do dokladniejszej analizy wybrano krzywe namagnesowania
dla 3He, gdyz to wielkosé¢ jest zmierzona z dobra doktadnoscig w szerokim
zakresie pol magnetycznych i réznych geometrii. W tym celu zastosujemy me-
tode opisu teoretycznego zaproponowang ostatnio w naszym zespole [I] zwana
statystycznie konsystentnym przyblizeniem Gutzwillera (SGA). Pozwoli to na
bezposrednie zastosowanie naszego modelu do uktadu doswiadczalnego i w ten
sposob na przetestowanie jakosci podejscia teoretycznego. Jedng z trudnosci
jest zamodelowanie gestosci stanow dla takiego stanu ciektego przez przybli-
zone gestosci dla sieci ciasno upakowanej z mata iloscig wakansoéw kwantowych.
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1 Przestanki o naturze kwantowej i1 skorelowanej
cieklego 3He

1.1 Podstawowe wlasciwosci >He

Jako pierwiastek 3 He jest stabilnym izotopem z jednym neutronem, dwoma
protonami i dwoma elektronami. Ze wzgledu na nieparzysta liczbe nukleonow
catkowity spin jadra jest polowkowy i rowny 1/2. Gazowy stan 3 He zwykle jest
opisywany przez model gazu idealnego. Pomimo, iz diagram fazowy dla 3He
(rys. [I) wydaje sie tego samego typu co dla klasycznej cieczy w dwoch aspek-
tach obserwowanych doswiadczalnie spektakularnie sie rézni. Przede wszyst-
kim 3 He nie zestala sie pod niskim ci$nieniem (mniejszym niz 34 bary) w tem-
peraturze T' = 0K. Dzieje sie to na skutek stosunkowo duzych drgan zerowych
dla atomow helu [2]. Druga charakterystyczna wlasciwoscia ciektego 3He jest
przejscie w stan nadciekty ponizej temperatury T = 2.6mK przy normalnym
ci$nieniu.

*He

fcc

¥

krysztat
kwantowy

cisnienie p

hecp

ciecz
Fermiego-Landaua

Pis mp
339bar |2 ,
T=0) |9 )
( ) & |p.=1.27 bar
g //gz |7,=332K
0= g >
T, =2,56 mK temperatura T

Rysunek 1: Diagram fazowy dla skondensowanego *He [3]; bec oznacza struk-
ture krysztatu przestrzennie centrowang, hep strukture heksagonalng ciasno upa-
kowang, a fcc strukture powierzchniowo centrowang. Obszar cieczy Fermiego-
Landaua obejmuge temperatury ponizej 1K. Charakterystyczng cechq krzywej top-
nienia jest wystepowanie minimum dla T = 0.32K oraz p = 29.2 bar, ktdre jest
nieobecne na krzywej topnienia izotopu *He, ktérego atomy w stanie ciektym
tworzq ciecz bozonowg.

Z tych powodéw proba zrozumienia zachowania 3He w stanie cieklym wy-
maga innej teorii niz w przypadku klasycznej cieczy. Jedng z pierwszych prze-
slanek o kwantowej naturze cieklego 3 He bylo poréwnanie dtugosci termicznej
fali de Broglie’a jadra atomu *He w temperaturze 1K z $rednia odlegloscia
pomiedzy nimi w cieczy. Z prostego rachunku [4] mozna zobaczyé iz obie te
wielkosci sa tego samego rzedu

Age = h[\/2mmskpT ~ 1.01nm,

a~ V"% 0.39nm,

(1.1)
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Ciénienie P (bar) 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33
2N(0)[10°8/(erg-cm?)] | 1.08 1.26 1.42 1.56 1.69 1.82 1.93 2.04 214 225 235 2.46
pr[102g-cm/s] 828 852 867 879 889 898 906 912 918 923 928 934
vp[10°cm/s] 548 497 458 429 405 3.84 367 352 340 327 3.16 3.05

mi fms 3.01 342 378 4.09 438 467 493 517 539 563 586 6.10

a[A] 394 383 376 3.71 367 363 360 358 356 353 351 350

Tablica 1: Tabela podstawowych wiclkosci dla ciektego 3He wg. Wheatleya [5] w
zaleznosci od cisnienia: N(0)-gestosé standw, pp - ped Fermiego, vp - predkosé
Fermiego, mj[ms - wspélczynnik renormalizacji masy efektywnej i a - Srednia
odlegtosé pomiedzy atomami.

gdzie m3 oznacza mase atomu 3He, a V},,; objeto$¢ molowg w ci$nieniu atmos-
ferycznym rowna 36.8 em3/mol [6]. Oznacza to, iz uklad musi zachowywac sie
kwantowo gdyz sasiednie funkcje falowe sie naktadaja.

Dla temperatur T pomiedzy 3 mK a 1 K 3He (faza ciekla) zachowuje sie
w wielu aspektach jak stabo oddzialujacy gaz Fermiego. Przyktadowo ciepto
wlasciwe jest proporcjonalne do T, lepko$é¢ do T2, a podatno$é magnetyczna
nie zalezy od temperatury. Jednak 3He w tych temperaturach jest ciecza o
bardzo duzej gestosci, w ktorej sSrednie odleglosci miedzyatomowe sg poréwny-
walne z dlugoscig fali materii jadra helu. Wynika stad idea korelacji pomiedzy
atomami, ktorego Zrodtem jest gtownie silne odpychanie jadrowe i stabe przy-
cigganie van der Waalsa. Przykladowe wyznaczone eksperymentalnie wielkosci
(gestos¢ stanow, ped Fermiego, predkosé¢ Fermiego i renormalizacja masy efek-
tywnej dla cieklego 3He pod roznym ci$nieniem zawarte sa w tabeli [1| [5].

1.2 Silne korelacje w cieklym 3He

W wielu artykutach, miedzy innymi [5] [7], autorzy przedstawiaja ekspery-
mentalne wyniki dotyczace zachowania cieklego 3 He w zaleznosci od ci$nienia.
Na podstawie zmierzonych wielkosci Greywall [0, [7] podaje wartosci obserwo-
wanej masy efektywnej atomow cieklego 3 He 1 liniowego wspolczynnika ciepla
wlasciwego v w zaleznosci od ci$nienia (por. wyniki przedstawione na rysunku
7).

Obserwowany w doswiadczeniu wzrost masy efektywnej wraz ze wzrostem
ci$nienia sugeruje obecnosé silnych korelacji w uktadzie 3He. Stad w przeci-
wienstwie do zwyklej krystalizacji np. wody w 16d, solidyfikacja 3 He ma nature
kwantowa, gdyz np. entropia fazy statej jest wieksza niz entropia fazy ciektej,
jak to omowil po raz pierwszy Pomeraczuk [§].

Dodatkowo mozna policzy¢ temperature Fermiego zdefiniowana jako

er WG R2(3mEN[V)
]CB - ngk’B - ngkB

Ty = , (1.2)

gdzie dla normalnego ci$nienia objeto$¢ molowa wynosi V., ~ 36.8cm? a liczba
czastek N ~ Ny, = 6-1023. Wstawiajac do powyzszego wzoru mase atomu 3 He
ms = 5.5-10%*g, otrzymujemy temperature Fermiego rowna 4.8 K. Natomiast
temperatura Fermiego wyznaczona doswiadczalnie [9] (wiecej w nastepnym
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podrozdziale) wynosi Tr = 1.8K. Aby otrzymaé¢ poprawny wynik nalezy zre-
normalizowa¢ mase¢ o czynnik 2.8 (m} = 2.8mg). Ten ostatni wynik zgadza si¢
z kolei z renormalizacja masy wyznaczong z wartosci liniowego wspotczynnika
ciepla wlasciwego ~, przy normalnym ci$nieniu w pracy Greywalla [7] (por. rys.
. Fakt, iz warto§¢ renormalizacji temperatury Fermiego (Tr = Tp 22, gdzie

*
mg

T} jest temperatura Fermiego dla gazu o tej samej gestosci co ciecz) zgadza sie
z tg dla v = 70% ma glebokie znaczenie. A mianowicie, renormalizacja Ty to
renormalizacja wielkosci globalnej calej cieczy Fermiego (ex), a renormalizacja
Y to czynnik renormalizacji tylko kwaziczastek na poziomie Fermiego. Fakt,
ze te dwie wielkoSci sie zgadzaja oznacza renormalizacje wszystkich stanow
jednoczastkowych a nie tylko tych na poziomie Fermiego, jak to postuluje sie
w teorii Landaua cieczy Fermiego.

T T | T | |
6.0 3 ]
liguid “He
(from D.S. Greywall,1986)
— m;.a" Mz
"
T 5.0 -
T,
=
'
E
= /R
:E"” 400 T -
30 I
1 l l ] 1 | [ | [ ]

|
C 4 8 2 & 20 24 28 22 38 40 44
P{bars}

Rysunek 2: Zaleznosé liniowego wspdtczynnika ciepta wtasciwego w jednostkach
statej gazowej (v/R) od cisnienia i wynikajgcej z niego zrenormalizowanej masy
efektywnej (m3/ms) ciektego 3He, gdzie ms oznacza mase atomu >He. Wykres
zostat sporzadzony przy uzyciu danych z pracy Greywalla [7]. Silna renormaliza-
cja masy atoméw He w cieczy (m*[m > 2.8) swiadczy o znacznych korelacjach
miedzyczgstkowych w tym uktadzie[I0)].

Na rysunku 3] [6] jest przedstawiona zalezno$é¢ zmierzonego ciepla wlasci-
wego od temperatury (ciagta linia) i jej poro6wnanie z odpowiednia zaleznoscia
dla gazu idealnego (linie kreskowane dlugie) dla tych samych parametrow. Wi-
doczne odstepstwo obu krzywych jest kolejnym argumentem, iz ciekly 3He
musi by¢ traktowany jako silnie skorelowany uktad. W niskich temperaturach
mozliwe jest dopasowanie krzywych dla gazu idealnego ale z uwzglednieniem
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Rysunek 3: Zaleznosci ciepla wtasciwego obserwowanego doswiadczalnie od
temperatury (ciggta linia), i pordwnanie ich z odpowiednimi zaleznosciami dla
gazu idealnego dla tych samych parametréw (linie kreskowane dlugie) i dla gazu
idealnego o masie efektywnej ms ~ 5.4ms (linie kreskowane kritkie) wg Grey-
walla [6]. Poszczegdlne objetosci molowe V' i masy efektywne (w jednostkach
masy atomu 3He) sq wyszczegdlnione na krzywych.

masy efektywnej, m3 ~ 5.4ms dla objetosci molowej V' = 26.2 em3/mol (linie
kreskowane krotkie).

Zgodno$¢ obserwujemy réowniez pomiedzy krzywa topnienia otrzymana teo-
retycznie przy uwzglednieniu silnych korelacji w ciektym 3He [10] a dogwiad-
czalnie wyznaczona przez Baum et.al. [TI1] (por. rys. [4).

1.3 Ciekly 3He jako ciecz fermionéow

W swojej pracy Mook [9)] przedstawil wyniki rozktadu statystycznego liczby
czastek w funkcji pedu atomow w ciekltym 3He dla ci$nienia normalnego. Do
otrzymanych punktéw doswiadczalnych dopasowal rozktad Fermiego-Diraca
(rys.[5). Tym samym potwierdzil, iz ciekly > He powinien by¢ traktowany jako
ciecz fermionéw, co ponownie wskazuje na jej kwantowa nature.
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Rysunek 4: Krzywe topnienia dla 3He wyznaczone teoretycznie [I0] (gérny
wykres) i wyznaczone dosSwiadczalnie wg Bauma et. al.[11] (dolny wykres).
Wystepowanie minimum na krzywej topnienia Swiadczy o skorelowanej naturze
ciektego >He i stanowi podstawe efektu Pomeranczuka [8].
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Rysunek 5: Rozktad liczby czqstek He w funkcji pedu n(p) dla cieklego 3He
xmierzony technikq rozpraszania neutrondw przy cisnieniu normalnym i tempe-
raturze 0.37 K wg Mooka [9]. Krzywa zostata dopasowana dla zrenormalizowanej
masy m3 = 3.08 mg. Otrzymana temperatura Fermiego jako parametru filujgcego
wynosi Eplkp =1.8+0.2K.
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Krzywa rozktadu Fermiego-Diraca

1 ~ 1
eap[(B(p) — Er)[kpT]+ 1~ cqpp(. 22 _Tmay,q’

2mikpT ~ Tmj

n(p) (1.3)

dopasowana zostala do punktéw doswiadczalnych metoda najmniejszych kwa-
dratow, gdzie parametrem dopasowania byta temperatura Fermiego T = Er/kp =
1.8+0.2K, z uzyciem masy efektywnej mj = 3.08 mg, co jest spdjne z wynikami
Greywalla [7] przytoczonymi w poprzednim podrozdziale.

1.4 Krzywa namagnesowania dla cieklego 3He

W eksperymencie przeprowadzonym przez Wiegersa, Wolfa i Puecha [12]
zostala zmierzona magnetyzacja ciektego 3He (rysunek @ Byty przeprowa-
dzone proby dopasowania wynikéw teoretycznych do do$wiadczalnej krzywej
magnetyzacji, ktore w przypadku osiggniecia dobrej zgodnosci moglyby prze-
mawiaé¢ za poprawnoscig jednej z kwantowych teorii cieklego 3He. Miedzy
innymi jako jeden z lepszych wynikéw zostalo zaprezentowane dopasowanie
krzywej teoretycznej wyznaczonej metoda pomocniczych bozondéw w przybli-
zeniu punktu siodlowego przez Spatka i Wojcika [13] (por. rys. [7). Mozna tez
porownaé¢ wynik otrzymany przez Vollhardta [14] w ramach podejécia Gutzwil-
lera (oméwione w szezegotach w kolejnych rozdziatach) ktory dla duzych ma-
gnetyzacji jest zdecydowanie rozbiezny z eksperymentem (rys. @: gorna krzywa
we wstawce). Jako kolejny argument za kwantowa natura 3He i gtowny wy-
nik tej pracy w dalszej czesci przedstawiony jest formalizm i metody, dzieki
ktorym otrzymano dobra zgodnosé¢ z eksperymentem krzywych magnetyzacji
wyznaczonych teoretycznie.

W rozdziale 3 wprowadzimy metode opisu teoretycznego a nastepnie zasto-
sujemy je do opisu konkretnych wynikéw doswiadczalnych. Najpierw jednak
ze wzgledu na kompletno$¢ podsumujemy teorie Landaua.
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Rysunek 6: Krzywa namagnesowania dla ciektego *He wg Wiegersa, Wolfa
i Puecha[I2]; ciggta linia przedstawia ekstrapolacje liniowej zaleznosci dla niz-
szych pol magnetycznych. B oznacza zaaplikowane zewnetrzne pole magnetyczne.
We wstawce zaprezentowane sg teoretyczne wyniki magnetyzacjyi: gorna krzywa
w podejsciu Gutzwillera [14)] i dolna krzywa metodg RPA (random phase appro-
zimation). Punkt © we wstawce oznacza punkt metamagnetyczny otrzymany w
metodzie Gitzwillera, nieobecny w danych doswiadczalnych.
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Rysunek 7: Dopasowanie do eksperymentu [12] metodg pomocniczych bozondw
w przyblizeniu punktu siodtowego wg Spatka i Wdjcika [13]. Zaznaczono stopien
wypetnienia pasma rozumianych jako liczbe n atomdéw >He praypadajocych na
jednen wezet wirtualnej sieci krystalicznej modelujgcej dos$é ciasno upakowany
stan cieczy. Zmienne n od wartosci pola oznaczatoby zmienng liczbe wakansow
kwantowych przy zmieniajgcej sie wartosci pola
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2 Teoria Landaua cieczy Fermiego: kroétkie pod-
sumowanie

Zanim przystagpimy do wtasciwego opisu teoretycznego w tej pracy scha-
rakteryzujemy pokrotce pionierskie podejécie Landaua do opisu cieklego 3 He.

Lev D. Landau sformutowal kwazifenomenologicza teorie cieczy Fermiego
w niskich temperaturach (7' < 1K) w 1956 roku. Poprzez wprowadzenie idei
kwaziczastek o efektywnej masie mj (jak juz wiemy 3-6 razy wiekszej niz masa
atomu 3He w prozni) i efektywnego oddziatywania pomiedzy nimi z sukcesem
opisal pewne wtasciwosci oddzialujacej ciecz fermiondw.

2.1 Gaz Fermiego

Poniewaz w pewnym zakresie parametrow ciekly hel mozna efektywnie opi-
sa¢ jako gaz stabo oddzialujacych czastek o statystyce fermionowej, na po-
czatku przedstawimy podstawowe wtasciwosci gazu Fermiego.

W swobodnym gazie zawierajacym N czastek o spinie 1/2, stanami wla-
snymi sa fale ptaskie scharakteryzowane przez wektor falowy k, ped hk, rzut
spinu o, = 5 , 0 energii ¢, = h?k?/2m. Wszystkie jednoczastkowe stany wypet-
niaja sfere Fermiego, az do tak zwanego wektora falowego Fermiego zadanego
przez [15]

1
kr = (37°N)?, (2.4)
ktory jednoczeénie definiuje odpowiednio ped ppg, energie ep i predkos¢ Fer-

miego vp, a mianowicie

pr = kg = b (372N

2
p
€F = ﬁ7 (25)
_(de _DPr
UF_(dp)pF— m.

Wtedy gestosé¢ stanéw na jednostke objetosci ze zmiana energii (dla obydwu
spinéw) na powierzchni Fermiego wynosi

2 (03mpl)dpr 2 dmpt
er (2Th)3 Opr  de  (2mh)3 (de/dp),,
P 3N  3Nm

dn)

N%ep) = (E

(2.6)

= - -2
m2h3vp  ppuR Pr

Niskotemperaturowe statyczne wtasciwosci gazu sa okreslone catkowicie przez
ten parametr oraz warto$¢ ep. Przyktadowo, ciepto wlasciwe i podatnos¢ ma-
gnetyczna sa odpowiednio okreslone wzorami [16]

C, = %Q(Z—Z) k2T,

r (2.7)
X = ivth(é—Z) n
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gdzie v = 2u,/h jest stosunkiem zyromagnetycznym jadra 3He, a pu, nu-
klearnym momentem magnetycznym (jadrowym odpowiednikiem magnetonu
Bohra). Przyktadowe wartosci wielkosci tutaj podanych sa wyszczegdlnione w
tabeli [Il

2.2 Ciecz Fermiego-Landaua

Landau w swojej fenomenologicznej teorii przedstawil przejécie z opisu
gazu Fermiego do opisu cieczy Fermiego. Jezeli oddziatywanie jest 'wytaczone’
wszystkie stany o energii mniejszej niz energia Fermiego dla gazu swobod-
nego beda wypelnione a powyzej puste. Dla niezerowej temperatury pojawiaja
si¢ stany wzbudzone termicznie (kwaziczastki) powyzej energii Fermiego €, i
stany niezapelnione (dziury) pod powierzchnia Fermiego. Jezeli powoli (adia-
batycznie) wlaczymy oddzialywanie miedzyatomowe, zmieni sie energia stanow
jednoczastkowych. Nie bedzie to juz pojedyncza wzbudzona czastka ale raczej
czastka i koherentny ruch chmury innych czastek w jej otoczeniu [I7]. W ten
sposob Landau wprowadzil kwaziczastki i kwazidziury jako nowy opis stanu
wzbudzonego ukltadu. Energie kwaziczastek powinny by¢ okreslone liczbami
kwantowymi. Landau zapostulowal, ze ich energia jest dalej funkcja wektora
falowego k, a wektor falowy Fermiego kr jest taki sam jak w przypadku gazu
swobodnego (2.4). Ten postulat zostal pozniej udowodniony formalnie za po-
moca metody funkcji Greena (twierdzenie Luttingera) [18]. Dodatkowo, kwa-
ziczastki spelniaja zasade Pauliego, jest ich tyle samo, co czastek i rowniez
maja rzut sktadowej spinu +4. Stany wzbudzone kwaziczastek sa tworzone po-
przez ich propagacje na lub powyzej sfery Fermiego. Kazdy stan po mozna
opisa¢ poprzez podanie Sredniej liczby kwaziczastek w tym stanie n(po) lub
rownowaznie przez roznice on(po) wzgledem stanu podstawowego. Energia po-
jedynczej czastki, oraz wielko$ci opisujace energie Fermiego jest zdefiniowana
tymi samymi wzorami co w przypadku gazu Fermiego (2.5) z tym, ze zamiast
masy wystepuje masa efektywna m*

2

oe(p) = e(p) —€r = R erp~hvp(k-kp),

2m*
_Pr _ o m*
e T (28)
dn 3N 3Nm* m*
N()=(— = = = NO .
(0) (dG)eF PRUF P (er) m

Mozemy powiedzieé¢, ze wskutek renormalizacji masy, kwaziczastki sa ciezsze
i wolniejsze niz wyjsciowe nieoddziatujgce czastki 3He. Oprocz wprowadzenia
masy efektywnej, drugim bardzo waznym elementem teorii cieczy Fermiego jest
wprowadzenia efektywnego oddziatywania pomiedzy tymi kwaziczastkami. Na
poczatku przypu$émy, ze oddziatywanie nie zalezy od spinu, a tylko od pedow
czastek: dla dwoch kwaziczastek o pedach p i p’ oddzialywanie zdefiniowane
jest przez f(p,p’). Wtedy catkowita energie uktadu wyraza sie wzorem [16]

B =By 2(e(p) - e)in(po) + 5 ¥ f(op)5n(po)on(ple).  (29)

po pp’;o0’
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Widzimy, ze drugi i trzeci wyraz opisuje zmiane energii uktadu wzgledem
wybranego stanu podstawowego. Teraz rozwazmy oddzialywanie zalezne od
spinu. Kwaziczastka w stanie p nie musi by¢ w stanie wtasnym rzutu spinu
0. - moze by¢ liniowa kombinacja stanoéw o, = +%, to znaczy moze mie¢ spin
S wskazujacy w dowolnym kierunku. Aby rozwiazaé ten problemem nalezy
zamieni¢ n(po) na macierz 2x2 n(p) i sume po o przez $lad macierzy. Niech
n(p) oznacza catkowita liczbe kwaziczastek w stanie p, a dn(p) bedzie zmiana
tej liczby w stosunku do stanu podstawowego

on(p) = Trén(p). (2.10)

Jezeli oddzialywania sa niezmiennicze wzgledem obrotu spinéw, definiu-
jemy efektywng energie oddzialywania pomiedzy kwaziczgstkami w stanach p
ip'.

E=Ey+). 5€(p)5ﬁ(p)+% Y. f(p.p")on(p)én(p’)+¢(p.p’)d(p)-6(p’). (2.11)

P pp’

Konwencjonalnie definiuje sie bezwymiarowe wielkosci F i Z przez pomnoze-
nie f i ¢ przez gestosé stanéw N(0). Ze wzgledu na to, ze teoria ma opisywac
uktad w niskiej temperaturze, wartosci wzbudzen p i p’ lezg w poblizu poziomu
Fermiego. Uktad ciekly izotropowy taki jak 3He jest niezmienniczy wzgledem
przestrzennych obrotéw, co pozwala wyznaczy¢ wielkosci F i Z jako funkcje
tylko kata 6 pomiedzy p i p’. Kryje sie za tym zalozenie, ze czes¢ oddzialywa-
nia jest praktycznie wziete dla czastek na poziomie Fermiego, a rozproszenie
spowodowane takimi oddzialywaniem to elastyczne rozproszenie kwaziczastek
jednej na drugiej. Zatem mozemy rozwingé je w zupelny szereg wielomianow
Legendre’a P;(cos)

(Cji_z)f(p,p') = F(p,p') = ;EB(COSQ)a

dn

(G )@ p) = Z(0p") = ¥ ZiFi(cos0).

W tym podejsciu oddzialtywanie pomiedzy dwoma czastkami jest catkowicie
opisywane przez nieskonczony zbiér parametrow Landaua Fj i Z;. Co najmniej
pierwsze cztery parametry (Fy,Fy,Z0,7Z1) moga by¢ wyznaczone eksperymen-
talnie. Zazwycza] Fy jest bardzo duzy i dodatni, F; duzy i dodatni, Z, ujemny
i rowny okoto -3 na granicy ferromagnetycznej i Z; bliski zera [16].

W ramach tego modelu mozna wyjasni¢ podobienstwa w podobnym zacho-
waniu sie swobodnego gazu fermionéw i cieczy Fermiego. Cieplo wlasciwe (¢, ),
podatnosé magnetyczna (xs) i $cisliwosé (k) zostaly opisane przez odpowia-
dajace im wielkosci dla swobodnego gazu (¢, x4, x°), parametry Landaua ([
i Z;) i mase efektywna (m*) [16]

(2.12)

*

m

y=—7",
_m*/m 0 913
XS_1+ZOXS’ (2.13)
m /mli0

%=1+F0 ’
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gdzie stosunek masy efektywnej do masy réwniez mozna wyrazi¢ za pomoca
parametru Landaua

* F
m -1+22

— ; (2.14)

Dla kompletnosci zalezno$ci zrenormalizowanej masy efektywnej i ciepta
wlasciwego wyprowadzone sa w dodatku A.

Podsumowujac, teoria Landau’a wprowadzona zostata w celu opisu stanéow
wzbudzonych o niskich energiach - czyli do opisu wlasciwosci termodynamicz-
nych i dynamicznych ukladu w bardzo niskich temperaturach, tzn wzbudzo-
nych w poblizu powierzchni Fermiego. Dodatkowo, opisuje ona wzbudzenia
kolektywne (dzwieki) [26], ktorymi nie bedziemy si¢ zajmowaé¢ w ramach tej
pracy. Nalezy nadmienié¢, ze zawodzi ona w przypadku gdy ciecz Fermiego
solidyfikuje sie, gdyz wtedy nalezy uwzgledni¢ wszystkie czastki, a nie tylko
te w poblizu powierzchni Fermiego. Taki opis musi opieraé¢ si¢ o oddzialywa-
nie w przestrzeni rzeczywistej. Tak, wiec wlasciwosci globalne catego uktadu
(energia stanu podstawowego i swobodna, przejscie ciecz-ciato stale, uporzad-
kowanie magnetyczne w fazie stalej, diagram fazowy faz nadcieklych uwzgled-
niajacy fazy A, A1, B) musza by¢ opisane modelem uwzgledniajacym wszystkie
atomy tworzace uklad. Stad nasza proba mikroskopowego opisu, jakkolwiek w
modelu z prostg struktura, oddzialywania miedzyczastkowego. W pozostale]
czesci pracy skoncentrujemy sie zatem wylacznie na naszym modelu.
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3 Model Hubbarda: oméwienie ogoblne

W celu opisu czastek oddzialujacych krétkozasiegowo na sieci Hubbard
[19, 20] zaproponowal uproszczony hamiltonian zawierajacy czesé¢ kinetyczng
i czes¢ oddzialywania w nastepujacy sposob. Rozwazmy N czastek na sieci.
Wtasciwg baza stanéw jednoczastkowych sa funkcje Wanniera. Sa to funk-
cje scentrowane na wezltach sieci. Czastki moga sie przemieszczaé pomiedzy
roznymi weztami sieci. Amplituda prawdopodobienstwa przeskoku z i-tego do
J-tego wezta wynosi ¢;;. Natomiast pomiedzy dwoma czgstkami znajdujacymi
sie na tym samym wezZle i w tym samym stanie Wanniera réznigcymi sie jedy-
nie spinem ma miejsce oddziatywanie odpychajace. Wszystkie inne elementy
macierzowe oddziatywania sa pomijane. Uzyskany w ten sposdéb hamiltonian
nazywany jest hamiltonianem Hubbarda

H= Z Z tijC;rUCjo- +U Z NNy, (315)

ij O %

gdzie cZTU jest operatorem kreacji czastki o spinie o w stanie Wanniera na wezle
i-tym, cj, jest operatorem anihilacji czastki o spinie 0 w stanie Wanniera na
wezle j-tym, n; = c;rTciT - operatorem liczby czastek na wezle i-tym o spinie
w gore i odpowiednio n; = chi | - operatorem liczby czastek na wezle i-tym o
spinie w dot.

Hamiltonian Hubbarda mozna tez wyrazi¢ w reprezentacji pedowej na sieci

U
7-[ = Z E(k)CTkUCkO' + N Z CI(JquCkTCI{’quCk'l? (316)
ko kk'q

gdzie e(k) jest energia pasmows (jednoczastkowa), ktora wyraza sie jako trans-
formata Fouriera na sieci

1 )
E(k) = — Ztije_Zk.(Ri_Rj), (317)
N %
cxo jest operatorem anihilacji czastki w stanie o pedzie k i spinowej liczbie

kwantowej o = +1
1

N3

Cko = Z cipe KR (3.18)
i
a CLJ jest operatorem kreacji czastki w stanie o pedzie k i spinowej liczbie

kwantowej o = +1
1

Nz
Dodatkowo jezeli rozwazamy uktad oddziatujacy z zewnetrznym polem ma-
gnetycznym niezbedne jest dodanie do Hamiltonianu wyrazu Zeemana

cLU = Z el ehRi (3.19)

U
H = Z E(k)ClTkaa + N Z CLqTCkTCle—qlck’i - Z ahcleckg, (3.20)
ko kk’q ko

gdzie h jest zredukowanym polem magnetycznym h = %g,u sH,.
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Zazwyczaj zaklada sie uktad, w ktorym w przyblizeniu niezerowe sa jedynie
catki przeskoku pomigdzy najblizszymi sgsiadami t.;;. = —t i ewentualnie mieg-
dzy drugimi najblizszymi sasiadami t.;;,, = t. Pomimo prostoty Hamiltonian
Hubbarda bardzo dobrze opisuje oddziatujacy uktad w poblizu przejscia metal-
izolator. Bez oddzialywania (U=0) mamy do czynienia z pasmem przewodnic-
twa, ktorego zrodlem jest male ale niezerowe przekrycie sie sasiednich funkcji
falowych. W granicy atomowej (t=0) wszystkie czastki sa zlokalizowane na we-
ztach (atomach). Z tego powodu Hamiltonian Hubbarda opisuje uktad, ktory
moze przechodzi¢ z jednej granicy w druga. Oczywiscie najbardziej interesu-
jacy zakres jest gdy W ~ U, gdzie W = 2Zt jest szeroko$cia wyjsciowego pasma
energetycznego a Z - liczba najblizszych sasiadow. W tym przypadku mamy
do czynienia z rywalizacja pomiedzy zachowaniem pasmowym (stany rozcia-
gniete na caly uklad), a lokalizacja zaindukowana korelacjami. Czesto rowniez
rozwaza sie tez granice bardzo silnych korelacji gdy U >> W miedzy innymi w
pracach dotyczacych nadprzewodnictwa wysokotemperaturowego |21} 22] 23] i
nadprzewodnictwa niekonwencjonalnego [24] 25].

Ciekly 3He jest z tego punktu widzenia uktadem jednopasmowym ale z
nieuporzadkowanymi wezlami sieci. W pierwszym przyblizeniu traktujemy go
jako uktad sieciowy z ciasno upakowanymi atomami. Duze drgania zerowe
tych atomo6w nalozone na ich ruch postepowy moga oznaczaé, ze wybor do
rozwazan konkretnej modelowej sieci ma znaczenie drugorzedne. Przetestu-
jemy to zalozenie przez rozwazenie roznych struktur sieciowych. Po drugie,
fermionami sg tutaj cale atomy 3He. Zatem, oddzialywanie pomiedzy tymi
atomami jako czastkami ma charakter oddzialywania van der Waalsa [26],
ktore moze by¢ modelowane np. przez potencjal Lennarda-Jonesa. W naszym
modelu te oddziatywania uwzglednione sa jako kontaktowe typu Hubbarda.
Oznacza to, iz uwzgledniamy przede wszystkim cze$¢ odpychajaca potencjatu
Lenarda-Jonesa.
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4 Podejscie Gutzwillera dla modelu Hubbarda

4.1 Ogoblna charakterystyka

Rozwazmy uktad N fermionéw na sieci zawierajacej L weztow. Zgodnie 7
zasada Pauliego na wezle moga znajdowaé sie co najwyzej dwie czastki o prze-
ciwnych spinach. Stad mozliwe sa cztery rozne konfiguracje na wezle: moze
nie by¢ zadnej czastki, moze by¢ jedna o spinie w gore lub w dot, badz dwie
czastki o przeciwnych spinach. Ze wzgledu na oddziatywanie odpychajace po-
miedzy czastkami ostatnia konfiguracja - podwojnie obsadzony wezet - nie jest
korzystna energetycznie. Dzieje sie tak poniewaz energia uktadu z takim obsa-
dzeniem wzrasta o energie U.

Do rozwigzania Hamiltonianu Hubbarda w temperaturze T=0 mozna uzy¢
metody wariacyjnej. Oznaczmy punkty sieci obsadzone przez czastki o spinie
w gore symbolem Ny, o spinie w dét N, a podwdjnie okupowane wezly przez
D. Ponadto wprowadZzmy oznaczenia

Ny
ny=—
T L’
Ny

= 4.21

ny LJ ( )
D
d?==.
L

Niech funkcja [1hg > opisuje stan nieskorelowany (U=0) uktadu. Wtedy $rednia
liczba podwodjnie obsadzonych weztow wynosi Dy = nyn, L. Po wlaczeniu od-
dziatlywania nastepuje wzrost energii o U na kazdym podwdjnie obsadzonym
wezle. Stad ich liczba musi zosta¢ zmniejszona w celu skompensowania do-
datkowej energii. Funkcja falowa stanu skorelowanego zostata zaproponowana
przez Gutzwillera w postaci [27]

[ >=TT11 = (1 = g)nana Jlo >= g0 > . (4.22)

Aby otrzymaé¢ stan skorelowany stopniowo jest zmniejszana amplituda stanu
nieskorelowanego. Parametr g jest parametrem wariacyjnym, wyznaczanym z
minimalizacji energii stanu podstawowego, ktéra jest dana wzorem

<YH > <Y Ty o tiscly ol > <U Ty npnaly >
e _ . (423
<ol <> T <o (4:23)

W granicy termodynamicznej gdy liczba czastek N dazy do nieskonczonodci,
funkcja |¢p > jest stanem wlasnym operatora liczby czastek, stad z wyrazu od-
dzialywania we wzorze na energie stanu podstawowego otrzymujemy U D i jest
to wynik doktadny. Aby obliczy¢ wyraz kinetyczny Gutzwiller zatozyl, iz ruch
czastek o spinie w gore i ruch czastek o spinie w dot na sieci odbywaja sie
niezaleznie od siebie. Przyjat tez, ze czastki o spinie w dot moga byé trakto-
wane jako nieskoniczenie ciezkie i dziatajg tylko jako przeszkoda dla czastek o
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spinie w gore. To przyblizenie pozwolito po minimalizacji wzgledem parametru
wariacyjnego g otrzymaé wyrazenie na energie stanu podstawowego [I]

)
fg = qi(d,ny,ny)é + q (dng,ny e, + Ud. (4.24)

Wspoélezynniki ¢4 1 g, sa wspolezynnikami renormalizujacymi energie e czastek

o spinie w gore i w dot.

{[(no = ) (1 =y =1 + )]% + [(ny = d?)d?]7)?
ne(1-n,)

Gy = (4.25)

Sa one nazywane wspolczynnikami Gutzwillera. Wyprowadzenie wzoréw na po-
sta¢ tych wspotczynnikow znajduje sie w dodatku B. Ponadto srednia energia
dla spinu o w nieskorelowanym stanie wyraza si¢ wzorem

€y = ! <w0‘ztijclacj0'|¢0 >= z E(k), (426)

€o -
L
‘k}‘<k‘FU

gdzie kp, jest wektorem falowym Fermiego dla poduktadu czastek o spinie o.

Wyrazenie wcigz musi byé zminimalizowane wzgledem parametru d -
liczby podwdjnie obsadzonych weztow sieci.

Wygodna jest zmiana zmiennych z n, i nyz nan =n,+nz i m = n,—ns, gdzie

n reprezentuje wypelnienie pasma, a m moment magnetyczny przypadajacy

na wezel. W nowych zmiennych wspotezynniki Gutzwillera wyrazaja sie przez

([ - d) (L -+ d?)]7 + [("5" - )]z )

2

(4.27)

qO': n+m n+m
e (l-mgm)

Jezeli zinterpretujemy wyrazenie (4.24]) jako wartos¢ oczekiwana z jedno-
czastkowego efektywnego hamiltonianu Hga w stanie [¢hg >

Ey =<vo[Hgaltho >, (4.28)

to mozemy wydedukowa¢ forme hamiltonianu Hg4 odpowiadajgcemu przybli-
zeniu Gutzwillera

Hea(dnm) =" qa(d,n,m)tijclgcjg -y ahclocio + LUd?, (4.29)
ijo i

lub w reprezentacji pedowe;j

Hea(dn,m) = (g-(dnm)e(k) - oh)cl e + LU, (4.30)
ko

gdzie w obydwu wzorach zostal dodany wyraz Zeemana.

Podejscie Gutzwillera moze by¢ alternatywnie traktowane jako teoria wpro-
wadzajaca efektywny zrenormalizowany hamiltonian dla kwaziczastki. To po-
dejscie nazywa sie renormalizowang teoria sredniego pola (RMFT-renormalized
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mean-field theory). Hamiltonian jest wyrazony przez n, m, ktére mozemy okre-
sli¢ jako wartosci oczekiwane jednoczastkowych operatorow N i M

N <N> 1
n=—= :—Z<chka>7
L L L 7
R (4.31)
M <M> 1Z < S
m=—= =— CreyCko > -
L~ I L&7

Pomimo, iz podejscie Gutzwillera zostato wyprowadzone dla zerowej tempera-
tury, skonstruujmy funkcjonal Landaua

F(GA) _ _% S in[1+e "] + LU, (4.32)
ko

gdzie
B = goe(k) - oh - p (4.33)

jest energia kwaziczastki, a p potencjalem chemicznym. Poniewaz d? jest pa-
rametrem wariacyjnym nalezy wzgledem niego zminimalizowaé¢ potencjal Lan-

daua (4.32)), skad bezposrednio dostajemy warunek na d

(GA)
af&d —2LUd? + Y % FECD)e(k) =0, (4.34)
ko

gdzie f(E) jest rozktadem Fermiego-Diraca. Natomiast magnetyzacja m i wy-
pelnienie pasma n nie sa parametrami wariacyjnymi i sa wyznaczone z rOwnan
(4.31)

m= Y of(Bg").
ko

1
n= - S FESY).
ko

Rownania i dla zadanego wypelnienia pasma jednoznacznie okre-
slaja wartos¢ parametru wariacyjnego d, magnetyzacji m i potencjatu che-
micznego p. W tym formalizmie pojawila sie w literaturze proba dopasowania
krzywej magnetyzacji do eksperymentu [14].

(4.35)

4.2 Szczeglblny przypadek w polowie wypelnionego pa-
sma - przejScie Motta

Celem tego podrozdziatu jest opis przejscia metal-izolator, opisanego po
raz pierwszy przez Motta [28]. O izolatorze Motta mowimy wtedy gdy czastki
(np.elektrony) lokalizuja sie na punktach sieci gdyz oddzialywanie Coulom-
bowskie nie pozwala im opusci¢ wezta (U >> t), natomiast o metalu wtedy gdy
czastki moga swobodnie porusza¢ sie na sieci (U ~ t). Jednym z przyktadow
przejscia fazowego Motta metal-izolator uwazana jest solidyfikacja ciektego
3 HeRoznica pomiedzy stanami w cieczy (metal) a w ciele stalym (izolator)
wedlug idei Motta przedstawiona jest na rysunku [§]
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a) _Normal metal . b) _Moti insulator
e atomic = Ii
N . . (/b}‘—(j"(’)}(’)ﬁ ’}\L 7 'osmcresl e
RAYAA A% VAYA "AVE S, p!onte;wu\re % {/"7" {/% L”‘ L%(/D}
- states
A b./ b’)\ b’?x L’?\ L’% L’?\ JJ‘
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Rysunek 8: Schematyczna reprezentacja standw elektronéw jako (a) standw
Blocha i (b) w porzadku antyferromagnetycznym zlokalizowanych na atomach
sieci w krysztale [10]. Takie samo przejscie od standw zdelokalizowanych do zlo-
kalizowanych na miejsce w przypadku solidyfikacji >He z tym, ze w stanie cieklym
nie ma jondw dodatnich, a zatem i Scisle mowige, weztow siec.

W przypadku w polowie wypetnionego pasma n=1, jest tyle samo cza-
stek co weztow sieci. Bardzo duze oddziatywanie U >> t nie pozwala na ruch
czastek, ktore lokalizuja sie wiec w punktach sieci, tworzac izolator Motta. W
przypadku nieskorelowanych czastek sa cztery rownie prawdopodobne konfigu-
racje na wezle sieci: brak czastek, czastka o spinie w gére lub w dot i podwdjne
obsadzenie. Nieskorelowany stan opisuje funkcja [y >. Jezeli 'wlaczymy’ od-
dzialywanie natychmiast zmniejsza sie prawdopodobienistwo podw6jnego obsa-
dzenia na wezle i rownoczesnie w takim samym stopniu zmniejsza si¢ prawdo-
podobienstwo braku obsadzenia, a wzrasta prawdopodobienstwo pojedynczych
obsadzen. Konstruujemy podobnie jak w poprzednim rozdziale funkcje skore-
lowanych czastek

i) >= H[l = (1= g)nangy ][t >, (4.36)

gdzie g € (0,1). Dla g=1 otrzymujemy nieskorelowana funkcje stanu a dla g=0
nie ma zadnych podwojnych obsadzeri. Energia w stanie skorelowanym wyraza
sie wzorem

_<Y[H|p >
E(g) = PR

Aby obliczyé¢ E(g) odseparujmy stany dwoch okreslonych weztow. Two-
rzymy funkcje stanu N czastek skorelowanych jako nastepujaca superpozycje

[t >= zﬁja(amw > [N N, > (4.38)

(4.37)

gdzie o, =0,1, | ,d, a a(a3) jest amplituda prawdopodobienstwa pojawienia
sie stanu |af >. Zauwazmy, ze mozemy tak zapisac¢ te funkcje i wysumowaé
po wszystkich stanach af gdyz wszystkie konfiguracje sieci z wytaczeniem
wybranych wezlow sg rowno prawdopodobne. Zatem wystarczy zmieniaé kon-
figuracje na wybranych weztach. Ponadto w wypadku wypelnienia pasma n—=1
gdziekolwiek pojawi sie pusty wezel oznacza to pojawienie si¢ podwojnego ob-
sadzenia w innym miejscu. Stad mozemy pusty wezet traktowaé¢ zamiennie z
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ij ij ij ij|a(aB)
00 dd o0d do g
0t 0y 10 JO| /g
dt d} td ld| /g
R Y 1

Tablica 2: Wykaz konfiguracji dwuwweztowych wraz z odpowiednimi $rednims am-
plitudami prawdopodobienstwa tych konfiguracyi.

weztem podwojnie obsadzonym [29]. Wspolezynnik a(a/3) zawiera informacje
o amplitudzie wystepowania konfiguracji a8. Mozna je obliczy¢ liczac iloczyn

funkcji [ >= [1-(1-g)nyn, ]jaf > (4.22)) dla dwoch weztow (i-tego i j-tego) dla
roznych konfiguracji o3, pamietajac, ze stan 0 jest rownowazny podwojnemu
obsadzeniu.

Stad

<ynln >=3 la(aB)P =4(g* +g+g+1) =4(g+ 1) (4.39)
aB

Energie rozbijamy na dwie czesci: kinetyczna i oddzialywania, ktore sg obli-
czane osobno

E(g) _ < ¢N|H|wN > _ < wN|,Hk:m|¢N > + < ¢N|Hmt|¢]\7 >
<Ynln > <Ynln > <Ynlbn >

Aby znalez¢ energie oddzialywania nalezy policzy¢ warto$é oczekiwang w sta-
nie |¢)y > operatora liczby podwojnych obsadzeri, ktora wynosi

(4.40)

<Yn|ngnalvn > _ 2g2 +2g 9 _p
<¢N|77Z)N> 4(g+1)2 2(g+1) ’
gdzie d? jest prawdopodobienistwem czyli liczbg podwojnych obsadzen przy-

padajaca na jeden wezel. Natomiast, aby policzyé czesé kinetyczng, nalezy
wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwang z operatora przeskoku z wezta j-tego na i-ty

(4.41)

<gwlchelon >

< ¢N|¢N >
g
) W(< NN >+ <UN LI, > (4.42)

d d
+ < ¢§l\?—2|¢1¢\;—2 >+ < @Dz\}—3|¢1l\/—3 >)'

W kazdym z czterech mozliwych procesow przeskoku (por. rys.@ nie zmie-
nia sie sumaryczna liczba czastek na wezle i-tym plus j-tym. Prowadzi to do
tego, iz wszystkie iloczyny stanéw w powyzszej réwnosci sa rowne 1. Wtedy

- <ynleelon > 4g g

i = 07 = = E in . 4:43
T <yl > T4(g+1)2 k (4.43)

=t
T(g+1)?
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ib)

Rysunek 9: Schematyczne przedstawienie czterech mozliwych proceséw prze-
skoku czqstki o spinie w gdre w modelu Hubbarda; (a) pozostawiajgcea sumaryczng
liczbe podwdjnie okupowanych miejsc bez zmian, (b) zmieniajqc ich liczbe o jeden

wg Vollhardta [T7).

Korzystajac z powyzszych wynikow (4.43) i (4.41) mozemy wyrazi¢ catkowita
energie przypadajaca na jeden wezel sieci

E(g) 1 2 dg g
PO _ g e , 444
L e U= et U (4.44)

gdzie € = E(g = 1). W granicy g — 0 oddzialywanie U jest duzo wieksze niz
caltka przeskoku t, co oznacza, ze usuwamy wszystkie podwéjne obsadzenia. W
tej granicy ignorujac wyrazy kwadratowe dostajemy zaleznos¢

E(g)
L

1
~ 4gé + §Ug. (4.45)

Minimalizujac energie wzgledem g otrzymamy nastepujace wyniki: (i) W po-
blizu g ~ 0 energia jest w przyblizeniu rowna zero. Przy U — U, nie tylko
kazdy z wyrazow zmierza do zera, ale takze te dwa wyrazy sa porownywalnymi
wielko$ciami o przeciwnych znakach. Oznacza to, iz w granicy tej zrenorma-
lizowana energia kinetyczna (pasmowa) jest porownywalna z energia oddzia-
lywania. Stad mozemy oszacowaé¢ warto$¢ oddziatywania krytycznego U, dla
ktorego nie ma podwdjnych obsadzen

U, = 8Jd. (4.46)

(ii) Dla stanu nieskorelowanego gdy U = 0 liczba podwojnie obsadzonych
wezlow wynosi d?(g=1) = 1 (4.41).
(iii) W ogolnosci mozna podaé nastepujacy wzor na liczbe podwdjnych
obsadzent w funkcji U
1 U
d?==(1- ). 4.47
-7 (4.47)
Wynik ten mozna zinterpretowac jako przejscie pomiedzy metalem gdzie sa po-
dwojne obsadzenia czyli czastki moga sie poruszaé¢ z jednego wezla na drugi,
a izolatorem gdzie wszystkie podwdjne obsadzenia sg usuniete i kazda czastka
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Rysunek 10: Schematyczne przedstawienie przejScia Motta-Hubbarda metal-
izolator w obrazie Brinkmana i Rice’a [33] na podstawie zaleznosci prawdopodo-
bienistwa podwdjnego obsadzenia na weéle. Liczba podwdinych obsadzen odgrywa
tutaj role parametru porzgdku odrézniajgcego stan metaliczny od stanu izolatora
Motta, ktore sq odrebnymi fazami takze w sensie termodynamicznym.

znajduje sie na wezle sieci, z ktérego nie moze uciec przez zaporowe oddziatywa-
nie (rysunek . To przejscie fazowe nosi nazwe przejscia Motta. Solidyfikacja
cieklego 3 He jest uwazana za modelowy przyklad tego przejscia.

Dla obszaru niskich temperatur zostata tez zaproponowana termodyna-
miczna teoria przej$cia metal izolator przez przez Spatka, Datta i Honiga [30].

4.3 Prawie zlokalizowana ciecz Fermiego

Bardzo interesujaca i szeroko badang sytuacjg graniczng jest ta gdy $red-
nia liczba czastek przypadajaca na jeden wezel, n, plasuje sie pomiedzy 0.9 a
1. Ciecz w tym zakresie parametru n nazywana jest prawie zlokalizowana
ciecza Fermiego [14], 3], 32]. W ostatnich dwoch pracach Vollhardt i wspot-
pracownicy, i Spalek i wspolpracownicy ciekly 3He okreslaja tym mianem i
rozwazaja go w powyzszym zakresie parametru n (a nawet n 2 0.99, o czym
nizej).

Wzorujac sie na pracy [32] w przypadku zerowego pola magnetycznego,
mozemy nastepujaco przepisa¢ roOwnanie w postaci

E/L = ®(n)e+ Un, (4.48)

gdzie n =< nyn; >= d? i ®(n) jest funkcja opisujaca ograniczenia na ruch
czastek (hopping) pod wptywem odpychania coulombowskiego. Tak, jak w po-
przednim rozdziale € oznacza $rednia energie pasmowsg standéw obsadzonych
przypadajacg na wezet sieci. Dla n — 1 ale przy n < 1, przy rosnacej amplitu-
dzie oddzialywania U warto$¢ parametru n dazy do zera. Dlatego tez, mozna
wyrazié funkcje ®(n) przez rozwiniecie jej w szereg Taylora wzgledem 7, ktore
bierzemy z doktadno$cia do wyrazoéw kwadratowych

D(n) = fo+ fin+ far*. (4.49)
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Aby otrzymaé energie fizyczna uktadu, nalezy zminimalizowa¢ (4.48) wzgledem
parametru (ekstra wariacyjnego) n korzystajac z warunku

or
—— =0, 4.50
87) n="m0 ( )
skad wynika, iz
1 U
=—— —). 4.51
Mo 2f2(f1 + g) (4.51)

Dodatkowo mozna policzy¢ Srednia energie €

t 2t
€= z Z < CL;rJCLjU >0= f Z < ajaajg >0 N =2t Z(l - T_lig)ﬁjg, (452)
<i,j>,0 (@) (@)

gdzie n;, jest Srednia liczba czastek o spinie ¢ na wezle i-tym 1 wynosi w
sredniej 5, Ostatecznie otrzymujemy

_ n n n n
€=—2|t|§(1—§)ZZ—W§(1—§), (453)

gdzie Z jest liczba najblizszych sasiadow i W szerokoscia pasma bez oddziaty-
wania. Wspotezynniki fo, f1,fo moga by¢ teraz znalezione z i nastepuja-
cych dodatkowych warunkow fizycznych:

(i) dla oddziatywania U = 0 parametr 79 mozna policzy¢ jako

2
77()|U=0 =< N >< Ny >= NyNg = nz (454)

(ii) dla U=0 energia pasma musi by¢ rowna Sredniej energii €, czyli
n2
d(n = Z) =1. (4.55)

(iii) dla n = 0 (brak podwo6jnych obsadzen) szeroko$¢ pasma wyraza sie
wzorem wyprowadzonym analogicznie do . W tym wypadku rozwazamy
proces przeskoku z okupowanego wezla o spinie o ($rednie obsadzenie wezla
spinem ¢ wynosi nj, = §) na pusty wezet ktérych drednia liczba przypadajaca
na pojedynczy punkt sieci wynosi 1 —n (nie ma przeskokéow z tworzeniem
podwdjnych obsadzen), tj.

D= 0)e = 20 2(1-n) s = —%(l—n)n. (4.56)

Z rownan (4.51H4.54) wynika, ze

h_» (4.57)

fo 2
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Ponadto korzystajac z (4.56) i przyblizenia, ze parametr n jest bliski 1 ((n -
1)2 » 0) otrzymujemy posta¢ wspotczynnika fo, natomiast z rownan (4.554.57))
obliczamy wspoétczynniki f; i fo. Tak wiec ostatecznie mamy, ze

1-n
Jo= 120
fre—2 (4.58)
(1 -n/2) '
-8

Podstawiajac powyzsze formy wspolczynnikow do (4.51)) i ponownie korzysta-
jac z przyblizenia n bliskiego 1 (n(2 —n) ~ 1) otrzymujemy wartosé 7y

n? U
= ( UC)’

Mo = —

T (4.59)

gdzie U, = 8¢| = 2WW, jest wartoscia oddzialywania U, powyzej ktorej nie ma
podwojnych obsadzen. Dla przypadku n = 1 odtwarzamy wynik (4.47) z po-
przedniego podrozdziatu

77021(1—%). (4.60)

Ponadto odtworzone sg wyniki z pracy Brinkmana i Rice’a [33] dla n =1

o) = ) =1- (1)’ o
¢ 4.61
E U \2
TG = (1—50) €

gdzie Eg jest fizyczng wartoscig energii stanu podstawowego. Aby zobaczy¢
nature zmiany stanu podstawowego dla w potowie wypelnionego pasma dla
oddziatywania U = U, mozna obliczy¢ kwadrat operatora spinu czastki < S? >,
gdzie operator spinu ma postaé

S, = (S7,57,5%) = (alayy, al,ai,(niy - ny) [2). (4.62)

Mamy mianowicie, ze

<S?>- (Z)@ ~2). (4.63)

Dla U - U,, < S? >> (4 +1); to znaczy ze dla oddzialywania U, otrzymujemy
atomowe wartosci oczekiwanej spinu czastek. Zatem pomimo tego, iz czastki
nie moga poruszac sie z miejsc ich lokalizacji ich spiny moga fluktuowac i od-
dzialywaé¢ z innymi spinami z otoczenia. Ta ostania cecha zlokalizowanych (i
wedrownych) spindéw nie jest poprawnie uwzgledniona w obecnym sformuto-
waniu jednoweztowym.

Podejscie powyzsze mozna podaé w ogolniejszej formie z uwzglednieniem
polaryzacji magnetycznej np. w obecnoéci zewnetrznego pola magnetycznego.
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Wtedy funkcja ®(n) staje sie zalezna od spinu i odpowiednio dostajemy osta-
teczne wartosci wspotezynnikow rozwiniecia ®,(n) = for + fion + f2om?

1-n
fOO'_ 1_n07
fio = & 4.64
10—_’]’],0.(1—7’[0_)’ ( " )
1
f2cr

- nZns(1-n,)

Funkcja ®,(n) jest rowna wspotczynnikowi Gutzwillera ¢, dlan=1i
ney = ngz = n/2. Dodatkowo, renormalizacja masy efektywnej wyraza sie wzorem
Do g, (4.65)
mp
gdzie dla n < 1 jest ona zalezna od spinu. Poniewaz wspotczynnik ¢! jest nieza-
lezny od wektora falowego k mozemy go utozsamié z wspolczynnikiem zwezenia
pasma 1. Dla T = 0 i dla w polowie wypelnionego pasma otrzymujemy, ze
dla U — U, masa efektywna czastek jest rozbiezna. Na rysunku przedsta-
wiamy schematycznie, jak zalezy wspolczynnik zwezenia pasma w obecnosci
zewnetrznego pola magnetycznego. Podpasmo ze spinem wigkszo$ciowym cza-
stek staje sie coraz szersze, podczas gdy podpasmo spinu mniejszo$ciowego sie
zweza. Rownowaznie, masa efektywna dla podpasma wigkszosciowego my jest
redukowana do masy (gotej) pasma bez oddzialywania mpg, gdy magnetyzacja
m =< n; —n; > dazy do 1, podczas gdy masa efektywna podpasma mniejszosci
radykalnie roénie. Obsadzenie podpasma mniejszosciowego dla n < 1 znika w
stanie nasycenia magnetycznego.

a) Ha=0
Spin

b) H,20 E
Majorit Minorit
slpin Y Spin y

= ~W(t-n)

- E

Rysunek 11: Schematyczna reprezentacja standw kwaziczgstek na wykresie spi-
nowo rozszczepionych gestosci standw dla pola magnetycznego H = 0(gdrny ry-
sunek) i H +0 (dolny rysunek) - zwezenie podpasma mniejszosciowego. [32).

Dla obszaru niskich temperatur zostat tez wprowadzony formalizm prawie
zlokalizowanej cieczy Fermiego przez Spatka, Kokowskiego i Honiga [31I] w
przyblizeniu pola $redniego.
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5 Statystycznie konsystentne podejscie Gutzwil-
lera

Standardowym zadaniem w rozwigzywaniu probleméw metoda z uzyciem
wariacyjnej funkcji falowej jest optymalne wyznaczenie parametréw $redniego
pola pojawiajacych sie w efektywnym hamiltonianie. Poprzez wprowadzenie
zasady maksymalizacji entropii metoda statystycznie konsystentnego podej-
Scia Gutzwillera (ang. statistically consistent Gutzwiller approximation - SGA)
zaproponowana niedawno przez J. Jedraka, J. Kaczmarczyka, J. Spatka [I] oka-
zala sie efektywniejsza, i usuwajaca fizyczne niescistosci w standardowego przy-
blizenia Gutzwillera. Zostala, takze z sukcesem zastosowana miedzy innymi do
modelu ¢-J w pracach [21], 22] do opisu nadprzewodnikow wysokotemperatu-
rowych.

Rozwazmy uklad jak w poprzednim rozdziale, z takimi samymi oznacze-
niami dla ¢, zalezacego od magnetyzacji m (£.27). Mozna pokaza¢, iz dla
niezerowej magnetyzacji m pochodna efektywnego funkcjonatu Landaua po
magnetyzacji jest rozna od zera

g—i - ; ij(ﬂm) £0, (5.66)
Fizycznie oznacza to, iz przez zmiane liczby czastek z jednego podpasma spino-
wego do drugiego, czyli przez zmiane magnetyzacji m zmniejszamy catkowita
energie uktadu. W ramach metody SGA magnetyzacja m i inne parametry
sredniego pola, sg traktowane jako parametry wariacyjne wzgledem, ktorych
minimalizowany jest efektywny funkcjonat Landaua. Aby zbudowaé nowy for-
malizm, wprowadzi¢ nalezy mnozniki Lagrange’a, dzieki ktérym mozliwe jest
zapisanie warunkéow na m i n. Tworzymy na bazie efektywnego hamiltonianu
w ramach standardowego przyblizenia Gutzwillera nowy hamiltonian

Hsga = Haa = Am(M = M) = X, (N = N). (5.67)

Mnozniki Lagrange’a petnia funkcje jednorodnych pél molekularnych, ktore sa
sprzezone do magnetyzacji oraz catkowitej liczby czastek. Kolejnym krokiem
jest konstrukcja potencjatu Landaua dla efektywnego hamiltonianu Hgga

FSCA =z _g Iz, Zy=Trle#H-n], (5.68)
Doktadnie otrzymujemy

(SGA)
Eko‘

FOGA = —%Zzn[ue-ﬁ 1+ L(Aan+ \pm + Ud?), (5.69)
ko

gdzie energia kwaziczastek jest zdefiniowana jako
ESGA) = Goek —0(h+Ap) — 1= Ay (5.70)

Wartosci rownowagowe parametrow $redniego pola (w poréwnaniu do stan-
dardowego podejécia Gutzwillera dodatkowo mamy mnozniki Lagrange’a jako
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parametry Sredniego pola) osigga sie poprzez spelnienie warunkow:

oOF oOF OF oOF oOF
a_m—(), 8_7?/—07 m—o, a_)\n—o, %—0.

Stad otrzymujemy uktad pieciu rownari do rozwigzania

_ 1 Z 3% FOEED) e,

=7 LI

1 94,

d=— (SGA)
2LU ka od aa ! B )ex

Z f(E(SGA)

m=1 S of(EE),

ko

0 o
L H(BG)ac

(5.71)

(5.72)

Uklad tych rownan rozwigzujemy numerycznie (por. dodatek C). Wyniki
uzyskane dla réznych sieci i r6znych wartosci parametréw przedstawione sa

szczegdtowo w dalszych rozdziatach pracy.
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6 Opis wynikéw dla wybranych sieci

6.1 Pierwsza strefa Brillouina

Strukture krysztalow okreslamy za pomoca sieci i bazy [34]. Do opisu sieci
wprowadzamy 3 wektory translacji a;, as, ag takie, ze:

r' =1 +nja; + neas + nsas (6.73)

gdzie ny, ny, n3 sa dowolnymi liczbami catkowitymi, a uktad wektoréw r’ de-
finiuje punkty sieci. Objetosé¢, w ktorej zawiera sie jeden punkt sieci zdefinio-
wana przez prymitywne wektory translacji nazywamy komorks elementarna,
lub inaczej komorksg Wignera-Seitza. Jej objetosé opisuje wzor:

V; = |a1 +Ag X a3| (674)

Mozemy tez zdefiniowac sie¢ odwrotna, ktora aby otrzymac nalezy zrobié¢ trans-
formacje Fouriera sieci. Wektory tej sieci by, by, bs definiujemy nastepujaco:

by = 2r—2 X3
la; - as x ag

b 2 79
1-ag x ag
b = QW&
la; - as x ag

W sieci odwrotnej réwniez mozemy zdefiniowaé¢ komorke Wignera-Seitza,
ktora tworzy pierwsza strefa Brillouina. Dla sieci kubicznej prostej jest to sze-
Scian, dla sieci trojkatnej heksagon, natomiast dla sieci kubicznej powierzch-
niowo centrowanej jest to Sciety oktahedron, ktory zostal przedstawiony na

rysunku

Rysunek 12: Pierwsza strefa Brillouina dla sieci kubicznej powierzchniowo cen-

trowanej (FCC).
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6.2 Przyblizenie ciasnego wigzania (TBA-tight binding
approximation)

Rozwazmy tréjwymiarowa sie¢ funkcji Wanniera typu s zlokalizowanych na
weztach sieci [15]. Niech stan |i > oznacza funkcje zlokalizowana na i-tym wezle.

li >= ¢(r - R;). (6.76)
Natomiast, amplituda przej$cia ze stanu |i > do stanu [j > zalezy jedynie od

roznicy R; - R;.
H(Rl - R]) =< Z|%|j >, (677)

tak samo jak przekrycie sie funkcji falowych
S(Rl—RJ) =< Z|] >, (678)

gdzie funkcje sa znormalizowane S(0) =< i|i >= 1. Przekrycie funkcji falo-
wych wraz ze wzrostem odleglosci pomiedzy weztami maleje i staje sie bardzo
matle, ale niekoniecznie 0. Aby zobaczy¢ jak wielki wplyw na zmiany poziomow
energetycznych funkcji atomowej majg kolejni sasiedzi na sieci wygodnie jest
przej$¢ do reprezentacji pedow.

k>= e Rili > (6.79)

Powyzsza funkcja nosi nazwe funkcji Bloch’a. W krysztatach gdy k # k’ hamil-
tonian ma wyrazy tylko i wylacznie diagonalne co oznacza, ze < k|H|k’ >= 0
Wtedy funkcja Blocha |k > jest funkcja wlasna hamiltonianu g.

H|k >= BE(K)k > . (6.80)

Korzystajac z powyzszych zaleznosci mozemy obliczy¢ w tym formalizmie re-
lacje dyspersji E(k).

<k[Hk> X e~ (RimRy) < i[5 >
<klk > Y e e ®imRy) < g5 >
Xy B RIH(R, - Ry)
" Y, e MRRIS(R; - Ry)
B Zij 6—ik.(Rl)H(RZ) _ ]:](k)
- Zz’j efik-(Rz)S(Rl) - S(k)

E(k) =

(6.81)

W ponizszej tabeli wymienione sa relacje dyspersji dla wybranych sieci z
doktadnoscia do drugich najblizszych sasiadow, w wypadku gdy sasiednie funk-
cje atomowe sie nie przekrywaja.
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rodzaj sieci | relacja dyspersji, e(k) =
SQ —2t[cos(k,) + cos(ky)] + 4t'[cos(k,) cos(k,) ]
TRG —2t[cos(k;) +2COS(%)COS(@)]
+2t'[cos(v/3k,) + 2 cos () COS(@)]
SC —2t[cos(k,) + cos(ky) + cos(k,)]
+4t'[cos(k, ) cos(ky) + cos(k,) cos(ky) + cos(k, ) cos(k.)]
FCC —4t[cos(ke) cos(%y) +cos(%) cos(%y) +cos(E) cos(%))]
+2t'[cos(k,) + cos(k,) + cos(k.)]

Oznaczenia na rodzaje sieci sa nastepujace:
e SQ (simple quadratic) - kwadratowa prosta,
e TRG (triangular) - trojkatna,
e SC (simple cubic) - kubiczna prosta,

e FCC (face centered cubic) - kubiczna powierzchniowo centrowana.

6.3 Gestosci stanow

Ponizsze rysunki prezentuja gestosci stanéw dla sieci tréjwymiarowych ku-
bicznej prostej i kubicznej powierzchniowo centrowanej, oraz dla sieci dwu-
wymiarowej trojkatnej z doktadnoscia do calki przeskoku pomiedzy drugimi
najblizszymi sasiadami (¢’ = 0.25t). Energia na kazdy z wykresow jest wyra-
zona w jednostkach catki przeskoku pomiedzy najblizszymi sasiadami, ¢ = 1.

DOs-SC
025
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01

Density of states

005 r

10

(52 o

0

ok
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Rysunek 13: Gestosé standw dla sieci kubicznej prostej (SC) dla wartosci catek
hoppingu t =1, t' = 0.25¢.

We wszystkich tych przypadkach symetria czastka-dziura jest ztamana dla
t" # 0. Nalezy takze pamietac, ze wyniki te przedstawiajg gestos¢ stanow dla
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Rysunek 14: Gestosé standw dla sieci kubicznej powierzchniowo centrowanej
(FCC) dla wartosci catek hoppingu t =1, t' = 0.25¢.
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Rysunek 15: Gestosé standw dla sieci tréjkginej (TRG) dla wartosci calek
hoppingu t =1, t' = 0.25¢.

nieoddzialujacych czastek (tzw. golte gestosci stanow, bez uwzglednienia efek-
tow korelacyjnych np. zwezenia szeroko$ci pasma wskutek dominujacej roli
oddzialywania pomiedzy czastkami).
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7 Magnetyzacja w przyblizeniu SGA dla roz-
nych sieci

Ciekly charakter 3He ze wzgledow oczywistych nie jest ukladem siecio-
wym. Jednakze, przetestujemy obecnie, jak taki uktad moze by¢ modelowany
przez rdzne geometrie sieciowe. Jest to ciecz kwantowa, wiec rézne typy ciasno
upakowanych sieci winny by¢ przyblizone w ten sposéb. We wszystkich oblicze-
niach numerycznych temperatura rozwazana w modelu wynosi 7' = 1/ = 0.002
w jednostkach calki przeskoku pomiedzy najblizszymi sasiadami sg wziete jako
punkt odniesienia energii, t = 1.

7.1 Sieé kubiczna prosta

W pierwszej ogblnej analizie tendencji zaleznosci magnetyzacji w ukladzie
trojwymiarowym od zewnetrznego pola magnetycznego w ramach metody SGA
zostala wykorzystana sie¢ kubiczna prosta (SC - simple cubic). Do celéw obli-
czeni numerycznych sumowania po wektorze falowym k Pierwsza Strefa Brillo-
uina dla sieci SC zostata podzielona siatka 100x100x100, czyli jej objetosé za-
wiera 106 punktéw sumowania. Poréwnanie krzywych magnetyzacji ze wzgledu
na zmiane oddzialywania na wezle U i wypelnienia pasma n prezentuje rysunek
[16] Wraz ze wzrostem oddzialywania U obserwujemy tendencje do szybszego
wzrostu magnetyzacji (lewy wykres, rys.. Analiza krzywych magnetyzacji
w zaleznosci od wypelnienia pasma n (prawy wykres, rys[l6) w zakresie pra-
wie zlokalizowanej cieczy Fermiego (Rozdzial 5.3) pokazala, ze krzywe silnie
zaleza od zmiany tego parametru. Na rys[I7] przedstawione jest dopasowanie
wynikéw numerycznych dla sieci SC do krzywej otrzymanej eksperymentalnie
[12]. Pole magnetyczne w eksperymencie jest podane teslach natomiast oblicze-
nia numeryczne zostaly przeprowadzone dla p6l w jednostkach pierwszej catki
przeskoku. Laczaca wielkoscig jest catka przeskoku pomiedzy najblizszymi sa-
siadami ¢, ktora przyjatem rowng 62,5K. Parametry dopasowania nie zgadzaja
sie z ogolng ideg rozwazania cieklego 3He jako cieczy silnie skorelowanej po-
niewaz oddziatywanie U jest tylko dwa razy wicksze niz catka hoppingu ¢,
pomiedzy najblizszymi sasiadami. Ponadto, catka przeskoku pomiedzy dru-
gimi sasiadami wydaje sie zdecydowanie za duza t’ = 0.85t. Z tego wzgledu
kolejna rozwazang siecig jest sie¢ kubiczna powierzchniowo centrowana (FCC
- face centered cubic) ze wzgledu na ciasniejsze upakowanie. Ponadto, ponie-
waz rozwazamy uktad bliski lokalizacji wydaje sie tez, ze uzasadniony wybor
sieci FCC ze wzgledu na diagram fazowy dla skondensowanego 3He (rys]l)),
ktory sugeruje, iz krystalizuje sie on w sieciach ciasno upakowanych (BCC,
HCP, FCC- w zaleznos$ci od temperatury i ci$nienia).
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Rysunek 16: Magnetyzacja w funkcji zewnetrznego pola magnetycznego dla sieci
SC: lewy wykres - poréwnanie ze wzgledu na zmiane parametru Hubbarda U,

prawy wykres - pordwnanie ze wzgledu na zmiane stopnia wypetnienia pasma n.
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Rysunek 17: Dopasowanie do eksperymentu dla ciektego 3He[12] krzywes na-
magnesowania wyznaczonej dla sieci SC.
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7.2 Sieé kubiczna powierzchniowo centrowana

W analogii do poprzedniego podrozdziatu, przeprowadzone zostalty obli-
czenia numeryczne krzywych magnetyzacji ponownie w ramach metody SGA
przy zalozeniu struktury FCC. Do celéw obliczen numerycznych sumowania
po wektorze falowym k Pierwsza Strefa Brillouina dla sieci FCC zawierala
4 -10% punktéw sumowania.Poréwnanie wynikow otrzymanych dla struktur
SC i FCC znajduje sie na rysunku Jak mozna zaobserwowaé zwiekszenie
liczby najblizszych sasiadoéw spowodowalto zmniejszenie wzrostu magnetyzacji
wraz ze wzrostem pola H. Ponownie zostala przeprowadzona analiza zacho-
wania krzywych magnetyzacji dla tej struktury w zaleznosci od zmiany para-
metrow, oddzialywania U i wypelnienia pasma n. Rezultaty sa przedstawione
na rysunku Zachowanie jako$ciowe wraz ze zmiang parametréow U i n sa
analogiczne, jak w przypadku wziecia do rozwazan struktury SC. Ostatecznie
przedstawione zostalo na rysunku 20| dopasowanie wynikéw numerycznych dla
sieci FCC do krzywej otrzymanej eksperymentalnie [12]. Ponownie pole magne-
tyczne w eksperymencie jest podane teslach natomiast obliczenia numeryczne
zostaly przeprowadzone dla pol w jednostkach pierwszej calki przeskoku. f.a-
czaca wielkoscig jest catka przeskoku pomiedzy najblizszymi sasiadami ¢, ktora
przyjatem ponownie jako réwna 62,5K. Parametry dopasowania mieszczg w
zakresie wartosci rzeczywistych. Przede wszystkim oddziatywanie U = 5 jest
bliskie 8 i wypelnienie pasma n=0.95 bliskie 1, co sugeruje, iz faktycznie mo-
zemy rozwazaé ciekly 3He jako ciecz kwantowa silnie skorelowana i prawie
zlokalizowana. Jest to kolejny argument, iz solidyfikacja cieklego 3 He powinna
by¢ rozwazana jako przejscia Motta-Hubbarda.
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Rysunek 18: Poréwnanie magnetyzacji dla sieci FCC ¢ SC
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Rysunek 19: Magnetyzacja w funkcji zewnetrznego pola magnetycznego dla sieci
FCOC: lewy wykres - dla réznych wartosci parametru Hubbarda U, prawy wykres
- dla réznych wartosci stopnia wypelnienia pasma n.
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Rysunek 20: Dopasowanie do eksperymentu dla ciektego 3 He[12] krzywej ma-
gnetyzacyi wyznaczonej dla sieci FCC. Jako$é dopasowania jest nieco lepsza, niz

dla przypadku SC.
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7.3 Sieé¢ dwuwymiarowa tréjkatna

Przez wzglad na nietrywialng geometrie, monowarstwa 2 He naniesiona na
grafit tworzaca dwuwymiarowa strukture trojkatna ze spinem nuklearnym 1/2
[35] jest ukladem szeroko badanym teoretycznie w ramach réznych modeli
136, B7, B8, B9]. Rownolegle, wiele zespotow bada ten uklad dos$wiadczalnie
[40, 411, [42]. Z powodu powszechnosci problemu przedstawione zostaly rowniez
wyniki numeryczne krzywych magnetyzacji w ramach modelu SGA dla tej
sieci.

Do celéw obliczen numerycznych sumowania po wektorze falowym k pierw-
sza strefa Brillouina zawierata 12-10* punktéw sumowania. Roznice pomiedzy
magnetyzacja dla dwuwymiarowej sieci trojkatnej a sieci kwadratowej prostej
pokazuje rysunek Natomiast na rysunku [22| przedstawiono ewolucje krzy-
wych magnetyzacji w zaleznosci od wielkosci oddziatywania U. Ciekawe za-
chowanie prezentuja krzywe magnetyzacji wraz ze zmiang wypelnienia pasma
w zakresie 0.9 <n < 1 - dla niskiej i bardzo wysokiej magnetyzacji krzywe sie
zbiegaja, a jedyne réznice wykazuja w poblizu magnetyzacji rownej 0.3 — 0.5.
Dodatkowo zachowanie krzywych dla n — 1 sugeruje chwilowe wyptaszczenie
w okolicach wartosci magnetyzacji 0.5. Mogtoby to sugerowac, iz obserwowane
wyplaszczenie krzywej magnetyzacji otrzymanej eksperymentalnie nie jest su-
gerowanym w pracy [4I] przejsciem ze stanu cieczy spinowej do stanu uudd,
a zachowaniem wynikajacym czysto z relacji dyspersji dla sieci trojkatnej w
modelu SGA. Zmiana nachylenia krzywej otrzymanej numerycznie jest zbyt
niewielka, aby mozna bylo ja utozsami¢ z wyplaszczeniem otrzymanym eks-
perymentalnie dla jednowarstwy 3He. Jednakze, wciaz dla magnetyzacji nie
wiekszej niz 0,5 zaproponowane zostalo doé¢ dobre dopasowanie krzywej otrzy-
manej numerycznie do eksperymentu [4I] (Rys[23). Laczaca wielkoscia jest
catka przeskoku ¢, ktorg przyjatem rowna okoto 1,7K. W modelu SGA nie sg
uwzglednione korelacje miedzyatomowe, ktore prawdopodobnie odgrywa klu-
czowa role w wyjasnieniu obserwowanego wyptaszczenia doswiadczalnej krzy-
wej magnetyzacji.

Magnetization, m

Applied magnetic field, h

Rysunek 21: Poréwnanie krzywych magnetyzacji w funkcji pola h dla sieci TRG
1 5Q.
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Rysunek 22: Magnetyzacja w funkcji zewnetrznego pola magnetycznego dla sieci
trdjkatne; (TRG): lewy wykres - poréwnanie ze wzgledu na zmiane parametru

Hubbarda U, praowy wykres - poréwnanie ze wzgledu na zmiane parametru n.
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Rysunek 23: Dopasowanie krzywej magnetyzacyi otrzymanej numerycznie dla
sieci trdjkatnej z eksperymentem [§1]
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8 Podsumowanie

3He jest napewno jednym z najcze$ciej badanych i najlepiej poznanych fer-
mionowych uktadéw skorelowanych. Z powodu jego zadziwiajacych wtasciwo-
$ci w niskich temperaturach, zaprezentowano wiele teorii probujacych wyjasni¢
zachowanie tej cieczy kwantowej. W pracy zostaty zaprezentowane wyniki do-
pasowania krzywych magnetyzacji w ramach SGA do eksperymentalnych wy-
nikow [12]. Poczatkowo zostata zatozona sie¢ kubiczna prosta, w ktora krystali-
zuje sie ciekly hel w wysokim ci$nieniu. Dla tej sieci otrzymano nierealistyczne
wartodci parametréw dopasowania. Energia oddzialywania byta tylko dwa razy
wieksza od calki przeskoku pomiedzy pierwszymi sgsiadami i potrzebna byta
zbyt duza wartos¢ calki przeskoku pomiedzy drugimi sasiadami (¢’ = 0.85¢).
Mozna stad wywnioskowad, ze uwzgledniona powinna by¢ ciagniej upakowana
struktura. W ramach struktury kubicznej powierzchniowo centrowanej otrzy-
mano dopasowanie do eksperymentu dla realistycznych warto$ci parametrow:
U=5t, t’=0.1t. Jest to kolejny argument za tym, iz mozemy traktowaé solidy-
fikacje 2 He jako przejécie Motta-Hubbarda. W pracy przeanalizowano réwniez
zachowanie magnetyzacji monowarstwy 3 He naparowanej na graficie. W tym
celu zalozono sie¢ trojkatna, taka sama, jak dla podtoza. Takze w tym przy-
padku przedstawione zostalo dopasowanie do krzywej eksperymentalnej [41].
Zgodnosé zostala otrzymana jedynie dla magnetyzacji mniejszych niz 0.5. Od-
stepstwo krzywej wyliczonej numerycznie od eksperymentu dla wyzszych poél
prawdopodobnie ma zwiazek z faktem, iz uktad spinéw na sieci trojkatne;j jest
silnie sfrustrowany i nasze przyblizenie pola $redniego jest nieadekwatne.
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9 Co dalej?

Kolejnymi krokami formalnymi w rozwijaniu zaprezentowanej metody moze
by¢ uwzglednienie korelacji miedzyatomowych dla sieci trojkatnej poprzez za-
stosowanie modelu t-J-U [44] [45], ktory to bierze pod uwage oddziatywania
wymienne kinetycznej wymiany.

Ponadto, model moze by¢ uzyty do analizy stanéw elektronowych dla sieci
heksagonalnej w celu poréwnania teorii z eksperymentem przeprowadzonym
catkiem niedawno przez Singha et. al. [46] na elektronach uwiezionych w dwu-
wymiarowej studni potencjalnej w arsenku galu, gdzie zaobserwowano m. in.
rozszczepienie Hubbarda. Powinno to pozwoli¢ na okreslenie wzglednej roli
stanow kwaziczastkowych i rozszczepienia Hubbarda.

7 punktu widzenia fizycznego wydaje sie koniecznym wyjsécie poza przy-
blizenie pola $redniego (typu SGA) i uwzglednienie zrenormalizowanych fluk-
tuacji spinowych. Pozwoliloby to z jednej strony na realistyczne oszacowanie
np. wkladu T3InT do ciepta wlasciwego pochodzacego od fluktuacji spinowych
(paramagnonow), a z drugiej okreslenie renormalizacji potencjalu parujacego
pochodzacego od wymiany wirtualnej takiej fluktuacji.

W koncu, nalezy sobie zdaé sprawe, ze nasze modelowanie cieklego 3He
przez model sieciowy jest zgrubne. Dobrze, ze ten opis przez ciasno upakowang
sie¢ krzywej namagnesowania jest realistyczny, oczywiscie kosztem wprowa-
dzenia pewnej ilosci (5%) dziur grajacych role 'wakansow kwantowych’ w tej
sieci. Byloby wskazane zamodelowaé stany jednoczastkowe w sieci przez inne
funkcje gestosci stanéw (np. gaussowska, sie¢ Bethego). Takie podejscie, jak
i to obecne, roznig sie od tego, w ktorym stan cieczy udoktadnia sie przez
wprowadzenie funkcji korelacji typu Jastrowa, itd. Uwazamy bowiem, ze 3He
zwlaszcza w poblizu solidyfikacji nie jest normalng ciecza, a prawie zlokali-
zowanym uktadem czastek kwantowych. Nasz opis jest z pewno$cig bardziej
efektywny do obliczeri i pozwala na prosta interpretacje fizyczng wynikéw, ale
wymaga dalszych testow.
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Dodatki

A Renormalizacja wybranych wielkos$ci w teorii Landaua
A.1 Masa efektywna

W celu wyznaczenia stosunku masy efektywnej kwaziczastki 3He w cieczy
Fermiego, do masy atomu 3He w prozni rozwazmy transformacje Galileusza
do uktadu poruszajacego sie z predkoscia v. Catkowita energia i catkowity ped
uktadu zmienia si¢ wtedy nastepujaco

]\/[v2

E'=E-P-v+ (A.82)

P'=P-Mv.

Dodajemy teraz do uktadu jedna kwaziczastke o pedzie p w uktadzie labora-
toryjnym. Dodanie jednej kwaziczastki oznacza dodanie jednego atomu 3He
do uktadu, stad catkowita masa zmienia si¢ jak M — M +m. W ukladzie
laboratoryjnym ped wzrasta o p a energia o ¢p. Natomiast w uktadzie poru-

szajacym sie ped wzrasta o p—mv a energia o €, —p- v + -, Zmiana energii
w poruszajacym si¢ uktadzie musi by¢ rowna energii dodaneJ kwaziczastki
mv?
€pmy = €p— PV + (A.83)

Natomiast rozwijajac €p_mv W szereg Taylora wzgledem v, wokoét p z liniows
doktadno$cia otrzymujemy

e = e, ~Ve(P) -mv=¢, - ::*p-v. (A.84)

p-mv

Zaleznosci (A.83|1[A.84) z doktadnoscia liniowa wzgledem v daja ostatecznie

m—1m*

pv. (A.85)

m*
Z punktu widzenia poruszajacego sie uktadu wyglada jakby powierzchnia Fer-
miego byla wycentrowana w p = -mv. Stad mozna zapisaé

ong
Ny =Ny & NG+ MV - 8_pp (A.86)

gdzie gorny indeks 0 oznacza uklad laboratoryjny.
Dodatkowo mamy, iz

Oy O dey 0N,

Op'  Oey 0P Oep

vr(p'). (A.87)

St@d
+Zf(pp)5n(p +Zf(pp)(n ny,) =

0 0

(‘3n on o
=ep+ . f(p,p)(mv- =épt Z f(p, p')(mV Zvp(p)~  (A.88)

pl a ! p’
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Poréwnujac zaleznosci (A.85)) i (A.88) otrzymujemy zalezno$é¢ na renormaliza-
cje masy efektywnej

e L (A.89)

A.2 Cieplo wlasciwe

Zdefiniujmy entropie kwaziczastek tak, jak dla gazu nieoddzialujacych cza-
stek (fundamentalne zalozenie Lanadua na poziomie statystycznym)

ks

S=v

[fo(P)Infs(P) + (1= fo(P))In(1 - fo(P))], (A.90)

vpo

gdzie f,(p) jest rozktadem Fermiego-Diraca

fo(P) = (A.91)

(éa(P) u)

a €,(p) energia wzbudzenia kwaziczastki. Rézniczka z entropii wynosi nato-
miast

0f>(p) 20T
05 ~ VZaEU( )( ( )_ )_ (A92)

po

Zamieniajac sume po pedach na calke otrzymujemy

_ 1 3 df-(pP) 5T
55—_(27Th)3[d ( )( ( )_ )

1 6T
(27rh)3 fp 86[ ](6 ~H) T2 (4.93)

L . do- )25T.
1+e$

Stad mozemy wyznaczy¢ wiodacy rzad przyczynku do entropii kwaziczastek w
niskich temperaturach

w2 dn

S=——kiT. (A.94)
Stad ciepto wlasciwe wynosi

2
05) dekQT_mpF

aT ?g B 3h3 k'ZT_ C‘O/, (A95)

Cy =T(
gdzie C¥. jest ciepte wlasciwym dla gazu swobodnego.
W niniejszej pracy nie rozpatrujemy wzbudzen kolektywnych (dzwiekow,
fluktuacji spinowych). Nie zostaly wiec one tez omowione tutaj w ramach teorii
Landaua.
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B Kombinatoryczne wyprowadzenie wspo6tczynnikéw Gut-
zwillera

Sklasyfikujmy konfiguracje spinowe poprzez liczbe podwojnych obsadzen
D [14]. Wtedy liczba réznych konfiguracji spinowych dla zadanych L,N;,N,
wynosi

I

Np(L,N;,N,) = ' B.96
o(L,N,I)) (N; - D)!(N, - D)ID\(L - N; - N, + D)’ (B-96)

a prawdopodobienistwo otrzymania konfiguracji spinéw o
P(L,N,) =nho(1-n,)sNe, (B.97)

Korzystajac z powyzszych wzordw i postaci funkcji falowej jak w (4.22) mozemy
policzy¢
<¢|¢ >:ZgzDND(LaNTaNl)P(LvNT)P(L7Nl)7 (B98)
D

< Ztichcﬂlw > = ZD:QQD[ND(L -2,Nt = 1,N}) + ¢°Np(L - 2,N; - 1N, - 2)+
ij

+ 2gND(L - 27NT - 17Ni - 1)]P(L - 2aNT - 1)P(L7Ni)€T7
(B.99)

<¢|Zn“nﬂ|1/} >:LZ92D+2ND(L—1,NT—1,Nl—1)P(L,NT)P(L,Nl). (BlOO)
% D

Wyrazenia dla czastek ze spinem w dot we wzorze (B.99) mozna otrzymac
poprzez zamienienie spindow w gore na spin w doél a spinéw w dét na spiny
w gore. Powyzsze wzory sa otrzymane w ramach nastepujacego rozwazania.
Wezmy sie¢ sktadajaca sie z L punktow i wyszezeg6lnijmy dwa z nich pomiedzy
ktorymi nastepuje przeskok czastki o spinie w gore, tak ze liczba podwojnych
obsadzeri w pozostatych punktach wynosi D. Liczba konfiguracji Np zalezy
od liczby spin6éw na tych dwoch wyszczegblnionych miejscach. Korzystajac z
rys. [9) mozemy zanalizowaé¢ pierwszy proces (a), w ktorym tylko jeden spin
do gory jest zaangazowany. Stad liczba konfiguracji na pozostatych punktach
sieci wynosi Np(L - 2,N; - 1,N|). W drugim rozwazanym procesie przeskoku
z rys[9] (a) jest jeden spin do gory i dwa w dol. W tym przypadku liczba roz-
nych konfiguracji wynosi odpowiednio Np(L - 2,N; — 1,N, — 2). Analogicznie
definiujemy liczbe réznych konfiguracji dla pierwszego i drugiego procesu prze-
skoku z rys. 9] (b): Np(L-2,N; -1,N, - 1). Ponadto w pierwszym procesie nie
zmienita sie catkowita liczba podwojnych obsadzen D w poczatkowym i koni-
cowym stanie, dajac czynnik ¢2P. W drugim przypadku poczatkowa i koricowa
ilo$¢ podwojnych obsadzen wynosi D + 1, stad otrzymujemy czynnik ¢2P+2.
W ostatnim procesie analogiczne rozwazanie daja czynnik ¢>P+!. Natomiast
prawdopodobienstwo znalezienia czastki o spinie w gore na tych dwoch wybra-
nych punktach sieci jest rowne znalezieniu N; — 1 spinéw w goére w pozostalych
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L -2 punktach sieci: P(L-2,N;—1). Energia stanu podstawowego w podejsciu
Gutzwillera jest zdefiniowana jako

C<YlHW > <Y Ty Totiscl ol > <wlU S nanaly >

E = = + , B.101
<> TS <> (B-101)

ktora mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci
Lo pud 3 d e, +Ud? B.102
7 ¢r1(d;ny,ny )& + q,(d,ng,my )€ + - (B.102)

Osiggajac limit termodynamiczny, czyli L,N;,N; - co mozna przyblizy¢ sumy
w (B.98] [B.99} [B.100) przez najwicksze wyrazy, otrzymujemy relacje wiazaca
gzd=DJL |27, @3

g = d(1-ny —ny, +d)

(ny—d)(n, —d)

i posta¢ wspotczynnikow normalizujacych energie dla czgstek o spinie w dot i
w gore (po wyeliminowaniu wspolezynnika g)

(B.103)

Al =) (1=n, _nnif_di)]f e =®PER gy

C Metody Numeryczne

Do rozwigzywania nieliniowych uktadéw réwnan zostata uzyta biblioteka
GSL na licencji gnu do jezyka programowania C' + +. Obliczenia zostaly wyko-
nane z dokladnoscig 1077,
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