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Abstract

The goal of this thesis is to present quantum and correlated nature of liquid
3He. As a main part of this thesis there is presented Gutzwiller variational
method with additional statistical consistency constrains introduced by our
team. As a result magnetization curve is obtained and its shape is compared for
various lattices with experiment. Good qualitative agreement shows conception
signi�cance of liquid 3He as a correlated Fermi liquid and indicates that its
solidi�cation can be considered as a Mott-Hubbard transition from mobile
fermions states (liquid) to localized states (solid). Additionally this result is
qualitative better in comparison to those obtained within normal Gutzwiller
approach widely used for liquid 3He description.

The thesis is organized as follows. The beginning (chapter I) focus on expe-
rimental con�rmation of large e�ective mass renormalization of 3He atoms in
liquid and on basic quantum properties of liquid 3He. In next section (chapter
II) for the sake of completeness there is introduced Landau theory of Fermi
liquid. Subsequently in chapter III there is presented Hubbard model and its
application to liquid 3He. To explore the role of quantum localization e�ects as
induced by strong localization there is presented in chapter IV Hubbard Ha-
miltonian solved within Gutzwiller approach in di�erent band �lling regimes:
half-�lled band and almost localized Fermi liquid. Next in chapter V there is
introduced SGA method formalism. All technical details concerning selected
lattices such as shape of �rst Brillouin Zone, dispersion relation and density of
states are collected in chapter VI. In chapter VII there are presented results
of magnetization curves obtained within SGA method for selected lattices. At
the end chapters VIII and IX contain conclusion of the thesis and direction
of foreseeable future research.
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Streszczenie

Celem pracy jest omówienie kwantowej i skorelowanej natury ciekªego 3He.
Jako gªówny trzon pracy zostaªa zaprezentowana metoda Gutzwillera z do-
datkowymi warunkami konsystencji statystycznej wprowadzona w naszym ze-
spole (SGA). Jako rezultat otrzymano wyniki dla krzywej magnetyzacji, a jej
ksztaªt zostaª porównany dla ró»nych sieci z eksperymentem. Otrzymana ja-
ko±ciowo dobra zgodno±¢ pokazuje istotno±¢ koncepcji 3He jako skorelowanej
cieczy Fermiego i wskazuje, i» jego zestalenie si¦ mo»e by¢ rozwa»ane jako
przej±cie Motta-Hubbarda od stanów w¦drownych fermionów (ciecz) do zlo-
kalizowanych (ciaªo staªe). Dodatkowo rezultat ten jest jako±ciowo lepszy w
stosunku do otrzymanego w ramach podej±cia Gutzwillera, który jest szeroko
stosowany do opisu 3He.

Praca jest uporz¡dkowana nast¦puj¡co. Pocz¡tek pracy (rozdziaª I) sku-
pia si¦ na do±wiadczalnym potwierdzeniu du»ej renormalizacji masy efektywnej
atomów i na podstawowych kwantowych wªa±ciwo±ciach cieczy 3He. W roz-

dziale II omówiono teori¦ Landaua cieczy Fermiego. Nast¦pnie w rozdziale

III zostaª przedstawiony model Hubbarda i jego zastosowanie do opisu cie-
kªego 3He. W ramach badania roli kwantowej lokalizacji, indukowanej du»ym
oddziaªywaniem w rozdziale IV zostaªo zaprezentowane rozwi¡zanie Hamil-
tonianu Hubbarda w podej±ciu Gutzwillera dla ró»nego stopnia wypeªnienia
pasma. Rozwa»ano limit w poªowie wypeªnionego pasma i prawie zlokalizo-
wanej cieczy Fermiego. Nast¦pnie rozdziaª V wprowadza formalizm metody
SGA. Wszystkie techniczne detale dotycz¡ce wybranych sieci takich jak pierw-
sza strefa Brillouina, relacje dyspersji i g¦sto±¢ stanów zostaªy zebrane w roz-

dziale VI. W rozdziale VII zaprezentowane zostaªy wyniki krzywych ma-
gnetyzacji otrzymanych w ramach modelu SGA dla ró»nych sieci. Rozdziaªy
VIII i IX stanowi¡ podsumowanie pracy i przedstawienie kierunku dalszych
bada«.
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Spis tre±ci 1

Cel i metodyka pracy

Celem pracy jest bardziej szczegóªowe omówienie wªa±ciwo±ci 3He jako pra-
wie zlokalizowanej cieczy Fermiego, czyli stanu skondensowanego w pobli»u
przej±cia ciecz-ciaªo staªe (krzywej topnienia). Taki punkt widzenia jest ró»ny
od pionierskiego podej±cia zapocz¡tkowanego przez Landaua w 1956 roku z
kilku wzgl¦dów. Zasadniczym z nich jest przyj¦cie, »e wszystkie cz¡stki maj¡
zrenormalizowane charakterystyki, a nie tylko te w pobli»u powierzchni Fer-
miego, jak to si¦ postuluje w teorii Landaua cieczy Fermiego. Tak musi by¢,
gdy» s¡ to wªa±ciwo±ci w pobli»u przej±cia fazowego do fazy staªej uwa»anego
za nieci¡gªe kwantowe przej±cie fazowe Motta-Hubbarda wszystkich cz¡stek w
ukªadzie (tj, maj¡ce miejsce wskutek konkurencji energii kinetycznej i oddzia-
ªywania Van der Waalsa modelowanego przez oddziaªywanie kontaktowe typu
Hubbarda).

Jako przykªad do dokªadniejszej analizy wybrano krzywe namagnesowania
dla 3He, gdy» to wielko±¢ jest zmierzona z dobr¡ dokªadno±ci¡ w szerokim
zakresie pól magnetycznych i ró»nych geometrii. W tym celu zastosujemy me-
tod¦ opisu teoretycznego zaproponowan¡ ostatnio w naszym zespole [1] zwan¡
statystycznie konsystentnym przybli»eniem Gutzwillera (SGA). Pozwoli to na
bezpo±rednie zastosowanie naszego modelu do ukªadu do±wiadczalnego i w ten
sposób na przetestowanie jako±ci podej±cia teoretycznego. Jedn¡ z trudno±ci
jest zamodelowanie g¦sto±ci stanów dla takiego stanu ciekªego przez przybli-
»one g¦sto±ci dla sieci ciasno upakowanej z maª¡ ilo±ci¡ wakansów kwantowych.
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1 Przesªanki o naturze kwantowej i skorelowanej

ciekªego 3He

1.1 Podstawowe wªa±ciwo±ci 3He

Jako pierwiastek 3He jest stabilnym izotopem z jednym neutronem, dwoma
protonami i dwoma elektronami. Ze wzgl¦du na nieparzyst¡ liczb¦ nukleonów
caªkowity spin j¡dra jest poªówkowy i równy 1/2. Gazowy stan 3He zwykle jest
opisywany przez model gazu idealnego. Pomimo, i» diagram fazowy dla 3He
(rys. 1) wydaje si¦ tego samego typu co dla klasycznej cieczy w dwóch aspek-
tach obserwowanych do±wiadczalnie spektakularnie si¦ ró»ni. Przede wszyst-
kim 3He nie zestala si¦ pod niskim ci±nieniem (mniejszym ni» 34 bary) w tem-
peraturze T = 0K. Dzieje si¦ to na skutek stosunkowo du»ych drga« zerowych
dla atomów helu [2]. Drug¡ charakterystyczn¡ wªa±ciwo±ci¡ ciekªego 3He jest
przej±cie w stan nadciekªy poni»ej temperatury T = 2.6mK przy normalnym
ci±nieniu.

Rysunek 1: Diagram fazowy dla skondensowanego 3He [3]; bcc oznacza struk-
tur¦ krysztaªu przestrzennie centrowan¡, hcp struktur¦ heksagonaln¡ ciasno upa-
kowan¡, a fcc struktur¦ powierzchniowo centrowan¡. Obszar cieczy Fermiego-
Landaua obejmuje temperatury poni»ej 1K. Charakterystyczn¡ cech¡ krzywej top-
nienia jest wyst¦powanie minimum dla T = 0.32K oraz p = 29.2 bar, które jest
nieobecne na krzywej topnienia izotopu 4He, którego atomy w stanie ciekªym
tworz¡ ciecz bozonow¡.

Z tych powodów próba zrozumienia zachowania 3He w stanie ciekªym wy-
maga innej teorii ni» w przypadku klasycznej cieczy. Jedn¡ z pierwszych prze-
sªanek o kwantowej naturze ciekªego 3He byªo porównanie dªugo±ci termicznej
fali de Broglie'a j¡dra atomu 3He w temperaturze 1K z ±redni¡ odlegªo±ci¡
pomi¦dzy nimi w cieczy. Z prostego rachunku [4] mo»na zobaczy¢ i» obie te
wielko±ci s¡ tego samego rz¦du

λHe = h/
√

2πm3kBT ≈ 1.01nm,

a ∼ V
1/3
mol ≈ 0.39nm,

(1.1)
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Ci±nienie P (bar) 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33

2N(0)[1038/(erg ⋅ cm3
)] 1.08 1.26 1.42 1.56 1.69 1.82 1.93 2.04 2.14 2.25 2.35 2.46

pF [10−20g ⋅ cm/s] 8.28 8.52 8.67 8.79 8.89 8.98 9.06 9.12 9.18 9.23 9.28 9.34

vF [103cm/s] 5.48 4.97 4.58 4.29 4.05 3.84 3.67 3.52 3.40 3.27 3.16 3.05
m∗

3/m3 3.01 3.42 3.78 4.09 4.38 4.67 4.93 5.17 5.39 5.63 5.86 6.10
a[A] 3.94 3.83 3.76 3.71 3.67 3.63 3.60 3.58 3.56 3.53 3.51 3.50

Tablica 1: Tabela podstawowych wielko±ci dla ciekªego 3He wg. Wheatleya [5] w
zale»no±ci od ci±nienia: N(0)-g¦sto±¢ stanów, pF - p¦d Fermiego, vF - pr¦dko±¢
Fermiego, m∗

3/m3 - wspóªczynnik renormalizacji masy efektywnej i a - ±rednia
odlegªo±¢ pomi¦dzy atomami.

gdzie m3 oznacza mas¦ atomu 3He, a Vmol obj¦to±¢ molow¡ w ci±nieniu atmos-
ferycznym równ¡ 36.8 cm3/mol [6]. Oznacza to, i» ukªad musi zachowywa¢ si¦
kwantowo gdy» s¡siednie funkcje falowe si¦ nakªadaj¡.

Dla temperatur T pomi¦dzy 3 mK a 1 K 3He (faza ciekªa) zachowuje si¦
w wielu aspektach jak sªabo oddziaªuj¡cy gaz Fermiego. Przykªadowo ciepªo
wªa±ciwe jest proporcjonalne do T, lepko±¢ do T −2, a podatno±¢ magnetyczna
nie zale»y od temperatury. Jednak 3He w tych temperaturach jest ciecz¡ o
bardzo du»ej g¦sto±ci, w której ±rednie odlegªo±ci mi¦dzyatomowe s¡ porówny-
walne z dªugo±ci¡ fali materii j¡dra helu. Wynika st¡d idea korelacji pomi¦dzy
atomami, którego ¹ródªem jest gªównie silne odpychanie j¡drowe i sªabe przy-
ci¡ganie van der Waalsa. Przykªadowe wyznaczone eksperymentalnie wielko±ci
(g¦sto±¢ stanów, p¦d Fermiego, pr¦dko±¢ Fermiego i renormalizacja masy efek-
tywnej dla ciekªego 3He pod ró»nym ci±nieniem zawarte s¡ w tabeli 1 [5].

1.2 Silne korelacje w ciekªym 3He

W wielu artykuªach, mi¦dzy innymi [5, 7], autorzy przedstawiaj¡ ekspery-
mentalne wyniki dotycz¡ce zachowania ciekªego 3He w zale»no±ci od ci±nienia.
Na podstawie zmierzonych wielko±ci Greywall [6, 7] podaje warto±ci obserwo-
wanej masy efektywnej atomów ciekªego 3He i liniowego wspóªczynnika ciepªa
wªa±ciwego γ w zale»no±ci od ci±nienia (por. wyniki przedstawione na rysunku
2).

Obserwowany w do±wiadczeniu wzrost masy efektywnej wraz ze wzrostem
ci±nienia sugeruje obecno±¢ silnych korelacji w ukªadzie 3He. St¡d w przeci-
wie«stwie do zwykªej krystalizacji np. wody w lód, solidy�kacja 3He ma natur¦
kwantow¡, gdy» np. entropia fazy staªej jest wi¦ksza ni» entropia fazy ciekªej,
jak to omówiª po raz pierwszy Pomeraczuk [8].

Dodatkowo mo»na policzy¢ temperatur¦ Fermiego zde�niowan¡ jako

TF =
εF
kB

=
h̷2k2

F

2m∗

3kB
=
h̷2(3π2N/V )2/3

2m∗

3kB
, (1.2)

gdzie dla normalnego ci±nienia obj¦to±¢ molowa wynosi Vmol ≃ 36.8cm3 a liczba
cz¡stek N ≃ NAv = 6 ⋅ 1023. Wstawiaj¡c do powy»szego wzoru mas¦ atomu 3He
m3 = 5.5 ⋅ 1024g, otrzymujemy temperatur¦ Fermiego równ¡ 4.8 K. Natomiast
temperatura Fermiego wyznaczona do±wiadczalnie [9] (wi¦cej w nast¦pnym
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podrozdziale) wynosi TF = 1.8K. Aby otrzyma¢ poprawny wynik nale»y zre-
normalizowa¢ mas¦ o czynnik 2.8 (m∗

3 = 2.8m3). Ten ostatni wynik zgadza si¦
z kolei z renormalizacj¡ masy wyznaczon¡ z warto±ci liniowego wspóªczynnika
ciepªa wªa±ciwego γ, przy normalnym ci±nieniu w pracy Greywalla [7] (por. rys.
2). Fakt, i» warto±¢ renormalizacji temperatury Fermiego (TF = T 0

F
m3

m∗
3
, gdzie

T 0
F jest temperatur¡ Fermiego dla gazu o tej samej g¦sto±ci co ciecz) zgadza si¦

z t¡ dla γ = γ0m
∗
3

m3
ma gª¦bokie znaczenie. A mianowicie, renormalizacja T 0

F to
renormalizacja wielko±ci globalnej caªej cieczy Fermiego (εF ), a renormalizacja
γ0 to czynnik renormalizacji tylko kwazicz¡stek na poziomie Fermiego. Fakt,
»e te dwie wielko±ci si¦ zgadzaj¡ oznacza renormalizacj¦ wszystkich stanów
jednocz¡stkowych a nie tylko tych na poziomie Fermiego, jak to postuluje si¦
w teorii Landaua cieczy Fermiego.

Rysunek 2: Zale»no±¢ liniowego wspóªczynnika ciepªa wªa±ciwego w jednostkach
staªej gazowej (γ/R) od ci±nienia i wynikaj¡cej z niego zrenormalizowanej masy
efektywnej (m∗

3/m3) ciekªego 3He, gdzie m3 oznacza mas¦ atomu 3He. Wykres
zostaª sporz¡dzony przy u»yciu danych z pracy Greywalla [7]. Silna renormaliza-
cja masy atomów 3He w cieczy (m∗

/m > 2.8) ±wiadczy o znacznych korelacjach
mi¦dzycz¡stkowych w tym ukªadzie[10].

Na rysunku 3 [6] jest przedstawiona zale»no±¢ zmierzonego ciepªa wªa±ci-
wego od temperatury (ci¡gªa linia) i jej porównanie z odpowiedni¡ zale»no±ci¡
dla gazu idealnego (linie kreskowane dªugie) dla tych samych parametrów. Wi-
doczne odst¦pstwo obu krzywych jest kolejnym argumentem, i» ciekªy 3He
musi by¢ traktowany jako silnie skorelowany ukªad. W niskich temperaturach
mo»liwe jest dopasowanie krzywych dla gazu idealnego ale z uwzgl¦dnieniem
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Rysunek 3: Zale»no±ci ciepªa wªa±ciwego obserwowanego do±wiadczalnie od
temperatury (ci¡gªa linia), i porównanie ich z odpowiednimi zale»no±ciami dla
gazu idealnego dla tych samych parametrów (linie kreskowane dªugie) i dla gazu
idealnego o masie efektywnej m∗

3 ≈ 5.4m3 (linie kreskowane krótkie) wg Grey-
walla [6]. Poszczególne obj¦to±ci molowe V i masy efektywne (w jednostkach
masy atomu 3He) s¡ wyszczególnione na krzywych.

masy efektywnej, m∗

3 ≈ 5.4m3 dla obj¦to±ci molowej V = 26.2 cm3/mol (linie
kreskowane krótkie).

Zgodno±¢ obserwujemy równie» pomi¦dzy krzyw¡ topnienia otrzyman¡ teo-
retycznie przy uwzgl¦dnieniu silnych korelacji w ciekªym 3He [10] a do±wiad-
czalnie wyznaczon¡ przez Baum et.al. [11] (por. rys. 4).

1.3 Ciekªy 3He jako ciecz fermionów

W swojej pracy Mook [9] przedstawiª wyniki rozkªadu statystycznego liczby
cz¡stek w funkcji p¦du atomów w ciekªym 3He dla ci±nienia normalnego. Do
otrzymanych punktów do±wiadczalnych dopasowaª rozkªad Fermiego-Diraca
(rys. 5). Tym samym potwierdziª, i» ciekªy 3He powinien by¢ traktowany jako
ciecz fermionów, co ponownie wskazuje na jej kwantow¡ natur¦.
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Rysunek 4: Krzywe topnienia dla 3He wyznaczone teoretycznie [10] (górny
wykres) i wyznaczone do±wiadczalnie wg Bauma et. al.[11] (dolny wykres).
Wyst¦powanie minimum na krzywej topnienia ±wiadczy o skorelowanej naturze
ciekªego 3He i stanowi podstaw¦ efektu Pomeranczuka [8].

Rysunek 5: Rozkªad liczby cz¡stek 3He w funkcji p¦du n(p) dla ciekªego 3He
zmierzony technik¡ rozpraszania neutronów przy ci±nieniu normalnym i tempe-
raturze 0.37 K wg Mooka [9]. Krzywa zostaªa dopasowana dla zrenormalizowanej
masy m∗

3 = 3.08 m3. Otrzymana temperatura Fermiego jako parametru �tuj¡cego
wynosi EF /kB = 1.8 ± 0.2K.
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Krzywa rozkªadu Fermiego-Diraca

n(p) =
1

exp[(E(p) −EF )/kBT ] + 1
≡

1

exp[( p2

2m∗
3kBT

−
T 0
Fm3

Tm∗
3
] + 1

, (1.3)

dopasowana zostaªa do punktów do±wiadczalnych metod¡ najmniejszych kwa-
dratów, gdzie parametrem dopasowania byªa temperatura Fermiego TF ≡ EF /kB =

1.8±0.2K, z u»yciem masy efektywnej m∗

3 = 3.08 m3, co jest spójne z wynikami
Greywalla [7] przytoczonymi w poprzednim podrozdziale.

1.4 Krzywa namagnesowania dla ciekªego 3He

W eksperymencie przeprowadzonym przez Wiegersa, Wolfa i Puecha [12]
zostaªa zmierzona magnetyzacja ciekªego 3He (rysunek 6). Byªy przeprowa-
dzone próby dopasowania wyników teoretycznych do do±wiadczalnej krzywej
magnetyzacji, które w przypadku osi¡gni¦cia dobrej zgodno±ci mogªyby prze-
mawia¢ za poprawno±ci¡ jednej z kwantowych teorii ciekªego 3He. Mi¦dzy
innymi jako jeden z lepszych wyników zostaªo zaprezentowane dopasowanie
krzywej teoretycznej wyznaczonej metod¡ pomocniczych bozonów w przybli-
»eniu punktu siodªowego przez Spaªka i Wójcika [13] (por. rys. 7). Mo»na te»
porówna¢ wynik otrzymany przez Vollhardta [14] w ramach podej±cia Gutzwil-
lera (omówione w szczegóªach w kolejnych rozdziaªach) który dla du»ych ma-
gnetyzacji jest zdecydowanie rozbie»ny z eksperymentem (rys. 6: górna krzywa
we wstawce). Jako kolejny argument za kwantow¡ natur¡ 3He i gªówny wy-
nik tej pracy w dalszej cz¦±ci przedstawiony jest formalizm i metody, dzi¦ki
którym otrzymano dobra zgodno±¢ z eksperymentem krzywych magnetyzacji
wyznaczonych teoretycznie.

W rozdziale 3 wprowadzimy metod¦ opisu teoretycznego a nast¦pnie zasto-
sujemy je do opisu konkretnych wyników do±wiadczalnych. Najpierw jednak
ze wzgl¦du na kompletno±¢ podsumujemy teori¦ Landaua.
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Rysunek 6: Krzywa namagnesowania dla ciekªego 3He wg Wiegersa, Wolfa
i Puecha[12]; ci¡gªa linia przedstawia ekstrapolacj¦ liniowej zale»no±ci dla ni»-
szych pól magnetycznych. B oznacza zaaplikowane zewn¦trzne pole magnetyczne.
We wstawce zaprezentowane s¡ teoretyczne wyniki magnetyzacji: górna krzywa
w podej±ciu Gutzwillera [14] i dolna krzywa metod¡ RPA (random phase appro-
ximation). Punkt x we wstawce oznacza punkt metamagnetyczny otrzymany w
metodzie Gitzwillera, nieobecny w danych do±wiadczalnych.

Rysunek 7: Dopasowanie do eksperymentu [12] metod¡ pomocniczych bozonów
w przybli»eniu punktu siodªowego wg Spaªka i Wójcika [13]. Zaznaczono stopie«
wypeªnienia pasma rozumianych jako liczb¦ n atomów 3He przypadaj¡cych na
jednen w¦zeª wirtualnej sieci krystalicznej modeluj¡cej do±¢ ciasno upakowany
stan cieczy. Zmienne n od warto±ci pola oznaczaªoby zmienn¡ liczb¦ wakansów
kwantowych przy zmieniaj¡cej si¦ warto±ci pola
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2 Teoria Landaua cieczy Fermiego: krótkie pod-

sumowanie

Zanim przyst¡pimy do wªa±ciwego opisu teoretycznego w tej pracy scha-
rakteryzujemy pokrótce pionierskie podej±cie Landaua do opisu ciekªego 3He.

Lev D. Landau sformuªowaª kwazifenomenologicz¡ teori¦ cieczy Fermiego
w niskich temperaturach (T < 1K) w 1956 roku. Poprzez wprowadzenie idei
kwazicz¡stek o efektywnej masie m∗

3 (jak ju» wiemy 3-6 razy wi¦kszej ni» masa
atomu 3He w pró»ni) i efektywnego oddziaªywania pomi¦dzy nimi z sukcesem
opisaª pewne wªa±ciwo±ci oddziaªuj¡cej ciecz fermionów.

2.1 Gaz Fermiego

Poniewa» w pewnym zakresie parametrów ciekªy hel mo»na efektywnie opi-
sa¢ jako gaz sªabo oddziaªuj¡cych cz¡stek o statystyce fermionowej, na po-
cz¡tku przedstawimy podstawowe wªa±ciwo±ci gazu Fermiego.

W swobodnym gazie zawieraj¡cym N cz¡stek o spinie 1/2, stanami wªa-
snymi s¡ fale pªaskie scharakteryzowane przez wektor falowy k, p¦d h̷k, rzut
spinu σz = ±½ , o energii εk = h̷2k2/2m. Wszystkie jednocz¡stkowe stany wypeª-
niaj¡ sfer¦ Fermiego, a» do tak zwanego wektora falowego Fermiego zadanego
przez [15]

kF = (3π2N)
1
3 , (2.4)

który jednocze±nie de�niuje odpowiednio p¦d pF , energi¦ εF i pr¦dko±¢ Fer-
miego vF , a mianowicie

pF ≡ h̷kF = h̷ (3π2N)
1
3 ,

εF ≡
p2
F

2m
,

vF ≡ (
dε

dp
)
pF

=
pF
m
.

(2.5)

Wtedy g¦sto±¢ stanów na jednostk¦ obj¦to±ci ze zmian¡ energii (dla obydwu
spinów) na powierzchni Fermiego wynosi

N0(εF ) ≡ (
dn

dε
)∣
εF

=
2

(2πh̷)3

(∂ 4
3πp

3
F )

∂pF

dpF
dε

=
2

(2πh̷)3

4πp2
F

(dε/dp)pF
≡

≡
p2
F

π2h̷3vF
=

3N

pFvF
=

3Nm

p2
F

.

(2.6)

Niskotemperaturowe statyczne wªa±ciwo±ci gazu s¡ okre±lone caªkowicie przez
ten parametr oraz warto±¢ εF . Przykªadowo, ciepªo wªa±ciwe i podatno±¢ ma-
gnetyczna s¡ odpowiednio okre±lone wzorami [16]

Cv =
π2

3
(
dn

dε
)∣
εF
k2
BT,

χ =
1

4
γ2h̷2(

dn

dε
)∣
εF
,

(2.7)
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gdzie γ ≡ 2µn/h̷ jest stosunkiem »yromagnetycznym j¡dra 3He, a µn nu-
klearnym momentem magnetycznym (j¡drowym odpowiednikiem magnetonu
Bohra). Przykªadowe warto±ci wielko±ci tutaj podanych s¡ wyszczególnione w
tabeli 1.

2.2 Ciecz Fermiego-Landaua

Landau w swojej fenomenologicznej teorii przedstawiª przej±cie z opisu
gazu Fermiego do opisu cieczy Fermiego. Je»eli oddziaªywanie jest 'wyª¡czone'
wszystkie stany o energii mniejszej ni» energia Fermiego dla gazu swobod-
nego b¦d¡ wypeªnione a powy»ej puste. Dla niezerowej temperatury pojawiaj¡
si¦ stany wzbudzone termicznie (kwazicz¡stki) powy»ej energii Fermiego ε0F i
stany niezapeªnione (dziury) pod powierzchni¡ Fermiego. Je»eli powoli (adia-
batycznie) wª¡czymy oddziaªywanie mi¦dzyatomowe, zmieni si¦ energia stanów
jednocz¡stkowych. Nie b¦dzie to ju» pojedyncza wzbudzona cz¡stka ale raczej
cz¡stka i koherentny ruch chmury innych cz¡stek w jej otoczeniu [17]. W ten
sposób Landau wprowadziª kwazicz¡stki i kwazidziury jako nowy opis stanu
wzbudzonego ukªadu. Energie kwazicz¡stek powinny by¢ okre±lone liczbami
kwantowymi. Landau zapostulowaª, »e ich energia jest dalej funkcj¡ wektora
falowego k, a wektor falowy Fermiego kF jest taki sam jak w przypadku gazu
swobodnego (2.4). Ten postulat zostaª pó¹niej udowodniony formalnie za po-
moc¡ metody funkcji Greena (twierdzenie Luttingera) [18]. Dodatkowo, kwa-
zicz¡stki speªniaj¡ zasad¦ Pauliego, jest ich tyle samo, co cz¡stek i równie»
maj¡ rzut skªadowej spinu ±½. Stany wzbudzone kwazicz¡stek s¡ tworzone po-
przez ich propagacj¦ na lub powy»ej sfery Fermiego. Ka»dy stan pσ mo»na
opisa¢ poprzez podanie ±redniej liczby kwazicz¡stek w tym stanie n(pσ) lub
równowa»nie przez ró»nice δn(pσ) wzgl¦dem stanu podstawowego. Energia po-
jedynczej cz¡stki, oraz wielko±ci opisuj¡ce energi¦ Fermiego jest zde�niowana
tymi samymi wzorami co w przypadku gazu Fermiego (2.5) z tym, »e zamiast
masy wyst¦puje masa efektywna m∗

δε(p) = ε(p) − εF =
p2

2m∗
− εF ≈ h̷vF (k − kF ),

vF =
pF
m∗

= v0
F

m∗

m
,

N(0) ≡ (
dn

dε
)∣
εF

=
3N

pFvF
=

3Nm∗

p2
F

= N0(εF )
m∗

m
.

(2.8)

Mo»emy powiedzie¢, »e wskutek renormalizacji masy, kwazicz¡stki s¡ ci¦»sze
i wolniejsze ni» wyj±ciowe nieoddziaªuj¡ce cz¡stki 3He. Oprócz wprowadzenia
masy efektywnej, drugim bardzo wa»nym elementem teorii cieczy Fermiego jest
wprowadzenia efektywnego oddziaªywania pomi¦dzy tymi kwazicz¡stkami. Na
pocz¡tku przypu±¢my, »e oddziaªywanie nie zale»y od spinu, a tylko od p¦dów
cz¡stek: dla dwóch kwazicz¡stek o p¦dach p i p′ oddziaªywanie zde�niowane
jest przez f(p,p′). Wtedy caªkowit¡ energi¦ ukªadu wyra»a si¦ wzorem [16]

E = E0 +∑
pσ

(ε(p) − εF )δn(pσ) +
1

2
∑

pp′;σσ′
f(p,p′)δn(pσ)δn(p′σ′). (2.9)
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Widzimy, »e drugi i trzeci wyraz opisuje zmian¦ energii ukªadu wzgl¦dem
wybranego stanu podstawowego. Teraz rozwa»my oddziaªywanie zale»ne od
spinu. Kwazicz¡stka w stanie p nie musi by¢ w stanie wªasnym rzutu spinu
σz - mo»e by¢ liniow¡ kombinacj¡ stanów σz = ±½, to znaczy mo»e mie¢ spin
S⃗ wskazuj¡cy w dowolnym kierunku. Aby rozwi¡za¢ ten problemem nale»y
zamieni¢ n(pσ) na macierz 2Ö2 n̂(p) i sum¦ po σ przez ±lad macierzy. Niech
ñ(p) oznacza caªkowit¡ liczb¦ kwazicz¡stek w stanie p, a δñ(p) b¦dzie zmian¡
tej liczby w stosunku do stanu podstawowego

δñ(p) ≡ Trδn̂(p). (2.10)

Je»eli oddziaªywania s¡ niezmiennicze wzgl¦dem obrotu spinów, de�niu-
jemy efektywn¡ energi¦ oddziaªywania pomi¦dzy kwazicz¡stkami w stanach p
i p′.

E = E0+∑
p

δε(p)δñ(p)+
1

2
∑
pp′
f(p,p′)δñ(p)δñ(p′)+ζ(p,p′)σ⃗(p)⋅σ⃗(p′). (2.11)

Konwencjonalnie de�niuje si¦ bezwymiarowe wielko±ci F i Z przez pomno»e-
nie f i ζ przez g¦sto±¢ stanów N(0). Ze wzgl¦du na to, »e teoria ma opisywa¢
ukªad w niskiej temperaturze, warto±ci wzbudze« p i p′ le»¡ w pobli»u poziomu
Fermiego. Ukªad ciekªy izotropowy taki jak 3He jest niezmienniczy wzgl¦dem
przestrzennych obrotów, co pozwala wyznaczy¢ wielko±ci F i Z jako funkcje
tylko k¡ta θ pomi¦dzy p i p′. Kryje si¦ za tym zaªo»enie, »e cz¦±¢ oddziaªywa-
nia jest praktycznie wzi¦te dla cz¡stek na poziomie Fermiego, a rozproszenie
spowodowane takimi oddziaªywaniem to elastyczne rozproszenie kwazicz¡stek
jednej na drugiej. Zatem mo»emy rozwin¡¢ je w zupeªny szereg wielomianów
Legendre'a Pl(cosθ)

(
dn

dε
)f(p,p′) ≡ F (p,p′) = ∑

l

FlPl(cosθ),

(
dn

dε
)ζ(p,p′) ≡ Z(p,p′) = ∑

l

ZlPl(cosθ).

(2.12)

W tym podej±ciu oddziaªywanie pomi¦dzy dwoma cz¡stkami jest caªkowicie
opisywane przez niesko«czony zbiór parametrów Landaua Fl i Zl. Co najmniej
pierwsze cztery parametry (F0,F1,Z0,Z1) mog¡ by¢ wyznaczone eksperymen-
talnie. Zazwyczaj F0 jest bardzo du»y i dodatni, F1 du»y i dodatni, Z0 ujemny
i równy okoªo −3 na granicy ferromagnetycznej i Z1 bliski zera [16].

W ramach tego modelu mo»na wyja±ni¢ podobie«stwa w podobnym zacho-
waniu si¦ swobodnego gazu fermionów i cieczy Fermiego. Ciepªo wªa±ciwe (cv),
podatno±¢ magnetyczn¡ (χS) i ±ci±liwo±¢ (κ) zostaªy opisane przez odpowia-
daj¡ce im wielko±ci dla swobodnego gazu (c0

v, χ
0
S, κ

0), parametry Landaua (Fl
i Zl) i mas¦ efektywn¡ (m∗) [16]

γ =
m∗

m
γ0,

χS =
m∗/m

1 +Z0

χ0
S,

κ =
m∗/m

1 + F0

κ0,

(2.13)
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gdzie stosunek masy efektywnej do masy równie» mo»na wyrazi¢ za pomoc¡
parametru Landaua

m∗

m
= 1 +

F0

3
. (2.14)

Dla kompletno±ci zale»no±ci zrenormalizowanej masy efektywnej i ciepªa
wªa±ciwego (2.13, 2.14) wyprowadzone s¡ w dodatku A.

Podsumowuj¡c, teoria Landau'a wprowadzona zostaªa w celu opisu stanów
wzbudzonych o niskich energiach - czyli do opisu wªa±ciwo±ci termodynamicz-
nych i dynamicznych ukªadu w bardzo niskich temperaturach, tzn wzbudzo-
nych w pobli»u powierzchni Fermiego. Dodatkowo, opisuje ona wzbudzenia
kolektywne (d¹wi¦ki) [26], którymi nie b¦dziemy si¦ zajmowa¢ w ramach tej
pracy. Nale»y nadmieni¢, »e zawodzi ona w przypadku gdy ciecz Fermiego
solidy�kuje si¦, gdy» wtedy nale»y uwzgl¦dni¢ wszystkie cz¡stki, a nie tylko
te w pobli»u powierzchni Fermiego. Taki opis musi opiera¢ si¦ o oddziaªywa-
nie w przestrzeni rzeczywistej. Tak, wi¦c wªa±ciwo±ci globalne caªego ukªadu
(energia stanu podstawowego i swobodna, przej±cie ciecz-ciaªo staªe, uporz¡d-
kowanie magnetyczne w fazie staªej, diagram fazowy faz nadciekªych uwzgl¦d-
niaj¡cy fazy A, A1, B) musz¡ by¢ opisane modelem uwzgl¦dniaj¡cym wszystkie
atomy tworz¡ce ukªad. St¡d nasza próba mikroskopowego opisu, jakkolwiek w
modelu z prost¡ struktur¡, oddziaªywania mi¦dzycz¡stkowego. W pozostaªej
cz¦±ci pracy skoncentrujemy si¦ zatem wyª¡cznie na naszym modelu.
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3 Model Hubbarda: omówienie ogólne

W celu opisu cz¡stek oddziaªuj¡cych krótkozasi¦gowo na sieci Hubbard
[19, 20] zaproponowaª uproszczony hamiltonian zawieraj¡cy cz¦±¢ kinetyczn¡
i cz¦±¢ oddziaªywania w nast¦puj¡cy sposób. Rozwa»my N cz¡stek na sieci.
Wªa±ciw¡ baz¡ stanów jednocz¡stkowych s¡ funkcje Wanniera. S¡ to funk-
cje scentrowane na w¦zªach sieci. Cz¡stki mog¡ si¦ przemieszcza¢ pomi¦dzy
ró»nymi w¦zªami sieci. Amplituda prawdopodobie«stwa przeskoku z i-tego do
j-tego w¦zªa wynosi tij. Natomiast pomi¦dzy dwoma cz¡stkami znajduj¡cymi
si¦ na tym samym w¦¹le i w tym samym stanie Wanniera ró»ni¡cymi si¦ jedy-
nie spinem ma miejsce oddziaªywanie odpychaj¡ce. Wszystkie inne elementy
macierzowe oddziaªywania s¡ pomijane. Uzyskany w ten sposób hamiltonian
nazywany jest hamiltonianem Hubbarda

H =∑
ij

∑
σ

tijc
�
iσcjσ +U∑

i

ni↑ni↓, (3.15)

gdzie c�iσ jest operatorem kreacji cz¡stki o spinie σ w stanie Wanniera na w¦¹le
i-tym, cjσ jest operatorem anihilacji cz¡stki o spinie σ w stanie Wanniera na
w¦¹le j-tym, ni↑ = c

�
i↑ci↑ - operatorem liczby cz¡stek na w¦¹le i-tym o spinie

w gór¦ i odpowiednio ni↓ = c
�
i↓ci↓ - operatorem liczby cz¡stek na w¦¹le i-tym o

spinie w dóª.
Hamiltonian Hubbarda mo»na te» wyrazi¢ w reprezentacji p¦dowej na sieci

H =∑
kσ

ε(k)c�kσckσ +
U

N
∑
kk′q

c�k+q↑ck↑c
�

k′−q↓ck′↓, (3.16)

gdzie ε(k) jest energi¡ pasmow¡ (jednocz¡stkow¡), która wyra»a si¦ jako trans-
formata Fouriera na sieci

ε(k) =
1

N
∑
ij

tije
−ik⋅(Ri−Rj), (3.17)

ckσ jest operatorem anihilacji cz¡stki w stanie o p¦dzie k i spinowej liczbie
kwantowej σ = ±1

ckσ =
1

N
1
2

∑
i

ciσe
−ik⋅Ri , (3.18)

a c�kσ jest operatorem kreacji cz¡stki w stanie o p¦dzie k i spinowej liczbie
kwantowej σ = ±1

c�kσ =
1

N
1
2

∑
i

c�iσe
ik⋅Ri . (3.19)

Dodatkowo je»eli rozwa»amy ukªad oddziaªuj¡cy z zewn¦trznym polem ma-
gnetycznym niezb¦dne jest dodanie do Hamiltonianu wyrazu Zeemana

H =∑
kσ

ε(k)c�kσckσ +
U

N
∑
kk′q

c�k+q↑ck↑c
�

k′−q↓ck′↓ −∑
kσ

σhc�kσckσ, (3.20)

gdzie h jest zredukowanym polem magnetycznym h ≡ 1
2gµBHa.



15

Zazwyczaj zakªada si¦ ukªad, w którym w przybli»eniu niezerowe s¡ jedynie
caªki przeskoku pomi¦dzy najbli»szymi s¡siadami t<ij> = −t i ewentualnie mi¦-
dzy drugimi najbli»szymi s¡siadami t<<ij>> = t′. Pomimo prostoty Hamiltonian
Hubbarda bardzo dobrze opisuje oddziaªuj¡cy ukªad w pobli»u przej±cia metal-
izolator. Bez oddziaªywania (U=0) mamy do czynienia z pasmem przewodnic-
twa, którego ¹ródªem jest maªe ale niezerowe przekrycie si¦ s¡siednich funkcji
falowych. W granicy atomowej (t=0) wszystkie cz¡stki s¡ zlokalizowane na w¦-
zªach (atomach). Z tego powodu Hamiltonian Hubbarda opisuje ukªad, który
mo»e przechodzi¢ z jednej granicy w drug¡. Oczywi±cie najbardziej interesu-
j¡cy zakres jest gdyW ∼ U , gdzieW = 2Zt jest szeroko±ci¡ wyj±ciowego pasma
energetycznego a Z - liczb¡ najbli»szych s¡siadów. W tym przypadku mamy
do czynienia z rywalizacj¡ pomi¦dzy zachowaniem pasmowym (stany rozci¡-
gni¦te na caªy ukªad), a lokalizacj¡ zaindukowan¡ korelacjami. Cz¦sto równie»
rozwa»a si¦ te» granice bardzo silnych korelacji gdy U >>W mi¦dzy innymi w
pracach dotycz¡cych nadprzewodnictwa wysokotemperaturowego [21, 22, 23] i
nadprzewodnictwa niekonwencjonalnego [24, 25].

Ciekªy 3He jest z tego punktu widzenia ukªadem jednopasmowym ale z
nieuporz¡dkowanymi w¦zªami sieci. W pierwszym przybli»eniu traktujemy go
jako ukªad sieciowy z ciasno upakowanymi atomami. Du»e drgania zerowe
tych atomów naªo»one na ich ruch post¦powy mog¡ oznacza¢, »e wybór do
rozwa»a« konkretnej modelowej sieci ma znaczenie drugorz¦dne. Przetestu-
jemy to zaªo»enie przez rozwa»enie ró»nych struktur sieciowych. Po drugie,
fermionami s¡ tutaj caªe atomy 3He. Zatem, oddziaªywanie pomi¦dzy tymi
atomami jako cz¡stkami ma charakter oddziaªywania van der Waalsa [26],
które mo»e by¢ modelowane np. przez potencjaª Lennarda-Jonesa. W naszym
modelu te oddziaªywania uwzgl¦dnione s¡ jako kontaktowe typu Hubbarda.
Oznacza to, i» uwzgl¦dniamy przede wszystkim cz¦±¢ odpychaj¡c¡ potencjaªu
Lenarda-Jonesa.
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4 Podej±cie Gutzwillera dla modelu Hubbarda

4.1 Ogólna charakterystyka

Rozwa»my ukªad N fermionów na sieci zawieraj¡cej L w¦zªów. Zgodnie z
zasad¡ Pauliego na w¦¹le mog¡ znajdowa¢ si¦ co najwy»ej dwie cz¡stki o prze-
ciwnych spinach. St¡d mo»liwe s¡ cztery ró»ne kon�guracje na w¦¹le: mo»e
nie by¢ »adnej cz¡stki, mo»e by¢ jedna o spinie w gór¦ lub w dóª, b¡d¹ dwie
cz¡stki o przeciwnych spinach. Ze wzgl¦du na oddziaªywanie odpychaj¡ce po-
mi¦dzy cz¡stkami ostatnia kon�guracja - podwójnie obsadzony w¦zeª - nie jest
korzystna energetycznie. Dzieje si¦ tak poniewa» energia ukªadu z takim obsa-
dzeniem wzrasta o energi¦ U.

Do rozwi¡zania Hamiltonianu Hubbarda w temperaturze T=0 mo»na u»y¢
metody wariacyjnej. Oznaczmy punkty sieci obsadzone przez cz¡stki o spinie
w gór¦ symbolem N↑, o spinie w dóª N↓ a podwójnie okupowane w¦zªy przez
D. Ponadto wprowad¹my oznaczenia

n↑ =
N↑
L
,

n↓ =
N↓
L
,

d2 =
D

L
.

(4.21)

Niech funkcja ∣ψ0 > opisuje stan nieskorelowany (U=0) ukªadu. Wtedy ±rednia
liczba podwójnie obsadzonych w¦zªów wynosi D0 = n↑n↓L. Po wª¡czeniu od-
dziaªywania nast¦puje wzrost energii o U na ka»dym podwójnie obsadzonym
w¦¹le. St¡d ich liczba musi zosta¢ zmniejszona w celu skompensowania do-
datkowej energii. Funkcja falowa stanu skorelowanego zostaªa zaproponowana
przez Gutzwillera w postaci [27]

∣ψ >=∏
i

[1 − (1 − g)ni↑ni↓]∣ψ0 >= g
D∣ψ0 > . (4.22)

Aby otrzyma¢ stan skorelowany stopniowo jest zmniejszana amplituda stanu
nieskorelowanego. Parametr g jest parametrem wariacyjnym, wyznaczanym z
minimalizacji energii stanu podstawowego, która jest dana wzorem

E =
< ψ∣H∣ψ >

< ψ∣ψ >
=
< ψ∣∑ij∑σ tijc

�
iσcjσ ∣ψ >

< ψ∣ψ >
+
< ψ∣U ∑i ni↑ni↓∣ψ >

< ψ∣ψ >
. (4.23)

W granicy termodynamicznej gdy liczba cz¡stek N d¡»y do niesko«czono±ci,
funkcja ∣ψ > jest stanem wªasnym operatora liczby cz¡stek, st¡d z wyrazu od-
dziaªywania we wzorze na energie stanu podstawowego otrzymujemy UD i jest
to wynik dokªadny. Aby obliczy¢ wyraz kinetyczny Gutzwiller zaªo»yª, i» ruch
cz¡stek o spinie w gór¦ i ruch cz¡stek o spinie w dóª na sieci odbywaj¡ si¦
niezale»nie od siebie. Przyj¡ª te», »e cz¡stki o spinie w dóª mog¡ by¢ trakto-
wane jako niesko«czenie ci¦»kie i dziaªaj¡ tylko jako przeszkoda dla cz¡stek o
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spinie w gór¦. To przybli»enie pozwoliªo po minimalizacji wzgl¦dem parametru
wariacyjnego g otrzyma¢ wyra»enie na energi¦ stanu podstawowego [1]

Eg
L

= q↑(d,n↑,n↓)ε̄↑ + q↓(d,n↑,n↓)ε̄↓ +Ud
2. (4.24)

Wspóªczynniki q↑ i q↓ s¡ wspóªczynnikami renormalizuj¡cymi energie ε cz¡stek
o spinie w gór¦ i w dóª.

qσ =
{[(nσ − d2)(1 − nσ − nσ̄ + d2)]

1
2 + [(nσ̄ − d2)d2]

1
2}2

nσ(1 − nσ)
(4.25)

S¡ one nazywane wspóªczynnikami Gutzwillera. Wyprowadzenie wzorów na po-
sta¢ tych wspóªczynników znajduje si¦ w dodatku B. Ponadto ±rednia energia
dla spinu σ w nieskorelowanym stanie wyra»a si¦ wzorem

ε̄σ =
1

L
< ψ0∣∑

ij

tijc
�
iσcjσ ∣ψ0 >= ∑

∣k∣<kFσ

ε(k), (4.26)

gdzie kFσ jest wektorem falowym Fermiego dla podukªadu cz¡stek o spinie σ.
Wyra»enie (4.24) wci¡» musi by¢ zminimalizowane wzgl¦dem parametru d -
liczby podwójnie obsadzonych w¦zªów sieci.

Wygodna jest zmiana zmiennych z nσ i nσ̄ na n = nσ+nσ̄ im = nσ−nσ̄, gdzie
n reprezentuje wypeªnienie pasma, a m moment magnetyczny przypadaj¡cy
na w¦zeª. W nowych zmiennych wspóªczynniki Gutzwillera wyra»aj¡ si¦ przez

qσ =
{[(n+m2 − d2)(1 − n + d2)]

1
2 + [(n−m2 − d2)d2]

1
2}2

n+m
2 (1 − n+m

2 )
. (4.27)

Je»eli zinterpretujemy wyra»enie (4.24) jako warto±¢ oczekiwan¡ z jedno-
cz¡stkowego efektywnego hamiltonianu HGA w stanie ∣ψ0 >

Eg =< ψ0∣HGA∣ψ0 >, (4.28)

to mo»emy wydedukowa¢ form¦ hamiltonianu HGA odpowiadaj¡cemu przybli-
»eniu Gutzwillera

HGA(d,n,m) = ∑
ijσ

qσ(d,n,m)tijc
�
iσcjσ −∑

iσ

σhc�iσciσ +LUd
2, (4.29)

lub w reprezentacji p¦dowej

HGA(d,n,m) = ∑
kσ

(qσ(d,n,m)ε(k) − σh)c�kσckσ +LUd
2, (4.30)

gdzie w obydwu wzorach zostaª dodany wyraz Zeemana.
Podej±cie Gutzwillera mo»e by¢ alternatywnie traktowane jako teoria wpro-

wadzaj¡ca efektywny zrenormalizowany hamiltonian dla kwazicz¡stki. To po-
dej±cie nazywa si¦ renormalizowan¡ teori¡ ±redniego pola (RMFT-renormalized
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mean-�eld theory). Hamiltonian jest wyra»ony przez n,m, które mo»emy okre-
±li¢ jako warto±ci oczekiwane jednocz¡stkowych operatorów N̂ i M̂

n =
N

L
≡
< N̂ >

L
=

1

L
∑
kσ

< c�kσckσ > ,

m =
M

L
≡
< M̂ >

L
=

1

L
∑
kσ

σ < c�kσckσ > .

(4.31)

Pomimo, i» podej±cie Gutzwillera zostaªo wyprowadzone dla zerowej tempera-
tury, skonstruujmy funkcjonaª Landaua

F (GA) = −
1

β
∑
kσ

ln[1 + e−βE
(GA)
kσ ] +LUd2, (4.32)

gdzie
E

(GA)

kσ = qσε(k) − σh − µ (4.33)

jest energi¡ kwazicz¡stki, a µ potencjaªem chemicznym. Poniewa» d2 jest pa-
rametrem wariacyjnym nale»y wzgl¦dem niego zminimalizowa¢ potencjaª Lan-
daua (4.32), sk¡d bezpo±rednio dostajemy warunek na d

∂F (GA)

∂d
= 2LUd2 +∑

kσ

∂qσ
∂d

f(E
(GA)

kσ )ε(k) = 0, (4.34)

gdzie f(E) jest rozkªadem Fermiego-Diraca. Natomiast magnetyzacja m i wy-
peªnienie pasma n nie s¡ parametrami wariacyjnymi i s¡ wyznaczone z równa«
(4.31)

m =
1

L
∑
kσ

σf(E
(GA)

kσ ),

n =
1

L
∑
kσ

f(E
(GA)

kσ ).
(4.35)

Równania (4.34) i (4.35) dla zadanego wypeªnienia pasma jednoznacznie okre-
±laj¡ warto±¢ parametru wariacyjnego d, magnetyzacji m i potencjaªu che-
micznego µ. W tym formalizmie pojawiªa si¦ w literaturze próba dopasowania
krzywej magnetyzacji do eksperymentu [14].

4.2 Szczególny przypadek w poªowie wypeªnionego pa-
sma - przej±cie Motta

Celem tego podrozdziaªu jest opis przej±cia metal-izolator, opisanego po
raz pierwszy przez Motta [28]. O izolatorze Motta mówimy wtedy gdy cz¡stki
(np.elektrony) lokalizuj¡ si¦ na punktach sieci gdy» oddziaªywanie Coulom-
bowskie nie pozwala im opu±ci¢ w¦zªa (U >> t), natomiast o metalu wtedy gdy
cz¡stki mog¡ swobodnie porusza¢ si¦ na sieci (U ∼ t). Jednym z przykªadów
przej±cia fazowego Motta metal-izolator uwa»ana jest solidy�kacja ciekªego
3He 
Ro»nica pomi¦dzy stanami w cieczy (metal) a w ciele staªym (izolator)
wedªug idei Motta przedstawiona jest na rysunku 8.
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Rysunek 8: Schematyczna reprezentacja stanów elektronów jako (a) stanów
Blocha i (b) w porz¡dku antyferromagnetycznym zlokalizowanych na atomach
sieci w krysztale [10]. Takie samo przej±cie od stanów zdelokalizowanych do zlo-
kalizowanych na miejsce w przypadku solidy�kacji 3He z tym, »e w stanie ciekªym
nie ma jonów dodatnich, a zatem i ±ci±le mówi¡c, w¦zªów sieci.

W przypadku w poªowie wypeªnionego pasma n=1, jest tyle samo cz¡-
stek co w¦zªów sieci. Bardzo du»e oddziaªywanie U >> t nie pozwala na ruch
cz¡stek, które lokalizuj¡ si¦ wi¦c w punktach sieci, tworz¡c izolator Motta. W
przypadku nieskorelowanych cz¡stek s¡ cztery równie prawdopodobne kon�gu-
racje na w¦¹le sieci: brak cz¡stek, cz¡stka o spinie w gór¦ lub w dóª i podwójne
obsadzenie. Nieskorelowany stan opisuje funkcja ∣ψ0 >. Je»eli 'wª¡czymy' od-
dziaªywanie natychmiast zmniejsza si¦ prawdopodobie«stwo podwójnego obsa-
dzenia na w¦¹le i równocze±nie w takim samym stopniu zmniejsza si¦ prawdo-
podobie«stwo braku obsadzenia, a wzrasta prawdopodobie«stwo pojedynczych
obsadze«. Konstruujemy podobnie jak w poprzednim rozdziale funkcj¦ skore-
lowanych cz¡stek

∣ψ >=∏
i

[1 − (1 − g)ni↑ni↓]∣ψ0 >, (4.36)

gdzie g ∈ (0,1). Dla g=1 otrzymujemy nieskorelowan¡ funkcj¦ stanu a dla g=0
nie ma »adnych podwójnych obsadze«. Energia w stanie skorelowanym wyra»a
si¦ wzorem

E(g) =
< ψ∣H∣ψ >

< ψ∣ψ >
. (4.37)

Aby obliczy¢ E(g) odseparujmy stany dwóch okre±lonych w¦zªów. Two-
rzymy funkcj¦ stanu N cz¡stek skorelowanych jako nast¦puj¡c¡ superpozycj¦

∣ψN >= ∑
αβ

a(αβ)∣αβ > ∣ψαβN−Nαβ >, (4.38)

gdzie α,β = 0, ↑ , ↓ ,d, a a(αβ) jest amplitud¡ prawdopodobie«stwa pojawienia
si¦ stanu ∣αβ >. Zauwa»my, »e mo»emy tak zapisa¢ t¦ funkcj¦ i wysumowa¢
po wszystkich stanach αβ gdy» wszystkie kon�guracje sieci z wyª¡czeniem
wybranych w¦zªów s¡ równo prawdopodobne. Zatem wystarczy zmienia¢ kon-
�guracj¦ na wybranych w¦zªach. Ponadto w wypadku wypeªnienia pasma n=1
gdziekolwiek pojawi si¦ pusty w¦zeª oznacza to pojawienie si¦ podwójnego ob-
sadzenia w innym miejscu. St¡d mo»emy pusty w¦zeª traktowa¢ zamiennie z
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i j i j i j i j a(αβ)
00 dd 0d d0 g
0 ↑ 0 ↓ ↑ 0 ↓ 0

√
g

d ↑ d ↓ ↑ d ↓ d
√
g

↓↑ ↑↓ ↑↑ ↓↓ 1

Tablica 2: Wykaz kon�guracji dwuw¦zªowych wraz z odpowiednimi ±rednimi am-
plitudami prawdopodobie«stwa tych kon�guracji.

w¦zªem podwójnie obsadzonym [29]. Wspóªczynnik a(αβ) zawiera informacje
o amplitudzie wyst¦powania kon�guracji αβ. Mo»na je obliczy¢ licz¡c iloczyn
funkcji ∣ψ >= [1−(1−g)n↑n↓]∣αβ > (4.22) dla dwóch w¦zªów (i-tego i j-tego) dla
ró»nych kon�guracji αβ, pami¦taj¡c, »e stan 0 jest równowa»ny podwójnemu
obsadzeniu.

St¡d

< ψN ∣ψN >= ∑
αβ

∣a(αβ)∣2 = 4(g2 + g + g + 1) = 4(g + 1)2. (4.39)

Energi¦ rozbijamy na dwie cz¦±ci: kinetyczn¡ i oddziaªywania, które s¡ obli-
czane osobno

E(g) =
< ψN ∣H∣ψN >

< ψN ∣ψN >
=
< ψN ∣Hkin∣ψN >

< ψN ∣ψN >
+
< ψN ∣Hint∣ψN >

< ψN ∣ψN >
. (4.40)

Aby znale»¢ energi¦ oddziaªywania nale»y policzy¢ warto±¢ oczekiwan¡ w sta-
nie ∣ψN > operatora liczby podwójnych obsadze«, która wynosi

< ψN ∣ni↓ni↑∣ψN >

< ψN ∣ψN >
=

2g2 + 2g

4(g + 1)2
=

g

2(g + 1)
= d2, (4.41)

gdzie d2 jest prawdopodobie«stwem czyli liczb¡ podwójnych obsadze« przy-
padaj¡c¡ na jeden w¦zeª. Natomiast, aby policzy¢ cz¦±¢ kinetyczn¡, nale»y
wyznaczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ z operatora przeskoku z w¦zªa j-tego na i-ty

< ψN ∣c�i↑cj↓∣ψN >

< ψN ∣ψN >
=

=
g

4(g + 1)2
(< ψ↑0N−1∣ψ

0↑
N−1 > + < ψ↑↓N−2∣ψ

0d
N−2 >

+ < ψd0
N−2∣ψ

↓↑

N−2 > + < ψd↓N−3∣ψ
↓d
N−3 >).

(4.42)

W ka»dym z czterech mo»liwych procesów przeskoku (por. rys.9) nie zmie-
nia si¦ sumaryczna liczba cz¡stek na w¦¹le i-tym plus j-tym. Prowadzi to do
tego, i» wszystkie iloczyny stanów w powy»szej równo±ci s¡ równe 1. Wtedy

tij
< ψN ∣c�i↑cj↓∣ψN >

< ψN ∣ψN >
= tij

4g

4(g + 1)2
= tij

g

(g + 1)2
= Ekin. (4.43)
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Rysunek 9: Schematyczne przedstawienie czterech mo»liwych procesów prze-
skoku cz¡stki o spinie w gór¦ w modelu Hubbarda; (a) pozostawiaj¡ca sumaryczn¡
liczb¦ podwójnie okupowanych miejsc bez zmian, (b) zmieniaj¡c ich liczb¦ o jeden
wg Vollhardta [14].

Korzystaj¡c z powy»szych wyników (4.43) i (4.41) mo»emy wyrazi¢ caªkowit¡
energi¦ przypadaj¡c¡ na jeden w¦zeª sieci

E(g)

L
=

1

L
Ekin +Ud

2 =
4g

(g + 1)2
ε̄ +U

g

2(g + 1)
, (4.44)

gdzie ε̄ = Ek(g = 1). W granicy g → 0 oddziaªywanie U jest du»o wi¦ksze ni»
caªka przeskoku t, co oznacza, »e usuwamy wszystkie podwójne obsadzenia. W
tej granicy ignoruj¡c wyrazy kwadratowe dostajemy zale»no±¢

E(g)

L
≃ 4gε̄ +

1

2
Ug. (4.45)

Minimalizuj¡c energi¦ wzgl¦dem g otrzymamy nast¦puj¡ce wyniki: (i) W po-
bli»u g ≈ 0 energia jest w przybli»eniu równa zero. Przy U → Uc nie tylko
ka»dy z wyrazów zmierza do zera, ale tak»e te dwa wyrazy s¡ porównywalnymi
wielko±ciami o przeciwnych znakach. Oznacza to, i» w granicy tej zrenorma-
lizowana energia kinetyczna (pasmowa) jest porównywalna z energi¡ oddzia-
ªywania. St¡d mo»emy oszacowa¢ warto±¢ oddziaªywania krytycznego Uc, dla
którego nie ma podwójnych obsadze«

Uc = 8∣ε̄∣. (4.46)

(ii) Dla stanu nieskorelowanego gdy U = 0 liczba podwójnie obsadzonych
w¦zªów wynosi d2(g = 1) = 1

4 (4.41).
(iii) W ogólno±ci mo»na poda¢ nast¦puj¡cy wzór na liczb¦ podwójnych

obsadze« w funkcji U

d2 =
1

4
(1 −

U

Uc
). (4.47)

Wynik ten mo»na zinterpretowa¢ jako przej±cie pomi¦dzy metalem gdzie s¡ po-
dwójne obsadzenia czyli cz¡stki mog¡ si¦ porusza¢ z jednego w¦zªa na drugi,
a izolatorem gdzie wszystkie podwójne obsadzenia s¡ usuni¦te i ka»da cz¡stka
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Skorelowany
        metal

Izolator

1
U�UC

1�4

d2

Rysunek 10: Schematyczne przedstawienie przej±cia Motta-Hubbarda metal-
izolator w obrazie Brinkmana i Rice'a [33] na podstawie zale»no±ci prawdopodo-
bie«stwa podwójnego obsadzenia na w¦¹le. Liczba podwójnych obsadze« odgrywa
tutaj rol¦ parametru porz¡dku odró»niaj¡cego stan metaliczny od stanu izolatora
Motta, które s¡ odr¦bnymi fazami tak»e w sensie termodynamicznym.

znajduje si¦ na w¦¹le sieci, z którego nie mo»e uciec przez zaporowe oddziaªywa-
nie (rysunek 10). To przej±cie fazowe nosi nazw¦ przej±cia Motta. Solidy�kacja
ciekªego 3He jest uwa»ana za modelowy przykªad tego przej±cia.

Dla obszaru niskich temperatur zostaªa te» zaproponowana termodyna-
miczna teoria przej±cia metal izolator przez przez Spaªka, Datta i Honiga [30].

4.3 Prawie zlokalizowana ciecz Fermiego

Bardzo interesuj¡c¡ i szeroko badan¡ sytuacj¡ graniczn¡ jest ta gdy ±red-
nia liczba cz¡stek przypadaj¡ca na jeden w¦zeª, n, plasuje si¦ pomi¦dzy 0.9 a
1. Ciecz w tym zakresie parametru n nazywana jest prawie zlokalizowana

ciecz¡ Fermiego [14, 31, 32]. W ostatnich dwóch pracach Vollhardt i wspóª-
pracownicy, i Spaªek i wspóªpracownicy ciekªy 3He okre±laj¡ tym mianem i
rozwa»aj¡ go w powy»szym zakresie parametru n (a nawet n ≳ 0.99, o czym
ni»ej).

Wzoruj¡c si¦ na pracy [32] w przypadku zerowego pola magnetycznego,
mo»emy nast¦puj¡co przepisa¢ równanie (4.24) w postaci

E/L = Φ(η)ε̄ +Uη, (4.48)

gdzie η ≡< ni↑ni↓ >≡ d2 i Φ(η) jest funkcj¡ opisuj¡c¡ ograniczenia na ruch
cz¡stek (hopping) pod wpªywem odpychania coulombowskiego. Tak, jak w po-
przednim rozdziale ε̄ oznacza ±redni¡ energi¦ pasmow¡ stanów obsadzonych
przypadaj¡c¡ na w¦zeª sieci. Dla n → 1 ale przy n < 1, przy rosn¡cej amplitu-
dzie oddziaªywania U warto±¢ parametru η d¡»y do zera. Dlatego te», mo»na
wyrazi¢ funkcje Φ(η) przez rozwini¦cie jej w szereg Taylora wzgl¦dem η, które
bierzemy z dokªadno±ci¡ do wyrazów kwadratowych

Φ(η) = f0 + f1η + f2η
2. (4.49)
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Aby otrzyma¢ energi¦ �zyczn¡ ukªadu, nale»y zminimalizowa¢ (4.48) wzgl¦dem
parametru (ekstra wariacyjnego) η korzystaj¡c z warunku

∂E

∂η
∣
η=η0

= 0, (4.50)

sk¡d wynika, i»

η0 = −
1

2f2

(f1 +
U

ε̄
). (4.51)

Dodatkowo mo»na policzy¢ ±redni¡ energi¦ ε̄

ε̄ =
t

L
∑

<i,j>,σ

< a�iσajσ >0=
2t

L
∑
j(i)

< a�iσajσ >0 N = 2t∑
j(i)

(1 − n̄iσ)n̄jσ, (4.52)

gdzie n̄iσ jest ±redni¡ liczb¡ cz¡stek o spinie σ na w¦¹le i-tym i wynosi w
±redniej n

2 , Ostatecznie otrzymujemy

ε̄ = −2∣t∣
n

2
(1 −

n

2
)Z = −W

n

2
(1 −

n

2
), (4.53)

gdzie Z jest liczb¡ najbli»szych s¡siadów i W szeroko±ci¡ pasma bez oddziaªy-
wania. Wspóªczynniki f0,f1,f2 mog¡ by¢ teraz znalezione z (4.51) i nast¦puj¡-
cych dodatkowych warunków �zycznych:

(i) dla oddziaªywania U = 0 parametr η0 mo»na policzy¢ jako

η0∣U=0 =< ni↑ >< ni↓ >= n̄σn̄σ̄ =
n2

4
. (4.54)

(ii) dla U=0 energia pasma musi by¢ równa ±redniej energii ε̄, czyli

Φ(η =
n2

4
) = 1. (4.55)

(iii) dla η = 0 (brak podwójnych obsadze«) szeroko±¢ pasma wyra»a si¦
wzorem wyprowadzonym analogicznie do (4.52). W tym wypadku rozwa»amy
proces przeskoku z okupowanego w¦zªa o spinie σ (±rednie obsadzenie w¦zªa
spinem σ wynosi n̄jσ = n

2 ) na pusty w¦zeª których ±rednia liczba przypadaj¡ca
na pojedynczy punkt sieci wynosi 1 − n (nie ma przeskoków z tworzeniem
podwójnych obsadze«), tj.

Φ(η = 0)ε̄ = −2∣t∣Z(1 − n)
n

2
= −

W

2
(1 − n)n. (4.56)

Z równa« (4.51-4.54) wynika, »e

f1

f2

= −
n2

2
(4.57)
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Ponadto korzystaj¡c z (4.56) i przybli»enia, »e parametr n jest bliski 1 ((n −
1)2 ≈ 0) otrzymujemy posta¢ wspóªczynnika f0, natomiast z równa« (4.55,4.57)
obliczamy wspóªczynniki f1 i f2. Tak wi¦c ostatecznie mamy, »e

f0 =
1 − n

1 − n/2
,

f1 =
4

n(1 − n/2)
,

f2 =
−8

n3(1 − n/2)
.

(4.58)

Podstawiaj¡c powy»sze formy wspóªczynników do (4.51) i ponownie korzysta-
j¡c z przybli»enia n bliskiego 1 (n(2 − n) ≈ 1) otrzymujemy warto±¢ η0

η0 =
n2

4
(1 −

U

Uc
), (4.59)

gdzie Uc ≡ 8∣ε̄∣ = 2W , jest warto±ci¡ oddziaªywania U, powy»ej której nie ma
podwójnych obsadze«. Dla przypadku n = 1 odtwarzamy wynik (4.47) z po-
przedniego podrozdziaªu

η0 =
1

4
(1 −

U

Uc
). (4.60)

Ponadto odtworzone s¡ wyniki z pracy Brinkmana i Rice'a [33] dla n = 1

q(d2) ≡ Φ(η0) = 1 − (
U

Uc
)

2
,

EG
L

= (1 −
U

Uc
)

2
ε̄,

(4.61)

gdzie EG jest �zyczn¡ warto±ci¡ energii stanu podstawowego. Aby zobaczy¢
natur¦ zmiany stanu podstawowego dla w poªowie wypeªnionego pasma dla
oddziaªywania U = Uc mo»na obliczy¢ kwadrat operatora spinu cz¡stki < S2

i >,
gdzie operator spinu ma posta¢

Si = (S+i ,S
−

i ,S
z
i ) = (a�i↑ai↓, a

�
i↓ai↑,(ni↑ − ni↓)/2). (4.62)

Mamy mianowicie, »e

< S2
i >= (

3

4
)(1 − 2η0). (4.63)

Dla U → Uc, < S2
i >→

1
2(

1
2 +1); to znaczy »e dla oddziaªywania Uc otrzymujemy

atomowe warto±ci oczekiwanej spinu cz¡stek. Zatem pomimo tego, i» cz¡stki
nie mog¡ porusza¢ si¦ z miejsc ich lokalizacji ich spiny mog¡ �uktuowa¢ i od-
dziaªywa¢ z innymi spinami z otoczenia. Ta ostania cecha zlokalizowanych (i
w¦drownych) spinów nie jest poprawnie uwzgl¦dniona w obecnym sformuªo-
waniu jednow¦zªowym.

Podej±cie powy»sze mo»na poda¢ w ogólniejszej formie z uwzgl¦dnieniem
polaryzacji magnetycznej np. w obecno±ci zewn¦trznego pola magnetycznego.
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Wtedy funkcja Φ(η) staje si¦ zale»na od spinu i odpowiednio dostajemy osta-
teczne warto±ci wspóªczynników rozwini¦cia Φσ(η) = f0σ + f1ση + f2ση2

f0σ =
1 − n

1 − nσ
,

f1σ =
2

nσ(1 − nσ)
,

f2σ =
1

n2
σnσ̄(1 − nσ)

.

(4.64)

Funkcja Φσ(η) jest równa wspóªczynnikowi Gutzwillera qσ (4.25) dla n = 1 i
nσ = nσ̄ = n/2. Dodatkowo, renormalizacja masy efektywnej wyra»a si¦ wzorem

m∗

σ

mB

= q−1
σ , (4.65)

gdzie dla n < 1 jest ona zale»na od spinu. Poniewa» wspóªczynnik q−1
σ jest nieza-

le»ny od wektora falowego kmo»emy go uto»sami¢ z wspóªczynnikiem zw¦»enia
pasma Φ−1. Dla T = 0 i dla w poªowie wypeªnionego pasma otrzymujemy, »e
dla U → Uc masa efektywna cz¡stek jest rozbie»na. Na rysunku (11) przedsta-
wiamy schematycznie, jak zale»y wspóªczynnik zw¦»enia pasma w obecno±ci
zewn¦trznego pola magnetycznego. Podpasmo ze spinem wi¦kszo±ciowym cz¡-
stek staje si¦ coraz szersze, podczas gdy podpasmo spinu mniejszo±ciowego si¦
zw¦»a. Równowa»nie, masa efektywna dla podpasma wi¦kszo±ciowego m∗

↑
jest

redukowana do masy (goªej) pasma bez oddziaªywania mB, gdy magnetyzacja
m =< ni↑−ni↓ > d¡»y do 1, podczas gdy masa efektywna podpasma mniejszo±ci
radykalnie ro±nie. Obsadzenie podpasma mniejszo±ciowego dla n < 1 znika w
stanie nasycenia magnetycznego.

Rysunek 11: Schematyczna reprezentacja stanów kwazicz¡stek na wykresie spi-
nowo rozszczepionych g¦sto±ci stanów dla pola magnetycznego H = 0(górny ry-
sunek) i H ≠ 0 (dolny rysunek) - zw¦»enie podpasma mniejszo±ciowego. [32].

Dla obszaru niskich temperatur zostaª te» wprowadzony formalizm prawie
zlokalizowanej cieczy Fermiego przez Spaªka, Kokowskiego i Honiga [31] w
przybli»eniu pola ±redniego.



26 Rozdziaª 5. Statystycznie konsystentne podej±cie Gutzwillera

5 Statystycznie konsystentne podej±cie Gutzwil-

lera

Standardowym zadaniem w rozwi¡zywaniu problemów metod¡ z u»yciem
wariacyjnej funkcji falowej jest optymalne wyznaczenie parametrów ±redniego
pola pojawiaj¡cych si¦ w efektywnym hamiltonianie. Poprzez wprowadzenie
zasady maksymalizacji entropii metoda statystycznie konsystentnego podej-
±cia Gutzwillera (ang. statistically consistent Gutzwiller approximation - SGA)
zaproponowana niedawno przez J. J¦draka, J. Kaczmarczyka, J. Spaªka [1] oka-
zaªa si¦ efektywniejsza, i usuwaj¡ca �zyczne nie±cisªo±ci w standardowego przy-
bli»enia Gutzwillera. Zostaªa, tak»e z sukcesem zastosowana mi¦dzy innymi do
modelu t-J w pracach [21, 22] do opisu nadprzewodników wysokotemperatu-
rowych.

Rozwa»my ukªad jak w poprzednim rozdziale, z takimi samymi oznacze-
niami dla qσ zale»¡cego od magnetyzacji m (4.27). Mo»na pokaza¢, i» dla
niezerowej magnetyzacji m pochodna efektywnego funkcjonaªu Landaua po
magnetyzacji jest ró»na od zera

∂F

∂m
= ∑

kσ

∂qσ(d,n,m)

∂m
εkf(Ekσ) ≠ 0. (5.66)

Fizycznie oznacza to, i» przez zmian¦ liczby cz¡stek z jednego podpasma spino-
wego do drugiego, czyli przez zmian¦ magnetyzacji m zmniejszamy caªkowit¡
energi¦ ukªadu. W ramach metody SGA magnetyzacja m i inne parametry
±redniego pola, s¡ traktowane jako parametry wariacyjne wzgl¦dem, których
minimalizowany jest efektywny funkcjonaª Landaua. Aby zbudowa¢ nowy for-
malizm, wprowadzi¢ nale»y mno»niki Lagrange'a, dzi¦ki którym mo»liwe jest
zapisanie warunków na m i n. Tworzymy na bazie efektywnego hamiltonianu
w ramach standardowego przybli»enia Gutzwillera nowy hamiltonian

HSGA ≡ HGA − λm(M̂ −M) − λn(N̂ −N). (5.67)

Mno»niki Lagrange'a peªni¡ funkcje jednorodnych pól molekularnych, które s¡
sprz¦»one do magnetyzacji oraz caªkowitej liczby cz¡stek. Kolejnym krokiem
jest konstrukcja potencjaªu Landaua dla efektywnego hamiltonianu HSGA

FSGA ≡ −β−1lnZλ, Zλ ≡ Tr[e
−β(Ĥλ−µN̂)]. (5.68)

Dokªadnie otrzymujemy

FSGA = −
1

β
∑
kσ

ln[1 + e−βE
(SGA)
kσ ] +L(λnn + λmm +Ud2), (5.69)

gdzie energia kwazicz¡stek jest zde�niowana jako

E
(SGA)

kσ = qσεk − σ(h + λm) − µ − λn. (5.70)

Warto±ci równowagowe parametrów ±redniego pola (w porównaniu do stan-
dardowego podej±cia Gutzwillera dodatkowo mamy mno»niki Lagrange'a jako
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parametry ±redniego pola) osi¡ga si¦ poprzez speªnienie warunków:

∂F

∂m
= 0,

∂F

∂n
= 0,

∂F

∂λm
= 0,

∂F

∂λn
= 0,

∂F

∂d
= 0. (5.71)

St¡d otrzymujemy ukªad pi¦ciu równa« do rozwi¡zania

λn = −
1

L
∑
kσ

∂qσ
∂n

f(E
(SGA)

kσ )εk,

λm = −
1

L
∑
kσ

∂qσ
∂m

f(E
(SGA)

kσ )εk,

d = −
1

2LU
∑
kσ

∂qσ
∂d

f(E
(SGA)

kσ )εk,

n =
1

L
∑
kσ

f(E
(SGA)

kσ ),

m =
1

L
∑
kσ

σf(E
(SGA)

kσ ).

(5.72)

Ukªad tych równa« rozwi¡zujemy numerycznie (por. dodatek C). Wyniki
uzyskane dla ró»nych sieci i ró»nych warto±ci parametrów przedstawione s¡
szczegóªowo w dalszych rozdziaªach pracy.
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6 Opis wyników dla wybranych sieci

6.1 Pierwsza strefa Brillouina

Struktur¦ krysztaªów okre±lamy za pomoc¡ sieci i bazy [34]. Do opisu sieci
wprowadzamy 3 wektory translacji a1, a2, a3 takie, »e:

r′ = r + n1a1 + n2a2 + n3a3 (6.73)

gdzie n1, n2, n3 s¡ dowolnymi liczbami caªkowitymi, a ukªad wektorów r′ de-
�niuje punkty sieci. Obj¦to±¢, w której zawiera si¦ jeden punkt sieci zde�nio-
wana przez prymitywne wektory translacji nazywamy komórk¡ elementarn¡,
lub inaczej komórk¡ Wignera-Seitza. Jej obj¦to±¢ opisuje wzór:

Vc = ∣a1 ⋅ a2 × a3∣ (6.74)

Mo»emy te» zde�niowa¢ sie¢ odwrotn¡, któr¡ aby otrzyma¢ nale»y zrobi¢ trans-
formacje Fouriera sieci. Wektory tej sieci b1, b2, b3 de�niujemy nast¦puj¡co:

b1 = 2π
a2 × a3

∣a1 ⋅ a2 × a3∣

b2 = 2π
a3 × a1

∣a1 ⋅ a2 × a3∣

b3 = 2π
a1 × a2

∣a1 ⋅ a2 × a3∣

(6.75)

W sieci odwrotnej równie» mo»emy zde�niowa¢ komórk¦ Wignera-Seitza,
która tworzy pierwsz¡ stref¡ Brillouina. Dla sieci kubicznej prostej jest to sze-
±cian, dla sieci trójk¡tnej heksagon, natomiast dla sieci kubicznej powierzch-
niowo centrowanej jest to ±ci¦ty oktahedron, który zostaª przedstawiony na
rysunku 12.

Rysunek 12: Pierwsza strefa Brillouina dla sieci kubicznej powierzchniowo cen-
trowanej (FCC).
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6.2 Przybli»enie ciasnego wi¡zania (TBA-tight binding
approximation)

Rozwa»my trójwymiarow¡ sie¢ funkcji Wanniera typu s zlokalizowanych na
w¦zªach sieci [15]. Niech stan ∣i > oznacza funkcje zlokalizowan¡ na i-tym w¦¹le.

∣i >= φ(r −Ri). (6.76)

Natomiast, amplituda przej±cia ze stanu ∣i > do stanu ∣j > zale»y jedynie od
ró»nicy Ri −Rj.

H(Ri −Rj) =< i∣H∣j >, (6.77)

tak samo jak przekrycie si¦ funkcji falowych

S(Ri −Rj) =< i∣j >, (6.78)

gdzie funkcje s¡ znormalizowane S(0) =< i∣i >= 1. Przekrycie funkcji falo-
wych wraz ze wzrostem odlegªo±ci pomi¦dzy w¦zªami maleje i staje si¦ bardzo
maªe, ale niekoniecznie 0. Aby zobaczy¢ jak wielki wpªyw na zmiany poziomów
energetycznych funkcji atomowej maj¡ kolejni s¡siedzi na sieci wygodnie jest
przej±¢ do reprezentacji p¦dów.

∣k >= ∑
i

eik⋅Ri ∣i > . (6.79)

Powy»sza funkcja nosi nazw¦ funkcji Bloch'a. W krysztaªach gdy k ≠ k′ hamil-
tonian ma wyrazy tylko i wyª¡cznie diagonalne co oznacza, »e < k∣H∣k′ >= 0
Wtedy funkcja Blocha ∣k > jest funkcj¡ wªasn¡ hamiltonianu g.

H∣k >= E(k)∣k > . (6.80)

Korzystaj¡c z powy»szych zale»no±ci mo»emy obliczy¢ w tym formalizmie re-
lacje dyspersji E(k).

E(k) =
< k∣H∣k >

< k∣k >
=
∑ij e

−ik⋅(Ri−Rj) < i∣H∣j >

∑ij e
−ik⋅(Ri−Rj) < i∣j >

=
∑ij e

−ik⋅(Ri−Rj)H(Ri −Rj)

∑ij e
−ik⋅(Ri−Rj)S(Ri −Rj)

=
∑ij e

−ik⋅(Rl)H(Rl)

∑ij e
−ik⋅(Rl)S(Rl)

≡
H̃(k)

S̃(k)
.

(6.81)

W poni»szej tabeli wymienione s¡ relacje dyspersji dla wybranych sieci z
dokªadno±ci¡ do drugich najbli»szych s¡siadów, w wypadku gdy s¡siednie funk-
cje atomowe si¦ nie przekrywaj¡.
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rodzaj sieci relacja dyspersji, ε(k) =
SQ −2t[cos(kx) + cos(ky)] + 4t′[cos(kx) cos(ky)]

TRG −2t[cos(kx) + 2 cos(kx2 ) cos(
√

3ky
2 )]

+2t′[cos(
√

3ky) + 2 cos(3kx
2 ) cos(

√

3ky
2 )]

SC −2t[cos(kx) + cos(ky) + cos(kz)]
+4t′[cos(kx) cos(ky) + cos(kz) cos(ky) + cos(kx) cos(kz)]

FCC −4t[cos(kx2 ) cos(
ky
2 ) + cos(kz2 ) cos(

ky
2 ) + cos(kx2 ) cos(kz2 )]

+2t′[cos(kx) + cos(ky) + cos(kz)]

Oznaczenia na rodzaje sieci s¡ nast¦puj¡ce:

� SQ (simple quadratic) - kwadratowa prosta,

� TRG (triangular) - trójk¡tna,

� SC (simple cubic) - kubiczna prosta,

� FCC (face centered cubic) - kubiczna powierzchniowo centrowana.

6.3 G¦sto±ci stanów

Poni»sze rysunki prezentuj¡ g¦sto±ci stanów dla sieci trójwymiarowych ku-
bicznej prostej i kubicznej powierzchniowo centrowanej, oraz dla sieci dwu-
wymiarowej trójk¡tnej z dokªadno±ci¡ do caªki przeskoku pomi¦dzy drugimi
najbli»szymi s¡siadami (t′ = 0.25t). Energia na ka»dy z wykresów jest wyra-
»ona w jednostkach caªki przeskoku pomi¦dzy najbli»szymi s¡siadami, t = 1.

Rysunek 13: G¦sto±¢ stanów dla sieci kubicznej prostej (SC) dla warto±ci caªek
hoppingu t = 1, t′ = 0.25t.

We wszystkich tych przypadkach symetria cz¡stka-dziura jest zªamana dla
t′ ≠ 0. Nale»y tak»e pami¦ta¢, »e wyniki te przedstawiaj¡ g¦sto±¢ stanów dla
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Rysunek 14: G¦sto±¢ stanów dla sieci kubicznej powierzchniowo centrowanej
(FCC) dla warto±ci caªek hoppingu t = 1, t′ = 0.25t.

Rysunek 15: G¦sto±¢ stanów dla sieci trójk¡tnej (TRG) dla warto±ci caªek
hoppingu t = 1, t′ = 0.25t.

nieoddziaªuj¡cych cz¡stek (tzw. goªe g¦sto±ci stanów, bez uwzgl¦dnienia efek-
tów korelacyjnych np. zw¦»enia szeroko±ci pasma wskutek dominuj¡cej roli
oddziaªywania pomi¦dzy cz¡stkami).
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7 Magnetyzacja w przybli»eniu SGA dla ró»-

nych sieci

Ciekªy charakter 3He ze wzgl¦dów oczywistych nie jest ukªadem siecio-
wym. Jednak»e, przetestujemy obecnie, jak taki ukªad mo»e by¢ modelowany
przez ró»ne geometrie sieciowe. Jest to ciecz kwantowa, wi¦c ró»ne typy ciasno
upakowanych sieci winny by¢ przybli»one w ten sposób. We wszystkich oblicze-
niach numerycznych temperatura rozwa»ana w modelu wynosi T = 1/β = 0.002
w jednostkach caªki przeskoku pomi¦dzy najbli»szymi s¡siadami s¡ wzi¦te jako
punkt odniesienia energii, t = 1.

7.1 Sie¢ kubiczna prosta

W pierwszej ogólnej analizie tendencji zale»no±ci magnetyzacji w ukªadzie
trójwymiarowym od zewn¦trznego pola magnetycznego w ramach metody SGA
zostaªa wykorzystana sie¢ kubiczna prosta (SC - simple cubic). Do celów obli-
cze« numerycznych sumowania po wektorze falowym k Pierwsza Strefa Brillo-
uina dla sieci SC zostaªa podzielona siatk¡ 100x100x100, czyli jej obj¦to±¢ za-
wiera 106 punktów sumowania. Porównanie krzywych magnetyzacji ze wzgl¦du
na zmian¦ oddziaªywania na w¦¹le U i wypeªnienia pasma n prezentuje rysunek
16. Wraz ze wzrostem oddziaªywania U obserwujemy tendencj¦ do szybszego
wzrostu magnetyzacji (lewy wykres, rys.16). Analiza krzywych magnetyzacji
w zale»no±ci od wypeªnienia pasma n (prawy wykres, rys.16) w zakresie pra-
wie zlokalizowanej cieczy Fermiego (Rozdziaª 5.3) pokazaªa, »e krzywe silnie
zale»¡ od zmiany tego parametru. Na rys.17 przedstawione jest dopasowanie
wyników numerycznych dla sieci SC do krzywej otrzymanej eksperymentalnie
[12]. Pole magnetyczne w eksperymencie jest podane teslach natomiast oblicze-
nia numeryczne zostaªy przeprowadzone dla pól w jednostkach pierwszej caªki
przeskoku. �¡cz¡ca wielko±ci¡ jest caªka przeskoku pomi¦dzy najbli»szymi s¡-
siadami t, któr¡ przyj¡ªem równ¡ 62,5K. Parametry dopasowania nie zgadzaj¡
si¦ z ogóln¡ ide¡ rozwa»ania ciekªego 3He jako cieczy silnie skorelowanej po-
niewa» oddziaªywanie U jest tylko dwa razy wi¦ksze ni» caªka hoppingu t1
pomi¦dzy najbli»szymi s¡siadami. Ponadto, caªka przeskoku pomi¦dzy dru-
gimi s¡siadami wydaje si¦ zdecydowanie za du»a t′ = 0.85t. Z tego wzgl¦du
kolejn¡ rozwa»an¡ sieci¡ jest sie¢ kubiczna powierzchniowo centrowana (FCC
- face centered cubic) ze wzgl¦du na cia±niejsze upakowanie. Ponadto, ponie-
wa» rozwa»amy ukªad bliski lokalizacji wydaje si¦ te», »e uzasadniony wybór
sieci FCC ze wzgl¦du na diagram fazowy dla skondensowanego 3He (rys.1),
który sugeruje, i» krystalizuje si¦ on w sieciach ciasno upakowanych (BCC,
HCP, FCC- w zale»no±ci od temperatury i ci±nienia).
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7.2 Sie¢ kubiczna powierzchniowo centrowana

W analogii do poprzedniego podrozdziaªu, przeprowadzone zostaªy obli-
czenia numeryczne krzywych magnetyzacji ponownie w ramach metody SGA
przy zaªo»eniu struktury FCC. Do celów oblicze« numerycznych sumowania
po wektorze falowym k Pierwsza Strefa Brillouina dla sieci FCC zawieraªa
4 ⋅ 106 punktów sumowania.Porównanie wyników otrzymanych dla struktur
SC i FCC znajduje si¦ na rysunku 18. Jak mo»na zaobserwowa¢ zwi¦kszenie
liczby najbli»szych s¡siadów spowodowaªo zmniejszenie wzrostu magnetyzacji
wraz ze wzrostem pola H. Ponownie zostaªa przeprowadzona analiza zacho-
wania krzywych magnetyzacji dla tej struktury w zale»no±ci od zmiany para-
metrów, oddziaªywania U i wypeªnienia pasma n. Rezultaty s¡ przedstawione
na rysunku 19. Zachowanie jako±ciowe wraz ze zmian¡ parametrów U i n s¡
analogiczne, jak w przypadku wzi¦cia do rozwa»a« struktury SC. Ostatecznie
przedstawione zostaªo na rysunku 20 dopasowanie wyników numerycznych dla
sieci FCC do krzywej otrzymanej eksperymentalnie [12]. Ponownie pole magne-
tyczne w eksperymencie jest podane teslach natomiast obliczenia numeryczne
zostaªy przeprowadzone dla pól w jednostkach pierwszej caªki przeskoku. �¡-
cz¡ca wielko±ci¡ jest caªka przeskoku pomi¦dzy najbli»szymi s¡siadami t, któr¡
przyj¡ªem ponownie jako równ¡ 62,5K. Parametry dopasowania mieszcz¡ w
zakresie warto±ci rzeczywistych. Przede wszystkim oddziaªywanie U = 5 jest
bliskie 8 i wypeªnienie pasma n=0.95 bliskie 1, co sugeruje, i» faktycznie mo-
»emy rozwa»a¢ ciekªy 3He jako ciecz kwantow¡ silnie skorelowan¡ i prawie
zlokalizowan¡. Jest to kolejny argument, i» solidy�kacja ciekªego 3He powinna
by¢ rozwa»ana jako przej±cia Motta-Hubbarda.
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Rysunek 18: Porównanie magnetyzacji dla sieci FCC i SC
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Rysunek 20: Dopasowanie do eksperymentu dla ciekªego 3He[12] krzywej ma-
gnetyzacji wyznaczonej dla sieci FCC. Jako±¢ dopasowania jest nieco lepsza, ni»
dla przypadku SC.
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7.3 Sie¢ dwuwymiarowa trójk¡tna

Przez wzgl¡d na nietrywialn¡ geometri¦, monowarstwa 3He naniesiona na
gra�t tworz¡ca dwuwymiarow¡ struktur¦ trójk¡tn¡ ze spinem nuklearnym 1/2
[35] jest ukªadem szeroko badanym teoretycznie w ramach ró»nych modeli
[36, 37, 38, 39]. Równolegle, wiele zespoªów bada ten ukªad do±wiadczalnie
[40, 41, 42]. Z powodu powszechno±ci problemu przedstawione zostaªy równie»
wyniki numeryczne krzywych magnetyzacji w ramach modelu SGA dla tej
sieci.

Do celów oblicze« numerycznych sumowania po wektorze falowym k pierw-
sza strefa Brillouina zawieraªa 12 ⋅104 punktów sumowania. Ró»nice pomi¦dzy
magnetyzacj¡ dla dwuwymiarowej sieci trójk¡tnej a sieci kwadratowej prostej
pokazuje rysunek 21. Natomiast na rysunku 22 przedstawiono ewolucj¦ krzy-
wych magnetyzacji w zale»no±ci od wielko±ci oddziaªywania U . Ciekawe za-
chowanie prezentuj¡ krzywe magnetyzacji wraz ze zmian¡ wypeªnienia pasma
w zakresie 0.9 ≤ n < 1 - dla niskiej i bardzo wysokiej magnetyzacji krzywe si¦
zbiegaj¡, a jedyne ró»nice wykazuj¡ w pobli»u magnetyzacji równej 0.3 − 0.5.
Dodatkowo zachowanie krzywych dla n → 1 sugeruje chwilowe wypªaszczenie
w okolicach warto±ci magnetyzacji 0.5. Mogªoby to sugerowa¢, i» obserwowane
wypªaszczenie krzywej magnetyzacji otrzymanej eksperymentalnie nie jest su-
gerowanym w pracy [41] przej±ciem ze stanu cieczy spinowej do stanu uudd,
a zachowaniem wynikaj¡cym czysto z relacji dyspersji dla sieci trójk¡tnej w
modelu SGA. Zmiana nachylenia krzywej otrzymanej numerycznie jest zbyt
niewielka, aby mo»na byªo j¡ uto»sami¢ z wypªaszczeniem otrzymanym eks-
perymentalnie dla jednowarstwy 3He. Jednak»e, wci¡» dla magnetyzacji nie
wi¦kszej ni» 0,5 zaproponowane zostaªo do±¢ dobre dopasowanie krzywej otrzy-
manej numerycznie do eksperymentu [41] (Rys.23). �¡cz¡ca wielko±ci¡ jest
caªka przeskoku t1, któr¡ przyj¡ªem równ¡ okoªo 1,7K. W modelu SGA nie s¡
uwzgl¦dnione korelacje mi¦dzyatomowe, które prawdopodobnie odgrywa klu-
czow¡ rol¦ w wyja±nieniu obserwowanego wypªaszczenia do±wiadczalnej krzy-
wej magnetyzacji.
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8 Podsumowanie

3He jest napewno jednym z najcz¦±ciej badanych i najlepiej poznanych fer-
mionowych ukªadów skorelowanych. Z powodu jego zadziwiaj¡cych wªa±ciwo-
±ci w niskich temperaturach, zaprezentowano wiele teorii próbuj¡cych wyja±ni¢
zachowanie tej cieczy kwantowej. W pracy zostaªy zaprezentowane wyniki do-
pasowania krzywych magnetyzacji w ramach SGA do eksperymentalnych wy-
ników [12]. Pocz¡tkowo zostaªa zaªo»ona sie¢ kubiczna prosta, w któr¡ krystali-
zuje si¦ ciekªy hel w wysokim ci±nieniu. Dla tej sieci otrzymano nierealistyczne
warto±ci parametrów dopasowania. Energia oddziaªywania byªa tylko dwa razy
wi¦ksza od caªki przeskoku pomi¦dzy pierwszymi s¡siadami i potrzebna byªa
zbyt du»a warto±¢ caªki przeskoku pomi¦dzy drugimi s¡siadami (t′ = 0.85t).
Mo»na st¡d wywnioskowa¢, »e uwzgl¦dniona powinna by¢ cia±niej upakowana
struktura. W ramach struktury kubicznej powierzchniowo centrowanej otrzy-
mano dopasowanie do eksperymentu dla realistycznych warto±ci parametrów:
U=5t, t'=0.1t. Jest to kolejny argument za tym, i» mo»emy traktowa¢ solidy-
�kacj¦ 3He jako przej±cie Motta-Hubbarda. W pracy przeanalizowano równie»
zachowanie magnetyzacji monowarstwy 3He naparowanej na gra�cie. W tym
celu zaªo»ono sie¢ trójk¡tn¡, tak¡ sam¡, jak dla podªo»a. Tak»e w tym przy-
padku przedstawione zostaªo dopasowanie do krzywej eksperymentalnej [41].
Zgodno±¢ zostaªa otrzymana jedynie dla magnetyzacji mniejszych ni» 0.5. Od-
st¦pstwo krzywej wyliczonej numerycznie od eksperymentu dla wy»szych pól
prawdopodobnie ma zwi¡zek z faktem, i» ukªad spinów na sieci trójk¡tnej jest
silnie sfrustrowany i nasze przybli»enie pola ±redniego jest nieadekwatne.
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Kolejnymi krokami formalnymi w rozwijaniu zaprezentowanej metody mo»e
by¢ uwzgl¦dnienie korelacji mi¦dzyatomowych dla sieci trójk¡tnej poprzez za-
stosowanie modelu t-J-U [44, 45], który to bierze pod uwag¦ oddziaªywania
wymienne kinetycznej wymiany.

Ponadto, model mo»e by¢ u»yty do analizy stanów elektronowych dla sieci
heksagonalnej w celu porównania teorii z eksperymentem przeprowadzonym
caªkiem niedawno przez Singha et. al. [46] na elektronach uwi¦zionych w dwu-
wymiarowej studni potencjalnej w arsenku galu, gdzie zaobserwowano m. in.
rozszczepienie Hubbarda. Powinno to pozwoli¢ na okre±lenie wzgl¦dnej roli
stanów kwazicz¡stkowych i rozszczepienia Hubbarda.

Z punktu widzenia �zycznego wydaje si¦ koniecznym wyj±cie poza przy-
bli»enie pola ±redniego (typu SGA) i uwzgl¦dnienie zrenormalizowanych �uk-
tuacji spinowych. Pozwoliªoby to z jednej strony na realistyczne oszacowanie
np. wkªadu T 3lnT do ciepªa wªa±ciwego pochodz¡cego od �uktuacji spinowych
(paramagnonów), a z drugiej okre±lenie renormalizacji potencjaªu paruj¡cego
pochodz¡cego od wymiany wirtualnej takiej �uktuacji.

W ko«cu, nale»y sobie zda¢ spraw¦, »e nasze modelowanie ciekªego 3He
przez model sieciowy jest zgrubne. Dobrze, »e ten opis przez ciasno upakowan¡
sie¢ krzywej namagnesowania jest realistyczny, oczywi±cie kosztem wprowa-
dzenia pewnej ilo±ci (5%) dziur graj¡cych rol¦ 'wakansów kwantowych' w tej
sieci. Byªoby wskazane zamodelowa¢ stany jednocz¡stkowe w sieci przez inne
funkcje g¦sto±ci stanów (np. gaussowsk¡, sie¢ Bethego). Takie podej±cie, jak
i to obecne, ró»ni¡ si¦ od tego, w którym stan cieczy udokªadnia si¦ przez
wprowadzenie funkcji korelacji typu Jastrowa, itd. Uwa»amy bowiem, »e 3He
zwªaszcza w pobli»u solidy�kacji nie jest normaln¡ ciecz¡, a prawie zlokali-
zowanym ukªadem cz¡stek kwantowych. Nasz opis jest z pewno±ci¡ bardziej
efektywny do oblicze« i pozwala na prost¡ interpretacje �zyczn¡ wyników, ale
wymaga dalszych testów.
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Dodatki

A Renormalizacja wybranych wielko±ci w teorii Landaua

A.1 Masa efektywna

W celu wyznaczenia stosunku masy efektywnej kwazicz¡stki 3He w cieczy
Fermiego, do masy atomu 3He w pró»ni rozwa»my transformacj¦ Galileusza
do ukªadu poruszaj¡cego si¦ z pr¦dko±ci¡ v. Caªkowita energia i caªkowity p¦d
ukªadu zmienia si¦ wtedy nast¦puj¡co

E′ = E −P ⋅ v +
Mv2

2
,

P′ = P −Mv.
(A.82)

Dodajemy teraz do ukªadu jedn¡ kwazicz¡stk¦ o p¦dzie p w ukªadzie labora-
toryjnym. Dodanie jednej kwazicz¡stki oznacza dodanie jednego atomu 3He
do ukªadu, st¡d caªkowita masa zmienia si¦ jak M → M + m. W ukªadzie
laboratoryjnym p¦d wzrasta o p a energia o εp. Natomiast w ukªadzie poru-
szaj¡cym si¦ p¦d wzrasta o p−mv a energia o εp −p ⋅v + mv2

2 . Zmiana energii
w poruszaj¡cym si¦ ukªadzie musi by¢ równa energii dodanej kwazicz¡stki

ε′p−mv = εp − p ⋅ v +
mv2

2
. (A.83)

Natomiast rozwijaj¡c εp−mv w szereg Taylora wzgl¦dem v, wokóª p z liniow¡
dokªadno±ci¡ otrzymujemy

ε′p−mv = ε
′

p − vF (p) ⋅mv = ε′p −
m

m∗
p ⋅ v. (A.84)

Zale»no±ci (A.83 i A.84) z dokªadno±ci¡ liniow¡ wzgl¦dem v daj¡ ostatecznie

ε′p = εp +
m −m∗

m∗
p ⋅ v. (A.85)

Z punktu widzenia poruszaj¡cego si¦ ukªadu wygl¡da jakby powierzchnia Fer-
miego byªa wycentrowana w p = −mv. St¡d mo»na zapisa¢

n′p = n
0
p+mv ≈ n

0
p +mv ⋅

∂n0
p

∂p
, (A.86)

gdzie górny indeks 0 oznacza ukªad laboratoryjny.
Dodatkowo mamy, i»

∂np′

∂p′
=
∂n0

p′

∂εp′

∂εp′

∂p′
=
∂n0

p′

∂εp′
vF (p

′). (A.87)

St¡d

ε′p = εp +∑
p′
f(p,p′)δn(p′) = εp +∑

p′
f(p,p′)(n′p′ − n

0
p′) =

= εp +∑
p′
f(p,p′)(mv ⋅

∂n0
p′

∂p′
) = εp +∑

p′
f(p,p′)(mv ⋅

∂n0
p′

∂εp′
vF (p

′) ≈

≈ εp −
F0

3

m

m∗
p ⋅ v.

(A.88)
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Porównuj¡c zale»no±ci (A.85) i (A.88) otrzymujemy zale»no±¢ na renormaliza-
cj¦ masy efektywnej

m

m∗
= 1 +

F0

3
. (A.89)

A.2 Ciepªo wªa±ciwe

Zde�niujmy entropi¦ kwazicz¡stek tak, jak dla gazu nieoddziaªuj¡cych cz¡-
stek (fundamentalne zaªo»enie Lanadua na poziomie statystycznym)

S = −
kB
V
∑
vpσ

[fσ(p)lnfσ(p) + (1 − fσ(p))ln(1 − fσ(p))], (A.90)

gdzie fσ(p) jest rozkªadem Fermiego-Diraca

fσ(p) =
1

1 + exp( εσ(p)−µkBT
)
, (A.91)

a εσ(p) energi¡ wzbudzenia kwazicz¡stki. Ró»niczka z entropii wynosi nato-
miast

δS ≈
1

V
∑
pσ

∂fσ(p)

∂εσ(p)
(εσ(p) − µ)

2 δT

T 2
. (A.92)

Zamieniaj¡c sum¦ po p¦dach na caªk¦ otrzymujemy

δS = −
1

(2πh̷)3 ∫ d3p
∂fσ(p)

∂εσ(p)
(εσ(p) − µ)

2 δT

T 2
=

= −
1

(2πh̷)3 ∫ p2dp

dε
4πdε

∂

∂ε
[

1

1 + exp( ε−µkBT
)
](ε − µ)2 δT

T 2
=

= −k2
B

dn

dε ∫
∞

−∞

dx
∂

∂x
(

1

1 + ex
)x2δT.

(A.93)

St¡d mo»emy wyznaczy¢ wiod¡cy rz¡d przyczynku do entropii kwazicz¡stek w
niskich temperaturach

S =
π2

3

dn

dε
k2
BT. (A.94)

St¡d ciepªo wªa±ciwe wynosi

CV = T (
∂S

∂T
)
V
=
π2

3

dn

dε
k2
BT =

m∗pF
3h̷3

k2
BT =

m∗

m
C0
V , (A.95)

gdzie C0
V jest ciepªe wªa±ciwym dla gazu swobodnego.

W niniejszej pracy nie rozpatrujemy wzbudze« kolektywnych (d¹wi¦ków,
�uktuacji spinowych). Nie zostaªy wi¦c one te» omówione tutaj w ramach teorii
Landaua.
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B Kombinatoryczne wyprowadzenie wspóªczynników Gut-
zwillera

Sklasy�kujmy kon�guracje spinowe poprzez liczb¦ podwójnych obsadze«
D [14]. Wtedy liczba ró»nych kon�guracji spinowych dla zadanych L,N↑,N↓
wynosi

ND(L,N↑,N↓) =
L!

(N↑ −D)!(N↓ −D)!D!(L −N↑ −N↓ +D)!
, (B.96)

a prawdopodobie«stwo otrzymania kon�guracji spinów σ

P (L,Nσ) = n
Nσ
σ (1 − nσ)

L−Nσ . (B.97)

Korzystaj¡c z powy»szych wzorów i postaci funkcji falowej jak w (4.22) mo»emy
policzy¢

< ψ∣ψ >= ∑
D

g2DND(L,N↑,N↓)P (L,N↑)P (L,N↓), (B.98)

< ψ∣∑
ij

tijc
�
i↑cj↑∣ψ > = ∑

D

g2D[ND(L − 2,N↑ − 1,N↓) + g
2ND(L − 2,N↑ − 1,N↓ − 2)+

+ 2gND(L − 2,N↑ − 1,N↓ − 1)]P (L − 2,N↑ − 1)P (L,N↓)ε̄↑,

(B.99)

< ψ∣∑
i

ni↑nj↓∣ψ >= L∑
D

g2D+2ND(L−1,N↑−1,N↓−1)P (L,N↑)P (L,N↓). (B.100)

Wyra»enia dla cz¡stek ze spinem w dóª we wzorze (B.99) mo»na otrzyma¢
poprzez zamienienie spinów w gór¦ na spin w dóª a spinów w dóª na spiny
w gór¦. Powy»sze wzory s¡ otrzymane w ramach nast¦puj¡cego rozwa»ania.
We¹my sie¢ skªadaj¡c¡ si¦ z L punktów i wyszczególnijmy dwa z nich pomi¦dzy
którymi nast¦puje przeskok cz¡stki o spinie w gór¦, tak »e liczba podwójnych
obsadze« w pozostaªych punktach wynosi D. Liczba kon�guracji ND zale»y
od liczby spinów na tych dwóch wyszczególnionych miejscach. Korzystaj¡c z
rys. 9 mo»emy zanalizowa¢ pierwszy proces (a), w którym tylko jeden spin
do góry jest zaanga»owany. St¡d liczba kon�guracji na pozostaªych punktach
sieci wynosi ND(L − 2,N↑ − 1,N↓). W drugim rozwa»anym procesie przeskoku
z rys 9 (a) jest jeden spin do góry i dwa w dóª. W tym przypadku liczba ró»-
nych kon�guracji wynosi odpowiednio ND(L − 2,N↑ − 1,N↓ − 2). Analogicznie
de�niujemy liczb¦ ró»nych kon�guracji dla pierwszego i drugiego procesu prze-
skoku z rys. 9 (b): ND(L− 2,N↑ − 1,N↓ − 1). Ponadto w pierwszym procesie nie
zmieniªa si¦ caªkowita liczba podwójnych obsadze« D w pocz¡tkowym i ko«-
cowym stanie, daj¡c czynnik g2D. W drugim przypadku pocz¡tkowa i ko«cowa
ilo±¢ podwójnych obsadze« wynosi D + 1, st¡d otrzymujemy czynnik g2D+2.
W ostatnim procesie analogiczne rozwa»anie daj¡ czynnik g2D+1. Natomiast
prawdopodobie«stwo znalezienia cz¡stki o spinie w gór¦ na tych dwóch wybra-
nych punktach sieci jest równe znalezieniu N↑−1 spinów w gór¦ w pozostaªych
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L−2 punktach sieci: P (L−2,N↑−1). Energia stanu podstawowego w podej±ciu
Gutzwillera jest zde�niowana jako

E =
< ψ∣H ∣ψ >

< ψ∣ψ >
=
< ψ∣∑ij∑σ tijc

�
iσcjσ ∣ψ >

< ψ∣ψ >
+
< ψ∣U ∑i ni↑ni↓∣ψ >

< ψ∣ψ >
, (B.101)

któr¡ mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cej postaci

Eg
L

= q↑(d,n↑,n↓)ε̄↑ + q↓(d,n↑,n↓)ε̄↓ +Ud
2. (B.102)

Osi¡gaj¡c limit termodynamiczny, czyli L,N↑,N↓ →∞ mo»na przybli»y¢ sumy
w (B.98, B.99, B.100) przez najwi¦ksze wyrazy, otrzymujemy relacj¦ wi¡»¡c¡
g z d =D/L [27, 43]

g2 =
d(1 − n↑ − n↓ + d)

(n↑ − d)(n↓ − d)
, (B.103)

i posta¢ wspóªczynników normalizuj¡cych energi¦ dla cz¡stek o spinie w dóª i
w gór¦ (po wyeliminowaniu wspóªczynnika g)

qσ =
{[(nσ − d2)(1 − nσ − nσ̄ + d2)]

1
2 + [(nσ̄ − d2)d2]

1
2}2

nσ(1 − nσ)
. (B.104)

C Metody Numeryczne

Do rozwi¡zywania nieliniowych ukªadów równa« zostaªa u»yta biblioteka
GSL na licencji gnu do j¦zyka programowania C ++. Obliczenia zostaªy wyko-
nane z dokªadno±ci¡ 10−7.
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