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Streszczenie

W pracy rozwazamy wybrane metody teorii skorelowanych czastek na przykta-
dzie przyblizenia Gutzwillera (Gutzwiller Approximation — GA) oraz, stworzonej
ostatnio przez J. Jedraka, J. Kaczmarczyka i J. Spatka, statystycznie konsystent-
nego przyblizenia Gutzwillera (Statistically-consistent Gutzwiller Approzimation —
SGA). Oba podejscia zostaly przetestowane w niniejszej pracy na przykladzie mo-
delu Hubbarda oraz modelu t-J-U.

Praca podzielona jest na cztery czesci i posiada trzy dodatki. W czesci pierwszej
przedstawiono model Hubbarda, z ktorego wyprowadzono nastepnie model ¢—J. Da-
lej umotywowano posta¢ modelu t—J-U, przedstawiono przyblizenie GA na przykla-
dzie modelu Hubbarda oraz pokazano powody opracowania rozszerzonego podejscia
SGA. Na koniec pierwszej czesci opisano pokrétce idee sieci optycznych i ich role
przy testowaniu teoretycznych modeli fazy skondensowanej.

Cze$¢ druga jest poréwnaniem metody GA i SGA na przyktadzie modelu Hub-
barda. Rozpoczyna sie od krétkiego wstepu, w ktérym przy uzyciu podejscia GA
i SGA wyprowadzono z modelu Hubbarda uklady réwnan, ktore nastepnie rozwigza-
no numerycznie przy uzyciu bibliotek GSL (GNU Scientific Library). Przedstawiono
réznice w wynikach dla obu metod. Nowym (w stosunku to metody GA) przewidy-
waniem metody SGA jest metamagnetyczne zachowanie ukladu.

Czeéé trzecia jest poréwnaniem metody GA i SGA na przykladzie modelu
t—J—U. Struktura tej czesci jest podobna do poprzedniej: opisano metode GA i SGA
w odniesieniu do modelu t—J-U. Wyprowadzono uktady réwnan, ktére nastepnie
rozwigzano numerycznie. Przedstawiono wyniki dla obu metod. W przypadku po-
dejscia GA zaobserwowano obszar koegzystencji antyferromagnetyzmu i nadprze-
wodnictwa. W przypadku SGA zaobserwowano jedynie silny antyferromagnetyzm.

W czesci czwartej podsumowano otrzymane wyniki i przedstawiono mozliwe kie-
runki dalszych badan.

Na koncu pracy zgrupowano trzy dodatki. Pierwszy z nich opisuje poprawki
tréjweztowe do hamiltonianu t—J. Drugi przedstawia wykresy gestosci stanéw dla
dwuwymiarowej siatki kwadratowej i tréojwymiarowej siatki kubicznej. Trzeci i ostat-
ni dodatek dyskutuje pokrétce wplyw na doktadnosé wyniku przyblizen zwigzanych
ze skonczonym rozmiarem ukladu oraz niezerows temperatura.

Cel pracy

Cele tej pracy sa nastepujace:

e Poréwnanie przyblizenia Gutzwillera (Gutzwiller Approximation — GA) oraz,
stworzonej ostatnio przez J. Jedraka, J. Kaczmarczyka i J. Spatka, mody-
fikacji GA, zwanej jako statystycznie konsystentne przyblizenie Gutzwillera
(Statistically-consistent Gutzwiller Approzimation — SGA),

e Szczegbdlowa analiza tzw. modelu t—J-U, wykorzystywanym do opisu wtasnosci
atoméw w sieciach optycznych,

e Zastosowanie technik numerycznych wykorzystywanych przy rozwiazywaniu
probleméw wielu cial, w tym biblioteki GSL (GNU Scientific Library).
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Extended abstract

In this M. Sc. Thesis we consider two methods applicable to correlated partic-
les: (i) Gutzwiller Approzimation (GA) and (ii) Statistically-consistent Gutzwiller
Approximation (SGA), which has been developed recently by J. Jedrak, J. Kacz-
marczyk and J. Spatek. We applied both methods to the Hubbard model and the
t-J-U model.

The thesis is organized as follows. In the first part we describe the Hubbard
model and show how we can deduce from that model the so called t—J model. Next,
we introduce t—J-U model, related to the t—J model. We discuss GA and SGA
using the Hubbard model as a test of our methodology. At the end the first part, we
summarize briefly the case of optical lattice.

The aim of the second part of the thesis is to show differences between the two
schemes of our approach: GA vs. SGA. We utilize again the Hubbard model as an
example. We have derived set of equations for each method. Next, we solve them nu-
merically using GNU Scientific Library (GSL). For SGA we obtain a metamagnetic
behavior (not present in GA).

In the third part we used both GA and SGA methods to analyze the t—J-U
model. As in the previous part, we derived first set of equations for each approach
and solve them numerically using GSL. For the GA case we observe a coexistence of
antiferromagnetism (AF) and superconductivity (SC). For the SGA case we observe
only strong antiferromagnetism and do not find a stable SC state.

In the fourth part we summarize our results and present our future research
projects.

At the end of the thesis, we put three Appendixes. The first contains three-sites
corrections to the ¢t—J model, the second one concerns the density of states for cubic
lattice both in two- and three-dimension situations. In the last Appendix, we analyze
details of approximations which we used in our numerical calculations.
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Przyjete konwencje i oznaczenia
W niniejszej pracy przyjeto nastepujace oznaczenia i konwencje:
e f(Bxo)=(1+ eﬁEkd)_l — funkcja Fermiego-Diraca,

_J tdlag=j5
® Jj; = { 0dlaiz symbol Kroneckera,

e 0(z) — delta Diraca,

e macierze zapisane sg podwojna czcionka, np. macierz jednostkowa to 1, wekto-
ry jednostkowe oznaczone sg za pomoca daszka, np. & jako wektor jednostkowy
w kierunku dodatnim osi OX. Pozostate wektory oznaczono za pomoca po-
grubionej czcionki, np. wektor potozenia to R. Skalary zapisywane sg czcionka
tradycyjna bez dodatkowych oznaczen, np. R = [R|,

~

e operatory sa zapisywane z daszkiem, np. A, natomiast wartosci $érednie opera-
toréw bez daszka: np. A = (A),

® (i, é;ra — to operatory w przestrzeni Hilberta odpowiednio anihilujace lub

kreujace fermiony o spinie ¢ w wezle i-tym. Operatory te spetniajg kanoniczne
reguty antykomutacji, tj. {6@'0, é;[ U} = 0;5. Jesli nie zaznaczono inaczej, rozwaza

1

si¢ fermiony o spinie S = 3, stad czgste oznaczanie ich z-towych sktadowych

jako 1 lub |,

¢ transformata Fouriera zdefiniowana jest jako: ¢y, = \/—% Y, e kRig, zad trans-

kRig . adzie N jest liczba czastek.

- A 1

formata odwrotna jako é;, = i YKE

® Ny = égaéig to operator liczby czastek o spinie 0 w wezle i — tym, natomiast
fl; = Nyp + Ny, jest operatorem catkowitej liczby czastek w wezle ¢ — tym,

e n=(n)= % YN, 7 jest érednig liczba czastek na wezel. Poniewaz zazwyczaj

mowimy o fermionach o spinie .S = %, oznacza to, ze maksymalna liczba fermio-
néw na jeden wezet wynosi 2. Stad tez przypadek n = 2 nazywamy catkowicie
wypelnionym pasmem, a n =1 w polowie wypelnionym pasmem.

e Aby oznaczyé sumowanie dla sieci po najblizszych sasiadach uzywa sie kilku
konwencji. Trzeba przy tym uwazaé, poniewaz niektére z nich definiuja sume
w taki sposéb, ze kazda z par sasiadéw odwiedza si¢ jednokrotnie, inne za$, ze
dwukrotnie. I tak mamy np. ¥; ;) =2 X, j), gdzie (4, j) oznacza parg najbliz-
szych sasiadéw, natomiast j(i) to indeksy wszystkich najblizszych sasiadow
wezla i. Czasem stosuje si¢ tez konwencje, dla ktorej wprowadza sie wektor
ne{Z,y, ...} (gdzie & to wektor jednostkowy w kierunku osi OX (o zwro-
cie dodatnim), g w kierunku osi OY, itp.). Sume po najblizszych sasiadach

zapisuje si¢ wtedy jako 35; 5 = X jy-
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Wykaz uzytych skrétow
o AF — antiferromagnetism — antyferromagnetyzm,
e DOS — density of states — gestos¢ standéw,
e dSC — d-wave superconductivity — nadprzewodnictwo typu d-wave,
e GA — Gutzwiller approximation — przyblizenie Gutzwillera,
e MF — mean-field (approzimation) — przyblizenie pola $redniego,

o SGA — statistically consistent Gutzwiller approrimation — statystycznie-konsy-
stentne przyblizenie Gutzwillera.
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Wstep

1.1 Model Hubbarda

Model Hubbarda zostat wyprowadzony w 1963 roku jako préba opisu struktury
elektronowej [I 2]. W tym sensie jest on mikroskopowym odpowiednikiem teorii
Stonera magnetyzmu pasmowego. Opisuje oddzialywanie miedzy fermionami znaj-
dujacymi sie na weztach sieci, przy zalozeniu, ze fermiony te oddziatuja ze soba tylko
kontaktowo. Hamiltonian opisujacy ten model ma postaé:

7:[=7:[]€m+7:[mt= Z tz‘jé;raéja"'UEﬁiTﬁjl, (1.1)
1#7,0 7
gdzie t;; nosi nazwe calki przeskoku (hoppingu) fermionu miedzy réznymi wezla-
mi ¢ oraz j, natomiast U jest potencjatlem kontaktowym oddzialujacych fermiondéw
o przeciwnych spinach. Zazwyczaj przyjmuje sie, ze U > 0 (co odpowiada odpycha-
niu si¢ fermionéw bedacych na tym samym wezle) oraz t;; < 0 (przynajmniej dla 4
oraz j numerujacych najblizszych sasiadéw).

Dla U = 0 uzyskaliby$my Hamiltonian swobodnych elektronéw. Jest on latwo
rozwiazywalny. Aby zdiagonalizowaé taki Hamiltonianu wystarczy jedynie przejsé do
przestrzeni odwrotnej. Po dyskretnej transformacji Fouriera na sieci (zdefiniowanej
na str. dostajemy bowiem:

- 1
Ho = Z €k é;rwékg, dla e =—

A Ztijeik(Ri_Rj), (1.2)
k,o

ij

gdzie A to liczba weztow sieci, po ktérych sumujemy, natomiast R; to polozenie
i-tego wezta. Wartosé ey zalezy od geometrii i wymiarowosci uktadu. Przyktadowo,
dla dwuwymiarowej siatki kwadratowej dostajemy:

ek = 2t1 (cos(kza) + cos(kya)) + 4t cos(kza) cos(kya) + . .. (1.3)

gdzie a to odleglosé miedzy weztami siatki, t; to wartosé caltki przeskoku miedzy naj-
blizszymi sasiadami, t5 miedzy kolejnymi najblizszymi sasiadami itd. Czesto przyj-
muje sie, ze niezerowe jest tylko ¢1 i t2 lub tylko ¢;.

Mozna zdefiniowaé szeroko$é pasma jako W = 2z|t1|, gdzie z to liczba najblizszych
sasiadéw. Dla U < W méwi sie o limicie ,metalicznym” (ang. metallic limit), zas
dla U > W o granicy silnych korelacji (ang. strong correlations limit).

Dla w polowie wypelnionego pasma (n = 1 gdzie n = (ni; +7;;)) obserwuje sie dla
pewnej wartodci odpychajacego potencjatu U,, przejscie Motta miedzy przewodni-
kiem, a izolatorem. Jest to spowodowane lokalizacja elektrondéw na poszczegdlnych
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atomach (wezlach sieci) dla U > U... Elektrony te tworza stan antyferromagnetyczny,
przedstawiony schematycznie na rys.

Wiecej informacji na temat przejscia Motta mozna znalezé w [3] §19.4, [4] §4.2
lub [5].

TV [T LT T
TV T LT T
ITIL [T LT T

Rysunek 1.1: Schemat antyferromagnetycznego ulozZenia spinow, bedgcych stanem
podstawowym izolatora Motta w przypadku sieci kwadratowej.

1.2 Model t—J: wyprowadzenie z modelu Hubbarda

Przejdziemy teraz do wyprowadzenia Hamiltonianu efektywnego, tzw. modelu
t—J, wychodzac z modelu Hubbarda. W tym celu wprowadZzmy operatory projekcji
Py i By na podprzestrzen z podwéjnymi obsadzeniami i bez podwéjnych obsadzen
[6, 7, 8, 9]. Z definicji zachodzi Py + Py = 1 oraz P2 = P, dla o € {0, N}. Mozemy

wiec zapisaé:
7:[ = (PO + pN)/i':[(p() + pN) = P()?:[PU + P()?:[p]v + PN;LA[PO + PN’}:[PN, (1.4)

gdzie A jest Hamiltonianem Hubbarda zdefiniowanym w 1) Jawnie:

po?‘lﬁo = Z tijéga(l_ﬁiﬁ)éja(l_ﬁjﬁ)a (15&)
1£],0
P()HPN = (PNHP()) = Z tijcjg(l - nia)cjanja-, (15b)
i#j,0
TP
PNHPy = (PyHPN) = ) ty¢ & fistjo(1-js), (1.5¢)
1#],0
PNHPy = Y el fugtjonge + U fupiy. (1.5d)
i1£],0 i

Pierwsze rownanie opisuje przeskok elektronu z pojedynczo obsadzonego stanu Wan-
niera do sasiedniego stanu pustego. Drugie opisuje przeskok miedzy stanem podwéj-
nie obsadzonym, a pustym (anihilacja stanu podwdjnie obsadzonego). Trzeci mie-
dzy dwoma stanami pojedynczo obsadzonymi (kreacja stanu podwéjnie obsadzone-
go). Ostatnie réwnanie opisuje przeskok elektronu ze stanu podwéjnie obsadzonego
na pojedynczo obsadzony. Przyktadowe procesy tego typu przestawione zostaly na
rys. [I.2]
Zdefiniujmy:

7:[5 = po’)':[]ao + ]ADN?:[PN +& (P()?:[p]\/ + PN/)LA[]AD()) . (16)

Ho 7:[1

Mamy, ze Hooy = . Wyraz Hy reprezentuje procesy kreacji i anihilacji stanéw po-
dwdjnie obsadzonych, natomiast Hg stany nalezace do dwéch, rézniacych sie energia
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Rysunek 1.2: Przykladowe przeskoki elektrondw opisywane przez kolejne wzory 7
. Pozostale mozliwe przeskoki uzyska sie zamieniajgc spiny 1< |.

podpasm (za ta ,separacje” odpowiedzialny potencjal kontaktowy U, ktéry repre-
zentuje najwieksza skale energetyczna w ukladzie).
Wprowadzamy nastepujaca transformacje kanoniczna:

. - e—z‘eéﬁ eiaé‘ _
e = =

1.7
= Ho +e(Hy +i[Ho, S]) + %aQ (2i[H1, S - [[Ho, S1, S]) + O(e*), (L7)

gdzie rozwineliémy w szereg Taylora czynniki e % i ¢*°, a nastepnie pogrupowa-
liSmy wyrazy ze wzgledu na e, pomijajac wyrazy I"ZQdu trzeciego 1 wyzsze. S jest
macierza hermitowska, tj. S = ST. Wybierzmy takie S, aby wyraz w rozwinicciu
stojacy przy € zniknal, tj.:

7:11+Z'[7:[0, S] =0. (1.8)

7 réownania tego wyznaczymy macierz transformacji S. W tym celu zrzutujmy to
réwnanie na podprzestrzenie wyznaczone przez operatory Py i Py. Dostaniemy:

]50[7:[0, S]Po = 0, (
PyHy Py +iPo[Ho, S]Py = O, (1.9b

PyHiPy +iPy[Ho, S1Py = 0, (

Pyx[Ho, S]Py = 0 (
gdzie skorzystano z tego, ze PyH1P, = 0 dla a € {0, N}. Réwnanie mozna
uzyskac¢ przez sprzezenie hermitowskie , wiec wystarczy dalej analizowaé tylko

jedno z nich.
Poniewaz PoHoP3 = dagPaHoPa, 1 = Py + Py oraz PC% = P,, mozna zapisa¢, ze:

?

PoHoSPs = P.Ho(Py + Py)SPs = (PaHoP.)(P.SPp). (1.10)
Dzieki temu réwnania ((1.9a)—(1.9d)) przyjma postaé:
(PaHoP.)(PaSP,) = (PaSPL) (PaHoPy), (1.11a)

PyH, Py + i(PyHo Py (PySPy) — i(PySPN)(PvHoPy) =0.  (1.11b)

gdzie we wszyskich powyzszych wzorach «, 3 € {0, N}.

Z réwnania mamy, ze musi zachodzi¢ PSP, = f (IA-7 ), gdzie f jest do-
wolnie Wybran@ funkq@, ktéra mozna rozwinaé¢ w szereg Taylora w postaci: f (P )=
al +bP, (gdzie szereg jest skofczony z powodu tozsamosci P2 = Pa).

Zakladajac, ze istnieje operator odwrotny do PN’HOPN, mozemy przepisaé row-

nanie (1.11b)) jako [6] 9]:

(PoSPy) = (=iPyH1 Py + (PyHoPo) (PoSPN)) (PnHoPrn) ™ (1.12)
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Rozwiazujemy to rownanie w sposob iteracyjny ze wzgledu na S , zaktadajac, ze
w zerowym rzedzie PySOpy = 0. Dostajemy nastepujaca rekurencje:

(Pog(l)p]v) = —’L'(P[ﬂ:lle)(PNﬂopN)_l,
(Pog(n)PN) = (—ipo;':[le + (po’}:[()po)(ﬁos'(n_l)ﬁ]v)) (PN'}:[QPN)_l, dlan>1.
(1.13)
Dla S = §(">*+) dostaje szere

DS Py = iw (1+x+x2+...) = —f—=—— Pi)HlP{V — %—ipoﬁle,
PyHoPn PnHoPy — PoHoPo U
(1.14)

gdzie jako x zapisano wyraz (PyHoPy)(PvHoPy)™'. W ostatnim przyblizeniu sko-
rzystano z tego, ze Srednia z fA’N?:[oPN—PoﬂoPO jest réznicg energii ruchu elektronéw
w dwdch podpasmach: z i bez podwojnych obsadzen, rézniacych sie érednio o energie
U (patrz [6, 9] oraz dodatek D w [10]).

Zapiszmy raz jeszcze wzOr , tym razem z uwzglednieniem warunku .
Dostajemy:

0 N =~

. =7:[0+%i€2[7:11, 1+ 0(%). (1.15)

Uwzgledniajac wyzej wyprowadzone wzory, kladac e = 1 oraz zakladajac, ze U > [t|,
dostajemy:

~ ~ ~ o 1. - ~ ~ ~

Heer=H~ (Po+ Py)(Ho + 52[7'[1, S (Po+ Py) ~
T (1.16)
~ P()H()PO + PNH()PN - EPOIHIPN,HIPO + EPNlHlpolHle,

gdzie zaniedbaliSmy wyrazy stojace przy " dla n > 3. Przyblizenie takie jest zasadne
przy limicie U >> |t|, jako ze przy " znajdowaly sie wyrazy odpowiadajace n-krotnym
przeskokom elektronéw miedzy weztami sieci, tj. wyrazy te byly proporcjonalne do
(ltl/u)".

Korzystajac z f mozna zapisa¢ w jawnej postaci kolejne wyrazy réw-
nania :

PoHoPy = Y tijél (1-1is)éjo(1-1js), (1.17a)
i*],0
PN’}:[()PN = Z tijégafliaéjgfljg + UZTALiTTALu, (1.17b)
i#j,0 i

* Zapis %, gdzie A i B to pewne operatory, rozumiany jest tu jako A(B)_1 (jest to wazne
rozréznienie, poniewaz operatory A i (B)™! nie musza ze soba komutowad).

Z formalnego punku widzenia, nie jest pewne, czy rozwazany szereg G(n=reo) jest zbiezny. Mozna,
co najwyzej, powotaé sie na pewna fizyczna intuicje i oczekiwaé skonczonej wartosci szeregu, jako ze
opisuje on pewne procesy, ktére moga by¢ zaobserwowane eksperymentalne i ktére majg skoniczone
prawdopodobienistwo zajécia. Nie jest to bynajmniej formalny dowdd zbieznosci, a jedynie pewnego
rodzaju przestanka, ktorg jednak potraktujemy w tym przypadku jako wystarczajaca.

Réwniez ostatni krok w wymaga komentarza. Przyblizono w nim bowiem réznice opera-
torow poprzez skalar — co, rozumiane dostownie, jest bledem, jako ze sa to obiekty pochodzace
z réznych przestrzeni Hilberta. Zapis ten jednak nalezy rozumieé¢ w sensie brania Sredniej z ope-
rator6w. Ponadto, ze wzgledu na to, ze (1.7)) jest w gruncie rzeczy rozwinieciem perturbacyjnym
w postaci operatorowej z malym parametrem t/U, takie przyblizenie jest w pelni poprawne, o ile
ograniczamy si¢ do wyprowadzenia efektywnego Hamiltonianu w pierwszym nietrywialnym rzedzie,
tj. do wyrazu proporcjonalnego do €2, por. .
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1 A0 ~ A & 4 1 R A N A

——P()HlPNHlPO = —— Z tijc;ra(l—nia)cjgnia X

U U %], 0

X Z tklé;tarﬁkc‘r’éla’(l_ﬁl&’) 5 (1.170)
k#l, 0’

1o ooa 1 g X

—PNHlP()HlPN = Z tz-jcwnigcjg(l—nia)

U U i#],0

X Z tklézgr(l - Nk ) Clor s | - (1.17(1)
k+l, 0’

Czesé PyH Py oraz PyHoPy opisuje kolejno ruch elektronéw w dolnym oraz géornym
podpasmie, réznigcym sie Srednio o energie U. Wyraz PoH1PnHA P, opisuje przeskok
elektronu miedzy weztem pojedynczo obsadzonym a pustym, z wykorzystaniem in-
nego, pojedynczo obsadzonego wezta, natomiast PnH1PyHo Py opisuje skok jednego
elektronu miedzy stanem podwdjnie, a pojedynczo obsadzonym, z wykorzystaniem
innego, nieobsadzonego wezla.

Obszerniejsze oméwienie powyzszych wzoréw znalezé mozna w dodatku [A] na
stronie[39} Tu rozwazymy jedynie pierwszy, nietrywialny rzad rachunku: przyjmiemy,
ze tylko dwa sasiadujace wezly moga wymienia¢ miedzy sobg elektrony. Dla wzordéw
m oraz m7 przyblizenie to spowoduje zamiang ¥..; > 2X; ;), gdzie (,7)
to mdeksy par najblizszych sasiadéw}

Dla ) do rozpatrzenia mamy dwa przypadki: {i=k A j=1} oraz {i=1 A
j =k}, gdzie i oraz j sa zawsze najblizszymi sasiadami. Okazuje sie, ze pierwszy
przypadek jest zabronione z powodu zakazu Pauliego i jedyny niezerowy wktad po-
chodzi z przypadku {i =1 A j = k}. Wykonujac sume po ¢’ € {o,5}, mozemy zapisaé

[L17d) jako:

2
1 ~ ~ ~ ~ 4
- EPOHleHlpo =

2tz

-y (240 (1 = 235 ) 25 (1 = j0) = &l il 50 ), (1.18)
(i,5),0

gdzie przyjeto, ze t;; = tj;. Przykladowe procesy tego typu zostaly przedstawione
rys. [I.3}

Dla (1.17d)) niezerowy wkiad dostajemy zaréwno dla pierwszego, jak i drugiego
zestawu indekséw. Jednak dla {i =1 A j = k} tylko gdy o = ¢, natomiast dla
{i=k A j=1} tylko gdy o =&'". Wzér (1.17d) przybierze wtedy postaé:

Lo non oo 2tfj 4

EPN’HlPO’HlPN = Z T (nwnw(l Nje)(1-nj5) — wcwc](,cj(,) (1.19)
</L.7j>7

* Aby oznaczyé sumowanie po najblizszych sasiadach uzywa sie kilku konwencji. Trzeba przy tym
uwazaé, poniewaz niektére z nich definiuja sume w taki sposéb, ze kazda z par sasiadéw odwiedza
sie jednokrotni, inne zas, ze dwukrotnie.

Popularnym oznaczeniem pary najblizszych sasiadéw jest (i,7), zas sumy po wszystkich takich
parach jako ¥ ;. Kazda para jest w tej konwencji odwiedzana jednokrotnie. Inaczej jest dla
zapisu ¥, ;). gdzie j (i) oznacza, ze indeks 7, numerujac wszystkich najblizszych sasiadéw wezta 1,
zalezy jawnie od wartoéci indeksu ¢. W tej konwencji kazda para odwiedzana jest dwukrotnie. Stad
i) =25

Spotyka sie réwniez (patrz np. [II]) konwencje, gdzie wprowadza sie wektor jednostkowy
ne{Z,4,...} (gdzie £ to wektor jednostkowy w kierunku osi OX, § w kierunku osi OY, itp.).
Sumeg po najblizszych sasiadach zapisuje si¢ wtedy jako ¥, ;. Jako, Ze 7 jest wersorem skierowa-
nym zawsze w strone dodatnich wartosci odpowiedniej osi, w konwencji tej kazdg pare sasiadéow
odwiedzamy jednokrotnie. Zapis ten jest wigc rownoznaczny z zapisem }; .



6 Rozdziat 1. Wstep

of L] ][] ]

i=1  j=k i=1 =k i=1 5

o[ V] [ty — 1

i=1 3=k i=1 5=k i=1  J=k

e

k

e

Rysunek 1.3: Przykladowe przeskoki elektronow opisywane przez wzor w pry-
blizeniu oddzialywarn dwuwezlowych. Przypadek a) dotyczy pierwszego, natomiast b) dru-
giego wyrazu sumy. Pozostale mozliwe przeskoki uzyska sie zamieniajgc spiny 1< |.

gdzie przyjeto ze t;; = t;;. Przykladowe procesy tego typu przestawione sa na rys.

R [ 1] v
i=1 9=k i=1 9=k i=1 9=k
ol ] [y ]
i=k =1 i-k  §=1 i—k  9=1

Rysunek 1.4: Przykladowe przeskoki elektronow opisywane przez wzor w przy-
blizeniu oddzialywar dwuwezlowych. Przypadek a) ilustruje {i =1 A j =k} natomiast
b) ilustruje {i =k A j=1}. Pozostale mozliwe przeskoki uzyska sie zamieniajgc spiny

Tl

Ostatecznie, w przyblizeniu oddzialtywan dwuwezlowych, Hamiltonian (|1.16]) przy-
biera postac:

~ A A A A A A 1 2 ~ &~ o a1 A A A ~A =&
H?—wgzlowe N PoHoPo + PNHOPN - EPOHIPN}[lPO + EPN}[lPO,HlPN &

~ Z Qtijé;-ra(l - ’flia)éjo-(l - ﬁj&) + Z Qtijéja’fliaéjo-’flja +U ZﬁiTﬁil"'

<i7j>70. (ivj)vo' 7
212,
oy (ﬁw(l — iz )i (1 = frjo) - ejgewé}(_,éj(,) +
& U
(i,9),0
27 ) ) P
+ Y = (nwnia(l - fjo ) (1 - jz) - Cigcz-acjacja) :
& U
(i,9),0
(1.20)
Mozna wprowadzi¢ sprojektowane operatory kreacji, anihilacji oraz liczby czastek:
b, = el,(1-nis), (1.21a)
biv = Cig(1-s), (1.21b)
Die = b bio = fig(1-fiz), (1.21¢)

A PN A
a takze operator spinu S; = (Sf , SZ?.J, S7 ) , dla ktérych definiujemy kolejno:

S o= SP+iSY = éley = blby, (1.22a)
S‘; = S’ZI—ZSZy = é;rlé“ = IA)LZA)Z'T, (1-22b)
. | ..

SZZ = é(nﬁ—nu) = 5(ViT_Vil)- (1220)
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Uzywajac powyzszych oznaczen mozna zapisaé ([1.18]) w zwiezlejszej formie:

1o onoo o A% s AT a1
_5P0H1PN%1PO = - Z U (Vio'Vj&_ i j) = Z U (Si'Sj_ZV’iVj)7

(1.23)
gdzie U; = Uy + 14, jest operatorem pojedynczego obsadzenia wezla - tego natomiast
S“ = cJr ,Ciz to operator odwrocenia spinu na wezle i- tym Wyrazenie ([1.23)) jest bar-

dziej zwarte niz , kosztem jednak, ze operatory b i by spelniaja mefermlonowe
relacje antykomutaCJl.

{bio. B} = 6 (1= 1i0)bo0r + 576507) (1.240)
{BIU’ Z;;['a’} = {I;icf: Bja’} = 0. (124b)

Przyjmujemy, ze t = t;; dla i oraz j numerujacych najblizszych sasiadéw. Dla wa-
runku U > [t| mamy, ze podwéjne obsadzenia sa niekorzystne energetycznie. Dla
n $ 1 mozna wiec ograniczy¢ sie tylko do rozwazan w podprzestrzeni wyznaczonej
przez operatory rzutowe ]50, tj. w podprzestrzeni bez podwdjnych obsadzen. W pod-
przestrzeni tej Eio — Cjy Oraz U; — n,;. Ze wzoru 1__2%|) dostajemy ostatecznie tzw.
Hamiltonian ¢—J (w przyblizeniu dwuwegzlowym

7y 2-wezlowe _ 1 4 D Lo b B
T = PyHo Py - gt PN HL Py =

. .~ .1 .
~ Dy (2t S v Y (si S - Zﬁmj)) P,
)

(i,j)o (6,3

(1.25)

gdzie w ostatnim wzorze w sposéb jawny, za pomoca operatoréw ]50, Zaznaczono,
7e Hamiltonian H;_; dziala w podprzestrzeni bez podwdjnych obsadzen. Oznaczono
J = 4t . Dla J < 0 stanem podstawowym jest stan ferromagnetyczny, natomiast dla
J > 0 stan antyferromagnetyczny (przynajmniej w granicy n — 1).

W zaprezentowanym powyzej wyprowadzeniu przyjeto, ze n < 1. Powyzszy opis
mozna jednak rozszerzy¢ rowniez na przypadek n > 1, moéwiac, ze opisywany jest ruch
dziur, a nie elektronéw. Ostateczny wzor nie ulega wtedy zmianie, trzeba jedynie
przedefiniowaé operator Py na operator rzutowy na podprzestrzen, gdzie w kazdym
wezle jest co najmniej jeden elektron (tj. nie wystepuja podwéjne obsadzenia dziur
na wezle).

Podsumowujac, model t—J jest modelem efektywnym, wyprowadzonym w sposob
mikroskopowy z modelu Hubbarda w granicy silnych korelacji. Przy jego pomocy
wprowadzamy w postaci jawnej antyferromagnetyczne oddzialywanie wymiany, kté-
re pelni zasadnicza role w parowaniu w przestrzeni rzeczywistej (patrz [7), 8, 9]).

* Poprawki wynikajace z przeskokéw miedzy trzema sasiadujacymi wezlami zaprezentowane
zostaly w dodatku @ na str. @
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1.3 Model t—J-U

W poprzednim rozdziale wyprowadziliSmy z modelu Hubbadda model t—J dla
limitu U > |t|, ktéry sprawil, ze Hamiltonian ¢—J okreslony jest na podprzestrzeni
przestrzeni Hilberta bez podwoéjnych obsadzen, co oznaczaliSmy jawnie w ,
poprzez uzycie operatoréow rzutowych B. Chcieliby$my sie teraz pozby¢ tego ogra-
niczenia i méc zdefiniowaé¢ model okreslony na calej przestrzeni Hilberta. W tym
celu rezygnujemy z projektorow Py, a w zamian za to wprowadzamy z powrotem
wyraz z U z oryginalnego modelu Hubbarda. Dostajemy wtedy:

. Vs 1
Higu=2 Y tijel éig+d Y (Si -S; - Zﬁmj) + U ivipivy. (1.26)

Czesto powyzszy wzor upraszcza sie, zaniedbujac wyraz %ﬁiﬁj obecny w sumie.
Stad Hamiltonian ¢—J-U najczesciej zapisuje sie w postaci (por. np. [12} 111 13} [14]):

ﬁtﬁ]fU =2t Z é}aéjg +J Z Sz . Sj +U ZﬁiTﬁih (1.27)
(i,5),0 (4,3) ¢

gdzie przyjeto t = t;; dla i oraz j oznaczaja indeksy najblizszych sasiadéw. Alterna-
tywnie wzor ten mozna zapisaé jako:

7:[t7J7U =1 Z (é;rgéjo + h.C.) +J 2 Sz : Sj + UZ?A%TTALN, (1.28)
(i,5),0 (i,7) g

gdzie poprzez ,h.c.” rozumiemy sprzezenie hermitowskie wyrazow stojacych przed
tym oznaczeniem, tj. w tym przypadku wyrazu é;rgéjg.

Powyzszy opis mozna rozszerzy¢ o mozliwos¢ przeskokéw miedzy drugimi naj-
blizszymi sasiadami, oznaczajac catke przeskoku miedzy nimi jako ¢'. Hamiltonian
taki, zwany t—t'-J-U, ma postac:

?:Ltft’fJfU =2t Z é:'i.o_éjo' + 2t, Z é}‘o_éjo' +J Z Sz . Sj + UZTAL“TALN, (129)
(i,5),0 (i, 3)), 0 (i,3) ¢

gdzie ¥ ((;, j)y oznacza sumowanie po parach drugich najblizszych sasiadow.

Mozna byloby zadaé¢ pytanie, czy uwzgledniajac przeskoki elektronéw miedzy
drugimi najblizszymi sasiadami, nie nalezaloby réwniez uwzgledni¢ mozliwej wy-
miany spinéw miedzy nimi, tj. rozwazy¢ dodatkowy wyraz réowny J' 22((4, 7)) S, gj.
W [12] przytoczono jednak prace, wq. ktérych uwzglednienie takiego wyrazu nie pro-
wadzi do zadnych znaczacych zmian. Z tego tez powodu przyjmuje sie przewaznie
J =0.

Podsumowujac Hamiltonian ¢t—J-U moze by¢ tez rozumiany jako tradycyjne roz-
winiecie perturbacyjne bez stowarzyszonego z nim rzutowania na podprzestrzen P
(tj. na przestrzen bez podwdjnych obsadzen). Dzieki temu zachowaé¢ mozna wyraz
Hubbarda U }; ni1n4y, ktory jak sie okazuje, odgrywa wazna role w przyblizeniu
Sredniego pola.

O popularnosci model t—J-U moze $wiadczyé m.in. jego zastosowanie w bada-
niach ,gossamer superconductvity” [15), [16]. Przewidywania tego modelu moga by¢
(i sa) testowane w eksperymentach zwiazanych z sieciami optycznymi.
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1.4 Przyblizenie Gutzwillera (GA) dla modelu Hubbarda

Rozwazmy ponownie model Hubbarda:

7:[ = Z tijéggéja + UzﬁiTﬁil' (1.30)

i), 0 i
Dla skonczonego ukladu zawierajacego A weztéw i N = nA elektronéw, dokladne

A
rozwiazanie problemu sprowadza sie do diagonalizacji macierzy o wymiarach 2%V (N)

A
na 2V (N)’ co juz dla maltych A i N stanowi olbrzymia liczbe. Stad, rozwazajac

duze uktady, nalezy stosowaé szereg przyblizen. Jednym z nich jest przyblizenie
Gutzwillera, zaproponowane w [17, [I8]. Polega ono na konstrukcji stanu wlasnego
[t} ze znormalizowanego jednoczastkowego stanu |ig), na ktéry dziata wariacyjny
operator, tlumiacy wktad od tych stanéw, ktére uwazamy za mato prawdopodobne.
Dla powyzszego przyktadu, stanem takim bedzie:

i) = H (1= (1= g)nirngy) |vbo), (1.31)

gdzie g € [0, 1] jest wariacyjnym parametrem. Dla g = 1 odtwarzamy stan jedno-
czastkowy dla nieoddziatujacych elektronéw, tj. [1) = [¢hg). Dla g = 0 wyprojektowane
zostaja wszystkie stany podwdjnie obsadzone, tj. [1)) nie zawiera stanéw, w ktérych
na jednym wezle znajduja sie dwa elektrony. Dla wszystkich posrednich wartosci
parametru g, stany podwdjnie obsadzone sa odpowiednio mniej lub bardziej praw-
dopodobne.

W kolejnym kroku wykonuje si¢ dodatkowe przyblizenie, noszace nazwe przybli-
zenia (lub ansatzu) Gutzwillera [I8], [19] 20], dla ktérego wartosé oczekiwana Hamil-
tonianu przyjmuje si¢ w postaci:

’ E
Wine) By a1 (d,np,m0)Er + i (d, g,y )&, + Ud?, (1.32)

(Ylp) A

gdzie d? oznacza érednia liczbe podwdjnych obsadzen na wezel, ¢, to czynnik re-
normalizacyjny zwezenia pasma (ang. the band narrowing renormalization factor),
ktory jest rowny:

(Vo =B A1y~ 1y + &) + dr/117 — )

2
ne(1-ng) ’

qO'(da nTanl) = (133)

natomiast: ] 1

€ = K<¢0| ZtijélaéwWo) =X > ek (1.34)
%] k<k%,

jest $rednig energia pasmowa przypadajaca na czastke o spinie o, natomiast k% to

wektor falowy Fermiego dla elektronéw o spinie o.

Warto zauwazy¢, ze przyblizenie sprawia, ze tracimy (obecna przy proce-
durze wariacyjnej) pewnosé, ze szacowana przez nas energia jest wieksza niz rzeczy-
wista.

Powyzszy wynik mozemy traktowa¢ rowniez w odmienny sposéb. Konstruuje-
my Hamiltonian efektywny Haa, gdzie wyraz kinetyczny jest zrenormalizowany
przez wspoélczynniki Gutzwillera g,. Jest to przykltad procedury, ktora nosi nazwe
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zrenormalizowanej teorii pola $redniego (ang. renormalizatized mean-field theory —
RMFT):

Haa(dyn,m) = Y go(dyn,m)tijel ¢ — S ohél e, + AU, (1.35)
i#],0 [lea

w ktorym dodatkowo uwzgledniono wyraz Zeemana, bedacy wplywem na uktad, jaki

wywiera zewnetrzne pole magnetyczne h = % gupH. We wzorze powyzej zamieniono

zmienne z ny, na N = y.,Ns i M =y ,0n, bedace $rednim wypelnieniem elektro-

néw i momentem magnetycznym na pojedynczy wezel. Srednie te sa na tym etapie

nieznane — nalezy je dopiero wyznaczyé z samozgodnych réwnaf|'}

1

n o= e aw), (1.36a)
Akcr

m = —Z ckacka (1.36b)

Roéwnowaznosé obu podejsé (wariacyjnego i RMFT) mozna przedstawié zapisujac
przyblizenie ([1.32]) jako:

(WIHW) By
(@) A A
Hamiltonian 5)) mozna zdiagonalizowa¢ przechodzac do przestrzeni odwrotnej

(tj. wykonujac transformaq@ Fouriera, zdefiniowana na str. . Diagonalna postaé
Hamiltonianu ma postaé:

<1/10|HGA|1/10) (1.37)

Haa(d,n,m) = > (g0 (d,n,m)ex - O’h)éLUéka + AU, (1.38)
ko

gdzie gy zalezy od struktury geometrycznej sieci, liczby uwzglednianych sasiadéw
i wartosci catek przeskoku. Przykladowo dla 2-wymiarowej siatki kwadratowej:

ek = 2t (cos(kza) + cos(kya)) + 4ta cos(kza) cos(kya) + . .. (1.39)

gdzie t; to caltka przeskoku miedzy najblizszymi sasiadami, to miedzy drugimi naj-
blizszymi sasiadami itd., natomiast a to odleglos¢ miedzy wezlami sieci.

Mimo, ze przyblizenie Gutzwillera jest zasadne dla zerowej temperatury, kon-
struujemy w tym miejscu wielki potencjal termodynamiczny (ang. grand potential
functional) dla skoniczonej temperatury 7T':

1
F(GA) _ ~—InZz, (1.40)
g
gdzie Z nazywamy wielka sumg statystyczna, réwna:
2 =Ty (e PPtaamn)) (1.41)

Warto zauwazy¢, ze konstruujac wielki potencjal termodynamiczny, wprowadzilisSmy
potencjat chemiczny p poprzez odjecie od F (GA) wyrazu Apn. Stad przy wyznacza-
niu stanu podstawowego nalezy poréwnywaé nie warto$é¢ funkcjonatu F (GA) " a:

F = 7(GA L Ay, (1.42)

*Samozgodnosé jest spowodowana tu tym, ze aby obliczyé Hea, trzeba znaé n i m. Natomiast
zeby wyznaczy¢ n i m nalezy obliczy¢ (éLéw), do czego konieczna jest znajomo$é efektywnego
Hamiltonianu $redniopolowego Hga, zawierajacego te srednie.
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bedacy funkcjonalem energii swobodne;j.
Poniewaz znamy postaé diagonalna Hamiltonianu H g4 (|1.38]), mozemy zapisaé,
ze:
1
(GA) (GA)
z=11z2.=11> e Pribi, " o BUL _ [ (1 + e Pl )e_ﬁUdz, (1.43)
ko ko n;=0 ko
gdzie 8 = 1/kgT, natomiast ElifA) jest energia kwaziczastek, liczong wzgledem po-
tencjatlu chemicznego:
EIZUGA) = gockx —0h — L. (1.44)

Po wstawieniu powyzszych wzoréw do (|1.40) dostajemy:
1 (GA)
F(GA) - -5 S n(1+e PP ) + AU, (1.45)
ko

1.5 Statystycznie konsystentne przyblizenie Gutzwille-
ra (SGA) dla modelu Hubbarda

Minimalizujac funkcjonal ((1.45)) ze wzgledu na d, n i m dostajemy nastepujacy
uktad réwnan:

5 8%(6(;76?77”) F(Bio)ex = —2AUd, (1.46a)
ko
0 o d7 )
kz q (6nn m) f(Eko')ek — 0’ (]_46b)
0 o da )
Z q (an:‘ m) f(Eko')Ek — 07 (1460)
ko

gdzie f(Fy,) = (1 + e'BEkU)_1 to funkcja rozkladu Fermiego-Diraca. Z drugiej strony

z rownan ((1.36a)) i (1.36b]) dostajemy, ze:

0 = %ang - LS (B, (1.47a)
ko ko

i

m = %an(, = —> 0f(Fke)- (1.47Db)
ko ko

Mamy wiec 5 réwnan oraz tylko 3 niewiadome. W ogélnosci (gdy ¢, w sposob
jawny zalezy od n i m), taki ukltad réwnan moze nie mieé¢ rozwiazan.

Aby rozwiazaé ten problem, J. Jedrak, J. Kaczmarczyk i J. Spalek [20} 21],
zmodyfikowali procedure przedstawiona w poprzednim punkcie, poprzez dodanie do
efektywnego Hamiltonianu czynnikéw Lagrange’a, gwarantujg nam, ze Sred-
nie wszystkich operatoréw (ktérych érednie tez wystepuja w Hamiltonianie — w tym
przypadku bedzie to n i m) beda zgodne z wartosciami wyliczonymi z odpowiednich
samozgodnych réownan. Dla rozwazanego modelu Hubbarda zmodyfikowany Hamil-
tonian efektywny bedzie mial postac:

Hy=Hea—Am (h-m) =Xy (R—n), (1.48)

gdzie czynniki Lagrange’a \,, i A\, mozna interpretowaé jako dodatkowe pola mole-
kularne.
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Dalsza procedura jest analogiczna jak w poprzednim podrozdziale — tworzymy
funkcjonal wielkiego potencjatu termodynamicznego (por. z ([1.45)) w postaci:

f(SGA):_lZIH(1+e BGC )+A( nn+>\mm+Ud2), (1.49)
k

gdzie energia kwaziczastek ma postaé:
SGA
El((a : =gotk —0(h+Am) = p1 = A (1.50)

Funkcjonat mozna nastepnie zminimalizowaé po wszystkich $rednich z opera-
toréw, ktérych érednie tez wchodza do , po wszystkich czynnikach Lagrange’a
oraz po d (ktére nie wystepuje w powyzszych réwnaniach w formie Sredniej z jakie-
gos$ operatora). W rozwazanym przykladzie (model Hubbarda) dostajemy uktad 5
roéwnan:

An = ——Zag"f(Eko)ek, (1.51a)

Am = ——Zagof(Eka)ek, (1.51b)

n = KZf(Ekg), (1.51c)
ko

m. = %Za—f(Eko% (151d)
ko

- —ﬁzag”fwkg)ek, (151¢)

gdzie réwnanie definiuje potencjal chemiczny p (wypelnienie pasma n jest
bowiem przewaznie zdeterminowane przez wybér rozwazanego uktadu, np. konkret-
nego typu krysztatu).

Na koniec nalezy jeszcze zaznaczy¢, ze podobnie jak to dyskutowano w rozdzia-
le szukajac stanu o najkorzystniejszej energii, poréwnywaé nalezy funkcjonat
energii swobodnej (por. z (1.42))):

FUCA _ F5GA) L Ay, (1.52)

1.6 Sieci optyczne

Sieci optyczne sa przykladem zaproponowanego prze R. Feynama ,kwantowej
symulacji” [22], tj. uzycia jednego ukladu kwantowego do symulacji innego ukladu
kwantowego. Tworzy sie za pomoca odpowiednio dostrojonych wigzek laserowych,
biegnacych w przeciwnych kierunkach i tworzacych fale stojaca o odpowiedniej dtu-
gosci A. W efekcie wiazki te, interferujac ze soba, moga utworzy¢ periodyczne pole
periodyczne. Uzywajac dodatkowych par laseréw ustawionych w réznych ptaszczy-
znach, mozna tworzy¢ zaréwno dwu, jak i trojwymiarowe sieci. Tak utworzona sieé¢
optyczna ma stalg sieci okolo 10%-10% razy wieksza niz w przypadku sieci krystalicz-
nej, tj. jest rzedu jednego-kilkunastu pm. W wezlach sieci umieszcza si¢ schtodzone
atomy w postaci kondensatu Bosego-Einsteina (w przypadku gdy chcemy badaé bo-
zony) lub w postaci schtodzonego gazu fermionowego (ktére moga modelowaé np.
zachowanie sie elektronéw w krysztale). Najczesciej w eksperymentach wykorzystuje
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sie rubid-87, s6d-23, potas-39 lub wapn-133 (gdy chcemy badaé zachowanie bozo-
néw) lub potas-40, lit-6 lub stront-87 (gdy chcemy badaé¢ zachowanie fermionéw)
[22]. Schematyczny przyklad sieci optycznej z atomami w stanie izolatora Motta
przedstawiony jest na rys. [1.5

Glownymi zaletami sieci optycznych jest mozliwo$é zmieniania, w stosunkowo
szerokim zakresie, parametrow sieci, a przez to istnieje mozliwosé testowania wielu
modeli teoretycznych (takich jak np. model Hubbarda, czy model t—J-U) w duzo
szerszym zakresie, niz przy uzyciu zwyktych krysztatéw.

Eksperymenty na sieciach optycznych prowadza do bardzo dokladnych rezulta-
tow. Inaczej bowiem niz w przypadku prawdziwych krysztatéw, dla ktorych nalezy
bra¢ pod uwage ich strukture pasmowa, mozliwe niedoskonaloéci sieci krystalicznej
(z powodu domieszek lub wakancji), drgania termiczne sieci itp., sieci optyczne sa
opisywane przez prosty periodyczny potencjal o analitycznym charakterze. Sprzyja
to tez wszelkim teoretycznym obliczeniom.

Przyktadem niedawnych sukceséw w wykorzystaniu sieci optycznych bylto m.in.:
zrealizowanie dla bozonowych atomoéw przejscia Motta miedzy izolatorem, a sta-
nem nadciektym, przeprowadzenie kontrolowanych zderzen miedzy atomami w sieci,
zaobserwowanie dla fermionowych atoméw umieszczonych w tréjwymiarowej siatce
powstania powierzchni Fermiego [16]. Mozna takze przy ich pomocy badaé przejscia
stanu sparowanego od granicy BCS do granicy kondensacji Bosego-Eisnteina.

Sieci optyczne, ze wzgledu na wspomniany analityczny charakter potencjatu pe-
riodycznego, nadaja sie tez m.in. do modelowania funkcji falowych w stanie skore-
lowanym (patrz np. [23], 24} 25]). Jednak tym problemem nie bedziemy si¢ tu blizej
zajmowaé, gdyz stanowi on odrebny projekt w naszym zespole.

Rysunek 1.5: Model dwuwymiarowej sieci optycznej z atomami w stanie izolatora
Motta. Wezlami sieci sq wezly ukladu fal stojgcych wytworzonych przez odpowiednio
skonstruowany uklad laseréw. Obrazek skopiowany z [26], licencja obrazka typu ,public
domain”.
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Rozdziatl 2

Porownanie metod GA 1 SGA
dla modelu Hubbarda

2.1 Wstep

W rozdziale tym przedstawiamy sa wyniki, ktére w wiekszosci odtwarzaja rezul-
taty zawarte w [21]. Wszystkie wyniki i rysunki zostaly jednak uzyskane samodziel-
nie, a [2I] uzywane bylo w celu przetestowania zgodnosci uzyskanych rezultatéw.

Model Hubbarda w przyblizeniu GA (ang. Gutzwiller approzimation) zostal
przedstawiony w podrozdziale natomiast w przyblizeniu SGA (ang. statistically-
consistent Gutzwiller approximation) w podrozdziale W tym miejscu przypomni-
my wiec jedynie rezultaty, jakie osiagneliémy dla kazdego z przyblizen.

Przyblizenie GA: W podrozdziale [1.4 uzyskaliSmy uklad réwnan na $rednig licz-
be elektronéw n, magnetyzacje m oraz liczbe podwéjnych obsadzen d? (wszystkie
wymienione $rednie liczone sa na jeden wezet sieci):

n = %zf(Eka)a (213“)
ko
m o= £ Y of(B), (2.1b)
ko
_ ! 9%
- NG & ad f(EkU)5k7 (210)

gdzie f(FEy,) to funkcje rozkladu Fermiego-Diraca, ktéra dla T — 0 jest réwna ny,,
. (GA) . : L
natomaiast Eka to energia kwaziczastek réwna:

ESY = gye—oh-p, (2.2)

gdzie g, to wspoOtczynnik Gutzwillera réwny:

(Vo =B A1y~ + &) + /17— )

ne(1-ng)

2
)

qo(d,ny,m)) = (2.3)

natomiast €y to relacja dyspersji. Przyjeto, ze oddzialywania miedzy elektronami
zachodza jedynie miedzy najblizszymi oraz drugimi najblizszymi sasiadami. Stad
dla dwuwymiarowej (D = 2) sieci kwadratowej dostajemy:

ek = 2t1 (cos(kza) + cos(kya)) + 4ta cos(kga) cos(kya), (2.4)
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natomiast dla przypadku trojwymiarowego (D = 3) mamy:

ek = 2t1 (cos(kza) + cos(kya) + cos(k.a)) +

+ 4ty (cos(kgza) cos(kya) + cos(kza) cos(k.a) + cos(kya) cos(k.a)) , (2:5)

gdzie t; to caltka przeskoku miedzy najblizszymi sasiadami, a to miedzy drugimi
najblizszymi sasiadami, natomiast a to odlegto$é miedzy weztami sieci. Przyjmujemy
taka jednostke odleglosci, aby a = 1.

Przyblizenie SGA: W podrozdziale [I.5] uzyskaliémy uklad réwnan na 5 zmien-
nych: $rednia liczbe elektronéw n, magnetyzacje m, liczbe podwéjnych obsadzen d?
oraz dwa pola skalarne: A\, i A\p,. Uklad réwnan ma postaé:

A = ——zag" F(Bio)exe, (2.6a)
A = ——zag" F(Bio)ex, (2.6b)
n = KZf(EkU), (2.6¢)
ko
m = %Za—f(Eko)7 (26d)
ko
095
- ﬁ 2 (Bir)er (2.6e)

gdzie energia kwaziczastek to:
SGA
El((a ) =goex —0(h+X\p) — 11— Ap. (2.7)

Warto zauwazy¢, ze uklad réwnan (2.6a)—(2.6¢|) sprowadzaja si¢ do ([2.1a})—(2.1c)
=0.

przez przyjecie tozsamosciowo: A, =0 oraz Ay, =

W dalszej czesci pracy zaprezentujemy wyniki numeryczne, jakie uzyskaliémy po
rozwigzaniu wymienionych uktadow réwnan na siatce kwadratowej w dwdch i trzech
wymiarach.

2.2 Przyjete zalozenia
Rozwiazywano uklad réwnan (2.1a)—(2.1c) oraz (2.6a)—(2.6¢) dla dwuwymiaro-

wej (D =2) kwadratowej lub tréojwymiarowej (D = 3) kubicznej sieci. Uzyto relacji
dyspersji i opisanej przez (przypadek D = 2) lub (przypadek D = 3),
z uwzglednieniem najblizszych oraz drugich najblizszych sasiadéw.

W przypadku wysokotemperaturowych nadprzewodnikéw stata sieci a jest rzedu
kilku A, natomiast w przypadku sieci optycznych rzedu co najmniej pum. W pra-
cy niniejszej przyjmujemy jednak taka jednostke dtugosci, aby zawsze stata a = 1.
Podobnie przyjmujemy taka jednostke energii, aby warto$¢ calki przeskoku miedzy
najblizszymi sasiadami [¢1] = 1.

Typowo, dla wielu uktadéw elektronowych, catka przeskoku miedzy najblizszy-
mi sgsiadami ma okoto 0,3 eV. Stad h = 0,1 w naszych jednostkach odpowiada
okoto 260 T, natomiast S = 500 oznacza temperature okoto 7 K. Natomiast dla
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sieci optycznych t; jest rzedu okoto 10710 eV [27] i wobec tego h = 0,1 odpowiada
przylozonemu polu 10~7 T', natomiast 8 = 500 oznacza temperature rzedu 2-1077 K.

W obliczeniach numerycznych przyjeto temperature uktadu jako S = 500 oraz
liczbe wezléw siatki jako A = 10242 (przypadek D = 2) lub A = 5123 (przypadek
D = 3), chyba ze zaznaczono inaczej. Wplyw tych przyblizen przedyskutowano w do-
datku

2.3 Uzyte metody

Uklady réwnan rozwigzywano numerycznie przy uzyciu programu napisanego
w C++ przy uzyciu bibliotek GNU Scientific Library (GSL) v. 1.14., a doklad-
niej przy uzyciu biblioteki gsl multiroots.h. Wszystkie obliczenia wykonywane
byly z podwdjna precyzja (typ danych double jezyka C++). Do niektérych zadan ana-
litycznych, takich jak np. obliczanie pochodnych czastkowych wspétezynnikéw Gut-
zwillera g,, uzywano programu Mathamatica v. 7 for Students. Wykresy byly
wykonywane przy uzyciu programu Gnuplot v. 4.4.

2.4 Zalezno$é d?imod U dla D =2

RozwiazaliSmy najpierw uklad réwnan (2.1al)—(2.1c) (podejscie GA) oraz (2.6a))—
(2.6€) (podejécie SGA) dla parametréw:

e calki przeskoku: ¢t = -1, to = 0,25,
e zewnetrznego pola magnetycznego: h =0 oraz h = 0,1,
e wypelnienie pasma: n € {1, 0,97, 0,95, 0,90, 0,80}.

Wykresy zaleznosci liczby podwéjnych obsadzen d? i magnetyzacji m w zalez-
noéci od wartosci potencjatu odpychajacego na weztach U, dla réznych wartosci
wypelnienia pasma n, przedstawione sa na rys. (dla h = 0) oraz na rys. (dla
h = 0,1). Nie narysowano wykresu magnetyzacji dla zerowego zewnetrznego pola
magnetycznego h, poniewaz wynosita ona zero dla dowolnej wartoéci pozostatych
parametréw.

Whioski:
(i) Dla h =0 nie ma r6éznicy miedzy wynikami dla metody GA i SGA.

(ii) Dlan =1 obserwujemy przejscie Motta izolator—przewodnik w punkcie U, ~ 13
(na rysunku linia urywa si¢ w okolicach U = 12,5 poniewaz dla wiekszych wartosci
U, z powodu skonczonej precyzji obliczen i przyjetych przyblizen numerycznych,
rozwazany uklad stawal si¢ nierozwiazywalny przy zadanej precyzji obliczen). Dla
U < U, liczba podwjnych obsadzen jest niezerowa, wiec mimo w potowie wypelnio-
nego pasma (n = 1) istnieja dziury, ktére moga by¢ nosnikami pradu. Dla U > U,
liczba podwdjnych obsadzen jest zerowa, kazdy wiec wezel jest okupowany przez
pojedynczy elektron, a uktad staje sie izolatorem Motta-Hubbarda.

(iii) Dlan = 1 istnieje takie Uy, ze gdy U > U, to d? = 0. Dla n < 1 nawet dla duzych
wartosci potencjatu odpychajacego U liczba sparowanych elektronéw jest niezerowa.
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" GAand SGA ——

n=1.00
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Rysunek 2.1: Liczba podwdjnych obsadzen przypadajgca na wezel dla h =0, t1 = -1,
ty = 0,25, B =500 i A = 10242 w funkcji U i dla wybranych wartosci n. Dla zerowego
zewnetrznego pola magnetycznego przewidywania GA i SGA sq takie same.

0.25 T T T T T T T T T 1 T T
: GA —— n=1.00 ——
SGA 09 n=0.97 1
| ] | N=0.95 e ]
0.2 038 n=0.90
E 07 n=0.80 1
0.15 f 1 & o06f 1
S 05F  SGAmethod ]
01 f : g 04t .
£ 03 S e ]
0.05 | 1 02t - .
e 01 | ™ GAmethod ]
0 ! ! ! | [y ! T 0 ! ! ! ! ! | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

relative Coulomb repulsion, U/|t,] relative Coulomb repulsion, U/|t,|

Rysunek 2.2: Liczba podwdjnych obsadzen (lewy) i magnetyzacja (prawy) dla h = 0,1,
t1=-1, t3=0,25, =500 i A = 10242 w funkcji U i dla wybranych wartosci n.

(iv) Dla U — 0 liczba podwéjnych obsadzen d? — n?/4. Oznacza to, ze dla stabna-
cego potencjalu odpychajacego na wezle, prawdopodobienstwa mozliwych obsadzen
pojedynczego wezta wyréwnujg sie, tj. rownie prawdopodobne jest obsadzenie po-
dwdjne, brak obsadzen, jak obsadzenie spinem skierowanym tylko w doét lub tylko
w gore.

(v) Dla h >0 wystepuje ilosciowa i jakoSciowa réznica miedzy metoda GA i SGA.
Dla metody GA liczba podwéjnych obsadzen d? spada do zera tylko dla n = 1. Dla
metody SGA przejécie takie wystepuje dla dowolnego n. Réwniez magnetyzacja ukta-
du, ktéra dla GA wykazywala nasycenie jedynie dla n = 1, dla metody SGA zmierza
do maksymalnej wartosci (wraz ze wzrostem U ) dla kazdego n. Nowym przewidywa-
niem SGA jest wiec, ze dla odpowiednio duzego U wszystkie elektrony polaryzuja
sie zgodnie z polem, przez co wykluczone sa wszelkie podwdjne obsadzenia.
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2.5 Zaleznos$é d?im od h dla D=2
Nastepnie rozwiazano uklad réwnan (2.1a)—(2.1c|) (podejscie GA) oraz (2.6a))—

(2.6€) (podejécie SGA) dla parametréw:
e calki przeskoku: ¢t = -1, t2 = 0,25,

e potencjal odpychania elektronéw na wezle U € {2, 4, 8, 10, 12},

e wypelnienie pasma: n € {1, 0,97, 0,95}.

Wykresy zaleznoéci liczby podwdéjnych obsadzen d? i magnetyzacji m w zalezno-
Sci od pola zewnetrznego h dla wybranych wartosci U oraz wypelnienia pasma n, sg

przedstawione odpowiednio na rys. i (dla U = 8) oraz na rys. i (dla

n =0,97).
0.1 w 0.105 T
T n=1.00 GA — GA —
0.09 L SGA 0-1 SGA .............
n=1.00 T
0.08 f - % 0095 e
g P
0.07 % 0.09
0.06 Q
§ 008
009 S 008 | M09 el
0.04 | % n=1.00 kS| L
I L S T —
0.03 “ ' n=0.97 ° n=0.95 "
00z | % oo7 |
n=0.95 T
0.01 ‘ S ‘ 0.065 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
external magnetic field, h external magnetic field, h
Rysunek 2.3: Liczba podwdjnych obsadzeni w funkcji h € [0, 1,2] (lewy) i h € [0, 0,1]
(prawy) dla t; = -1, t5=0.25, U =8, B=500 i A = 10242.
Whioski:

(i) Wyniki uzyskane przy uzyciu metody SGA zaleza duzo silniej od wartosci ze-
wnetrznego pola magnetycznego, niz wyniki uzyskane przy uzyciu metody GA. SGA
przewiduje, ze juz dla pol rzedu h, ~ 0,5 uktad ulega catkowitej polaryzacji, w wyniku
czego wszelkie podwdjne obsadzenia sg wykluczone.

(i) Wartos¢ h. nie zalezy silnie od wartosci wypelnienia pasma n. Od wartosci n
zalezy natomiast warto$é¢ parametréw d? oraz magnetyzacja. Jest to spowodowane
przede wszystkim faktem, ze maksymalna wartos¢ magnetyzacji wynosi n, natomiast
maksymalna wartoéé parametru d? wynosi n?/4, tak wiec zaréwno d? jak i m skaluja
sie odpowiednio wraz z n.

(iii) Ciekawa jest zalezno$¢ magnetyzacji m od pola h w zaleznosci od wartosci
U (rys. . Dla U > 8 réznice miedzy przewidywaniami modelu GA i SGA s
zarowno jakosciowe jak i iloSciowe — model SGA przewiduje caltkowita polaryzacje
uktadu dla h € (0,2, 0,5) natomiast model G A przewiduje tylko cze$ciowa polaryzacje
(rzedu 0,5). Dla malych wartoéci U (rzedu 4 i mniejszych) réznice w zachowaniu
s juz jedynie ilosciowe. Nadal model SGA przewiduje wigksza polaryzacje, jednak
zachowanie sie funkcji m(h) zaczyna byé zblizone do tej z przewidywan modelu GA
(brak naglego wzrostu magnetyzacji na przestrzeni stosunkowo malej zmiany h).
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Rysunek 2.4: Wartosé magnetyzacji w funkcji h € [0, 1,2] (lewy) i h € [0, 0,1] (prawy)
dlati=-1,1=025 U=8, 3=500 i A =10242.

0

0.05 0.1

external magnetic field, h

Rysunek 2.5: Liczba podwdjnych obsadzeri w funkcji h € [0, 2] (lewy) i h € [0, 0,1]
(dwa prawe) dla t; = -1, ty = 0.25, n = 0,97, B=500 i A = 10242,
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Rysunek 2.6: Warto$é magnetyzacji w funkcji h € [0, 1] (lewy) ¢ h € [0, 0,1] (prawy)
dlaty = -1, t5=0.25, n=097, B =500 i A = 10242,
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(iv) Metoda SGA, w przeciwienistwie do metody GA, przewiduje metamagnetycz-
ne zachowanie (skok) zar6éwno magnetyzacji m, jak i liczby podwéjnych obsadzen
d?, tj. dla pewnego obszaru wartoéci h, zaréwno m jak i d? silnie zaleza od wartosci
zewnetrznego pola magnetycznego. To metamagnetyczne zachowanie jest zwlaszcza
dobrze widoczny dla mniejszych wartosci wypetnienia pasma n lub dla wiekszych
wartosci potencjatu U.

Mogliémy spodziewaé sie podobnego zachowania analizujac gesto$é standéw dla
dwuwymiarowej siatki kwadratowej, dla ktorej wystepuje osobliwos¢ van Hove’a
(patrz dodatek . Oznacza to, ze model SGA lepiej odtwarza spodziewane (ja-
kosciowo) zachowanie funkcji magnetyzacji i liczby obsadzen niz model GA.

2.6 Poréwnanie energii swobodnej dla metody GA i SGA
dla D=2

Pokazalidémy do tej pory, ze wyniki uzyskane metoda SGA sa bogatsze (cho¢-
by o przewidywanie metamagnetyzmu), niz te uzyskane za pomoca przyblizenia
GA. Jednak aby przekonaé sie, ze uktad faktycznie preferuje stan opisany przez
przyblizenie SGA, nalezy poréwnaé wartoséci funkcjonatu energii swobodnej dla obu

przyblizen. Przypominajac wzor (1.42)) i (1.52]) nalezy obliczyé:
(GA/SGA) _ p(GA/SGA) + Aum, (2.8)

dla parametréw bedacych rozwiazaniem odpowiednich uktadéw rownan f
(podejécie GA) oraz (2.6a)—(2.6€) (podejécie SGA).

Wykres energii swobodnej (na jeden wezet) dla obu przyblizen w funkcji nateze-
nia zewnetrznego pola magnetycznego h dlan = 0,97, U = 8, 8 = 500, zaprezentowany
jest na rys. [2.7]

-0.35 T T T T r v Y v v
-0.36 -
-0.37 | F -
< SGA
w -038} 4
>
o
g 039} .
~ GA . F
g 04 .
0.41 | 1
-0.42 } :
_0.43 2 2 2 2 1 2 2 2 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
h

Rysunek 2.7: Poréwnanie warto$ci energii swobodnej (na jeden wezel) dla metody
GA 1 SGA w funkcji natezenia zewnetrznego pola magnetycznego h dlan=0,97, U =8,
B =500. Rysunek zaczerpniety z [20)] za zgodg autordw.
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2.7 Robznice miedzy D=2,a D=3
Rozwiazano uklad réwnan (2.1al)—(2.1c) (podejscie GA) oraz ([2.6al)—(2.6€) (po-

dejécie SGA) takze dla sieci tréjwymiarowej (D = 3). Dla sieci tréjwymiarowe;
wprowadzono rozréznienie miedzy caltks przeskoku w plaszczyznie xy, a wzdluz osi
0OZ. Relacja dyspersji przyjmuje wtedy postac:

ek = 2t1 (cos(kza) + cos(kya)) + 2t] cos(k.a)+

2.9
+ 4ty cos(kya) cos(kya) + 4t5 (cos(kza) cos(k.a) + cos(kya) cos(k.a)), (2:9)

gdzie t1 i to to calki przeskoku miedzy najblizszymi i drugimi najblizszymi sasiadami
w plaszczyzZnie xy, natomiast tf i t5 odpowiednio wzdtuz osi 0Z7.
W obliczeniach numerycznych uzyto nastepujacych parametréw:

o calki przeskoku: t; = -1, to = 0,25, t§ € {0, 1t, t1}, t5 € {0, 1ta, ta},
e potencjal odpychania elektronéw na wezle U = 8,
e wypelnienie pasma: n = 0,97.

e liczba weztéw siatki A = 10242 (dla D = 2) oraz A = 5122 (dla D = 3).

Na rys. [2.8| oraz [2.9] przedstawiono wartosci magnetyzacji i liczby podwdjnych obsa-
dzen dla przypadku:

e D =2 (etykietka na wykresie ,2D"),

e D=3dlat;= %tl oraz t§ = %tg (etykietka na wykresie ,1/2 3D"),

e D =3 dlat] =t oraz t5 =ty (etykietka na wykresie ,3D").

Whnioski:

(i) Przypadek D =3 dla tj = 0 oraz t5 = 0 sprowadza si¢ do przypadku D = 2, jako
ze relacja dyspersji (2.9) sprowadza si¢ w tym przypadku do (2.4)).

(ii) Dla D = 3, podobnie jak dla D = 2, metoda SGA przewiduje duzo wicksza
warto$é magnetyzacji, niz metoda GA. Nasycenie uktadu nastepuje jednak dla (okoto
dwukrotnie) wigkszego pola zewnetrznego h niz w przypadku D = 2.

(iili) Dla D = 3 obszar metamagnetycznego zachowania, ktéry otrzymujemy dla
metody SGA, ulega przesunieciu w kierunku wiekszych wartosci pola magnetyczne-
go h — przyktadowo dla U = 8 z okoto 0,4 do 3,7.

2.8 Podsumowanie

Podsumowujac, metoda SGA silniej uwypukla korelacje wystepujace w ukladzie,
niz metoda GA. Jest to zrozumiate, gdyz zawiera ona wiecej parametréw do optyma-
lizacji, a wiec opisuje ona energetyke uktadu i zwigzane z nig parametry doktadniej.
Po drugie, wyniki otrzymane dla SGA, nie posiadajg patologicznego charakteru ob-
serwowanego dla metody GA, tj. drastycznej réznicy miedzy n =1, an < 1. Z tych
powodéw metoda SGA wymaga dokladniejszego zbadania w osobnym opracowa-
niu dotyczacym granicy pomiedzy ciecza Fermiego-Landaua, a prawie zlokalizowana
ciecza Fermiego, w ktérej wystepuje metamagnetyzm.
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Rysunek 2.8: Poréwnanie zachowanie liczby podwdjnych obsadzern d* w funkcji h dla
przypadku dwuwymiarowego, tréjwymiarowego oraz przypadku posredniego (oznaczonego
jako 1/23D) dla n=0,97, U =8, 8 = 500.
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Rysunek 2.9: Poréwnanie zachowanie magnetyzacji m w funkcji h dla przypadku dwu-
wymiarowego, tréjwymiarowego oraz przypadku posredniego (oznaczonego jako 1/23D)
dlan =097, U =8, 8 =>500.
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Rozdziat 3

Porownanie metod GA 1 SGA
dla modelu (—J-U

Przyblizenie GA (ang. Gutzwiller approximation) zostalo przedstawione w roz-
dziale natomiast przyblizenie SGA (ang. statistically-consistent Gutzwiller ap-
prozimation) w rozdziale W ponizszym wstepie opudcimy wiec dyskutowane juz
fragmenty i przedstawimy jedynie te informacje, ktére sa specyficzne dla modelu
t-J-U.

Rozdziat ten stanowi zasadnicza cze$¢ pracy. Wszystkie wyniki zostaly uzyskane
samodzielnie, choé¢ te dotyczace przyblizenia GA odtwarzaja w zasadzie te, ktére
zostaly zaprezentowane w [11] oraz [13].

Nieoceniona pomoca w pisaniu tego rozdziatu byly prace [20] i [28] oraz rozmowy
z autorami tych prac.

3.1 Podejscie GA

Rozwazamy model t—J-U (1.28)) dla sieci kwadratowej z A wezlami na ktérej
znajduje sie N = nA elektronéw:

Ht,J,U =—1 Z (CZ-LUCZ'MA)U + h.C.) + JZ SZ : gi+ﬁ +U Zﬁmﬁu, (3.1)
i 7

no

gdzie ¢ numeruje wszystkie wezly, 7)€ {Z, 7} jest takim wektorem, ze i + 1) wskazuje
najblizszego sasiada wezta ¢ w kierunku dodatnim osi 0X lub 0Y. Wyraz ,h.c.”
oznacza sprzezenie hermitowskie wyrazéw poprzedzajacych oznaczenie ,h.c.” Catka
przeskoku miedzy najblizszymi sasiadami jest oznaczona jako t, operatory spinu
jako S; =Y o %cggc?wlcw, gdzie & to wektor macierzy Pauliego o sktadowych o1 =

10 0 0
odpychajacego dzialajacego na dwa elektrony na wezle.

Przyjeto konwencje (inaczej niz w rozdziale [2| ale zgodnie z oznaczeniami w [11]
oraz [13]), ze t > 0, natomiast znak ,—" zapisano explicite przed suma. Nie uwzgled-
niamy tutaj przeskokéw elektronéow miedzy drugimi najblizszymi sasiadami.

Stosujemy przyblizenie Gutzwillera opisane w roz. [I.4] i konstruujemy Hamilto-
nian efektywny:

(O 1), o9y = (? _Z), o3 = 1 _01) Wyraz U to warto$¢ punktowego potencjatu

ﬁeﬁ = —gtt Z (é;-raélq_ﬁa + h.C.) + gSJZ SZ . Si+ﬁ +U Zﬁmﬁu, (3.2)
in )

no
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gdzie g; 1 gs to wspdlezynniki Gutzwillera renormalizujace odpowiednio ¢ i J. Z [I1

13 29] mamy:
— 942 2 2
o - n—2d ( (1- w)(l n+d) \/wd)(w(_”a) (3.30)
n — 2rw
_972\?2
gs = (M)7 (3.3b)
n —2wr

gdzie w <> r oznacza, ze nalezy przepisaé poprzednie wyrazenie w nawiasie zamie-
niajac miejscami r i w. Oznaczono r = () = 5 +m oraz w = (0;)) = 5 —m, gdzie m
jest magnetyzacja antyferromagnetyczna, d? hczb@ podwdéjnych obsadzen na jeden
wezel siecl']

Powyzszy Hamiltonian H ¢ff nie jest ani diagonalny, ani kwadratowy w operato-
rach ¢ i ¢/, Stosujemy wiec na nim przyblizenie pola éredniego (MF), a nastepnie
transformate Fouriera. Dostajemy:

) +2AgsJm? - A+ AUA?,

~ ’ 3
HMF = Z \I/LMk\I’k + ZAQSJ (AQ + X2 (34)

k

gdzie Zk/ oznacza sumowanie po potowie strefy Brillouina, tj. po wszystkich k spel-

niajacych zaleznosé ||k,| + |ky|| < Z. Ponadto:
U= (dy e g fxea), (3.50)
N ot T
‘ljk = (CkT C—k], Ck+Qt c—k+Ql) y (35b)
gdzie T jest transpozycjg oraz:
ex—p  —Aank Ay 0
-Agnk e+ 0 -Agf
My = 3.6
T -Ay 0 —ex—p Ak (3.6)
0 Ay Agm Extp

gdzie wprowadzono potencjal chemiczny p poprzez dodanie do Hamiltonianu wyrazu
o—Aun”.
W powyzszych wzorach oznaczono:

Yk = 2(cosky +cosky), Ta)

me = 2(cosky —cosky), (symetria typu d-wave) (3.7b)

Ex = — (gtt + ggst) Vi, (zrenorm. relacja dyspersji) (3.7¢)

Ay = g gsJ A, (przerwa energetyczna dla dSC) (3.7d)

Ao = 2gsJm, (parametr porzadku dla AF) (3.7e)
gdzie dSC oznacza oznacza faze nadprzewodzaca typu d (ang. d-wave superconduc-

tivity) natomiast AF oznacza faze antyferromagnetyczna. Ponadto wprowadzilismy

*W [I1}, [13] zamiast d* liczba podwéjnych obsadzen oznaczana jest jako d. Jest to jednak tylko
sprawa konwencji.
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nastepujace oznaczenia na Srednie z operatoréw:

A4 o A dla 77 §U par. porzadku
Bi = (Cubivit = Cnbiepdo = { A dlaq=¢ ( stanu SC (3.82)
X = <é;‘rTéi+ﬁT+é;‘r¢éi+fzi>0 =y, (ang. uniform bond order) (3.8b)
1
m = ge QR <CTTC” - cJr \Cil)os (magnetyzacja AF) (3.8¢)
gdzie érednie (...)o = (Pol|...|¥p) obliczane sa z uzyciem stanéw jednoczastkowych

Uy (patrz rozdziat a doktadniej row. i wezesniejsze wyjasnienia). Przez
wektor Q rozumiemy wektor (7, 7), natomiast R; numeruje kolejne wezly sieci. Stad
sens wyrazu ¢’ QR jest taki, ze przyjmuje on naprzemiennie +1 oraz —1 podczas
przesuwania sie po kolejnych weztach wzdtuz osi OX lub OY.

Aby zdiagonalizowa¢ Hamiltonian Huyr nalezy zdiagonalizowa¢ macierz M
(3.6). Dostajemy cztery energie wlasne:

£/ (& — )2 + (Aame)?, (3.9a)
=/ (& + )2 + (Do), (3.9b)

b= \Jeb+ A2, (3.10)

Przyjmijmy, ze n < 1 (przypadek n > 1 sprowadza sie do n < 1 przez przyjecie, ze
w ukladzie poruszaja sie nie elektrony, ale dziury). Wtedy zajete beda tylko stany
z dolnego podpasma (z E7, i E5, ). Stad energia podstawowa E,; dana bedzie prze

+
Eix

+
Esx

przy czym:

1 1, _ 3

E= ; (B + Eq) + 1957 (A% +x?) +2g5Jm? - pud + Ud>. (3.11)
Minimalizujac energi¢ podstawowa F, kolejno ze wzgledu na: érednie z ope-

ratoréw (A, x, m), liczbe podwéjnych obsadzen d? oraz potencjal chemiczny g,

dostajemy uktad pieciu réwnan:

1 1 1
A = —— Ayl — + — 12
AA g : d(E1k+E1k)’ (3.122)
Sk + 1
= 3.12b
R R ] (3.120)
,A -
m = _L af gk M+§ktu _ 1 (aEg agt+8EgagS)7(3,12C)
2N 7 & ES, 4AgsJ \ Ogr Om  Ogs Om
1 (0E, 8gt aEg 895)
0 = U+— 3.12d
+A(8gt o2 " 0. O (3-12d)
1 §k—p Skt p
§ = —-— ZA 12
A%: T d( B Ey ) (312€)

ktory nalezy rozwiazywaé numerycznie. Wyniki numeryczne dla tego przypadku
oméwimy w dalszej czeéci pracy razem z tymi otrzymanymi dla metody SGA.

*Wyraz ,—ud” we wzorze wzial si¢ stad, ze wprowadzajac do réwnan potencjat chemiczny
dodali$my ,reka” do Hamiltonianu wyraz ,,—Apun”. Obliczajac jednak energie Ey, w celu zachowania
zgodnoéci, musieliSmy odjaé z powrotem ten wyraz, co w polaczeniu z wyrazem ,—Ap” z dato
»—Apd” | gdzie § = 1 — n. Dzielac nastepnie przez A dostaliSmy wyraz ,—ud”.
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3.2 Podejscie SGA

Zgodnie z idea przyblizenia SGA opisang w[L.5} modyfikujemy Hamiltonian efek-
tywny H off dodajac do niego czynniki Lagrange’a, po jednym dla kazdego ta-
kiego operatora, ze Hamiltonian zalezy zaréwno od tego operatora, jak i od sredniej
z tego operatora. W rozwazanym przypadku, dla modelu t—J-U, beda to: A, x, m
oraz n. Dostajemy:

Hy = Hop— A (A= A) =\ (X = X) = A (72 = m) = A\u(72 = ). (3.13)

Podobnie jak w punkcie poprzednim stosujemy przyblizenie pola $redniego (MF)
i przechodzimy do przestrzeni odwrotnej. Dostajemy:

Hy pp= Y Ol My 0y + zAgsJ (A% +x?) +2AgsJm® = Ap + AU+
K

(3.14)
+AAMAA + 4AN X + ANy — AN,
gdzie Zk, oznacza sumowanie po polowie strefy Brillouina. Ponadto:
\Illt = (éLT é*kl éLJrQT é*kJrQl) ) (3.15&)
N of r
U = (g Gear fhaq); (3.15b)
oraz:
ek MVk+An —Aank - Aamk ~Aof = 3Am 0
Mk _ —Ad Nk — )\Ank —Ex t+ U+ >\X’yk + )\n 0 —Aaf - %)\m
~Au - A 0 ek~ HFAMNK A DAame+tAank |
0 —Aaf - %/\m Adnk+)\A77k 5k+ﬂ_)\x7k+)\n
(3.16)

gdzie wprowadzono potencjatl chemiczny p poprzez dodanie do Hamiltonianu wyrazu
»—Aun’. Poréwnujac macierz My z (3.6) mozna zauwazy¢, ze macierze te majq taka
sama strukture, a zmienione zostaty jedynie wspolczynniki:

3
Ek = Ek— Ak = —(gtt+ ggs']X_/\x)’Ylm (3.17a)
o=t A, (3.17b)
1 1
Aaf - Aaf'i‘ 5)\m = 293Jm + 5)\7)’17 (3170)
3
Ay — Ag+Aa= ggsJA"‘)\A? (3.17d)

gdzie skorzystano z wzoréw (3.7a)—(3.7¢). A, x oraz m zdefiniowane jest w (3.8b|)—
(13.8¢). Oznacza to, ze wartosci wlasne macierzy My beda takie same jak macie-

rzZy :

+
Elk

+
E2k

£/ (& — )2 + (Aame)?, (3.18a)
/(G + )2+ (Aame)?, (3.18b)

e =\/eq + AL, (3.19)

przy czym:
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tyle tylko, ze nalezy uzy¢ przedefiniowanych wspotczynnikdw —.

Tworzymy wielki potencjal termodynamiczny (patrz (1.49)), przy czym z powo-
du, ze funkcjonal ten zdefiniowany jest dla niezerowej temperatury, trzeba uwzgled-
ni¢ wszystkie cztery energie Efy i E3, a nie tylko te odpowiadajace nizszemu pod-
pasmu. Dostajemy:

Flsany oL S (1 + e PEi) £ A (AAAA + AN X + A — Ap) +
k,ie{1,2}
sef{+-} (3.20)

3
P A (ngj (A2 +X?) + 2g,Jm? - 1§ + Ud2) .
Minimalizacja funkcjonatu po érednich z operatoréw (A, x, m), po wszystkich wpro-

wadzonych polach molekularnych (Aa, Ay, A, An), po $redniej z liczby podwéjnych
obsadzen d? oraz po potencjale chemicznym p daje nam kolejno 9 réwnan:

OFS
_4)\A—ggsJA . Z 3 i (). ot
kzs
3  OFS,
S = g Z S5 (B, (3.21b)
2 kls X
_ aE aEfk ags aE@k agt)
o = kzzjs ( 8gs om dg: Om f(Ey), (3.21c)
1O
X G (G.21a)
kzs
1 OFE?
T Z Zkf( k) (3.21¢)
k,z,s
1 ,8Ek
. i : 21f
" Akzs a)‘ f( ) (3 )
1 /8E
S Z Zk i), (3.21g)
kzs
U = — i ik 99t s .
Akzi:s (ags Od? " dgy od2 f( zk)a ( )
1 OFE? |
e oy | (Fi) (3.211)
kzs

gdzie suma k przebiega po polowie strefy Brillouina, i € {1,2}, natomiast s € {+,—}.
Powyzsze réwnania rozwiazuje sie numerycznie.

3.3 Przyjete zalozenia
Rozwiazywano uklad réwnan (3.12b)—(3.12¢]) oraz (3.21a)—(3.21i) dla dwuwy-

miarowej sieci kwadratowej, przy uwzglednieniu jedynie najblizszych sasiadow.
Wybrano takie jednostki dlugosci i energii, aby odlegto$¢ miedzy weztami wy-
nosila a = 1 oraz warto$¢ calki przeskoku miedzy najblizszymi sasiadami ¢ = 1[]

*Patrz uwagi w podrozdziale
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Dla celéw obliczen przyjeto, ze temperatura T uktadu wynosi tyle, ze 8 = 500,
natomiast liczba wezléw siatki wynosi A = 10242 (dla przypadku GA) lub A = 5122
(dla przypadku SGA), chyba ze zaznaczono inaczej.

3.4 Uzyte metody

Uktady réwnan rozwigzywano numerycznie przy uzyciu programu napisanego
w C++ przy uzyciu bibliotek GNU Scientific Library (GSL) v. 1.14., a doklad-
niej przy uzyciu biblioteki gsl _multiroots.h. Wszystkie obliczenia wykonywane
byly z podwdjna precyzja (typ danych double jezyka C++). Do niektérych zadan ana-
litycznych, takich jak np. obliczanie pochodnych czastkowych wspétczynnikéw Gut-
zwillera g,, uzywano programu Mathamatica v. 7 for Students. Wykresy byly
wykonywane przy uzyciu programu Gnuplot v. 4.4.

3.5 Wiyniki dla przyblizenia GA

Rozwiazano uktad réwnan (3.12b))—(3.12¢]) (model GA) dla przypadku siatki kwa-
dratowej, dwuwymiarowej. Uzyto nastepujacych parametréw:

e caltka przeskoku miedzy najblizszymi sasiadami ¢ =1,
o J= %t,
e liczba wezléw siatki A = 10242

Na rys. i przedstawiono wykresy przedstawiajace amplitude przerwy nad-
przewodzacej A, magnetyzacji antyferromagnetycznej m, (ang. uniform bond order)
x oraz wartodci liczby podwdjnych obsadzenn d? od wartosci wypelnienia ukladu
dziurami d = 1 -n oraz wartoéci potencjatu odpychania sie elektronéw na weztach U.

Wybrane przekroje wymienionych wykresow zaprezentowane sg na rys. [3.3

Whioski z analizy numerycznej:

Whnioski otrzymane ze szczegdlowej analizy numerycznej sa nastepujace:

(i) Poréwnujac wykresy na rys. mozna zauwazy¢, ze istnieje obszar parametréow
U i 6, dla ktérych istnieje wspolistnienie stanu nadprzewodzacego i antyferromagne-
tycznego (w obszarze tym zaréwno A jak i m — bedace parametrami porzadku dla
odpowiednio stanu SC i AF — sa niezerowe). Widaé przy tym, ze w obszarze, gdzie
m jest niezerowe, odpowiedniemu zmniejszeniu ulega warto$é¢ parametru A (jednak
nie do zera — patrz tez rys. [3.343.5)).

(ii) Wyniki zaprezentowane na wykresie (lewy) sa zgodne z nasza intuicja — dla
duzych wartosci potencjatu odpychania si¢ elektronéw na weztach U liczba podwdj-
nych obsadzen spada do zera. Dla maltych wartosci elektrony wykazuja tendencja do
parowania sie, przy czym dla U — 0 mamy, ze d*> — n?/4. Jest to zwiazane z faktem,
ze dla maltego U podwyzszenie energii zwiazane z parowaniem sie elektronéw nie
jest duze, a dzieki temu roznie liczba nieokupowanych wezléw, ktére umozliwiaja
elektronom wirtualne przeskoki obnizajac tym samym energic calego uktadu.

(iii) Dla malego domieszkowania dziurami (tj. dla 0 > 0) istnieje nieciaglosé para-
metréw porzadku (A, x, m) oraz funkcji podwéjnych obsadzien d? (patrz rys. .
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3.5 Wyniki dla przyblizenia GA
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Rysunek 3.3: Wartos¢ parametrow A, x, m
modelu GA, dlat=1, J= %, B =500, A = 10242

physical quantities

015 02 025 03

hole doping, &

0 0.05 0.1 0.35

Rysunek 3.4: Warto$é parametréw A, x, m
modelu GA, dlat=1, J =3, 8=500, A=1024°
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Rysunek 3.5: Warto$é parametrow A, x, m
modelu GA, dlat=1, J =%, 8=500, A =1024°

oraz d*> w funkcji liczby dziur 6, dla
oraz U =5 (lewy) i U =7 (prawy).
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Rysunek 3.6: Wartosé parametréw A, x, m oraz d* w funkcji U, dla modelu GA, dla
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t=1, J= %, B =500, A =1024% oraz § = 0.01 (lewy) i § = 0.02 (prawy).
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Rysunek 3.7: Wartosé parametréw A, x, m oraz d* w funkcji U, dla modelu GA, dla

t=1, J= %, B =500, A =1024 oraz § = 0.05 (lewy) i § = 0.1 (prawy).
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3.6 Wyniki dla przyblizenia SGA

Rozwiazano uktad réwnan (3.21a)—(3.21i) (model SGA) dla przypadku siatki

kwadratowej, dwuwymiarowej. Uzyto nastepujacych parametréw:

e calka przeskoku miedzy najblizszymi sgsiadami ¢ = 1,
o J= %t,
e liczba wezléw siatki A = 5122,

e odwrotnosé temperatury S = 500,

Na rys. i przedstawiono wykresy przedstawiajace wartos¢é magnetyzacji
m, pola molekularnego [,,,, (ang. uniform bond order) x oraz wartosci liczby podwéj-
nych obsadzen d? od wartoéci wypelienia uktadu dziurami § = 1 —n oraz wartoéci
potencjatu odpychania sie elektronéw na weztach U. Nie przedstawiono wykresu del-
ty nadprzewodzacej od U i §, poniewaz dla przebadanego obszaru byta ona wszedzie
réwna zero. Zakreskowany obszar nie zostal przebadany z powodéw probleméw na-
tury numerycznej — jest to widoczne na rys. (lewym) — dla zbyt duzego § pole
molekularne [,,, gwaltownie rosto i uktad stawal sie nierozwiazywalny przy zadanej
precyzji obliczen.

Whioski z analizy numerycznej:

Na tym etapie naszej analizy numerycznej mozemy wyciggnaé nastepujace wnio-
ski:

(i) Dla przebadanego obszaru (stabego domieszkowania dziurami) delta nadprze-
wodzaca A byta réwna zero z dokladno$cia do precyzji prowadzonych obliczen.
Oznacza to, ze w obszarze tym stan nadprzewodzacy nie jest stanem korzystnym
energetycznie (z dokladnoscia do zastosowanego przyblizenia SGA).

(ii) W przebadanym obszarze, magnetyzacja antyferromagnetyczna m dla przybli-
zenia SGA jest znaczaco silniejsza niz dla wynikalo to z przyblizenia GA (poréwnaj
rys. oraz . 7 definicji m , maksymalna wartos¢ magnetyzacji antyferro-
magnetycznej wynosi %n, gdzie n =1 -9 jest wypelnieniem pasma. Stad z wykresu
wynika, ze dla U > 12 uklad jest praktycznie zupelnie spolaryzowany.

(iii) Zastanawiajace jest, ze po zastosowaniu przyblizenia SGA nie otrzymaliSmy
obszaru, gdzie nadprzewodnictwo byloby stabilnym stanem. Faze nadprzewodzaca
otrzymalidémy natomiast uzywajac przyblizenia GA, dla ktérego przy obliczaniu sta-
nu podstawowego nie uzywa sie wszystkich dostepnych réwnan wiazacych ze soba
parametry ukladu (patrz poczatek podrozdziatu na str. .
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36 Rozdziat 3. Poréwnanie metod GA i SGA dla modelu t-J-U

3.7 Poréwnanie energii swobodnej dla metody GA i SGA

Aby przekonaé sie, ktore przyblizenie opisuje stan podstawowy rozwazanego
uktadu, nalezy poréwnac energie swobodne dla obu metod. Zbadano wiec zaleznosé
energii swobodnej w funkcji domieszki dziur é = 1 — n, dla modelu GA, SGA oraz
dla modelu SGA z ustalong wartosciag magnetyzacji antyferromagnetycznej m = 0.
Wyniki zostaly przedstawione na rys. |3.10

Dostalismy, ze stan z silnym antyferromagnetyzmem w przyblizeniu SGA (por.
rys. jest korzystniejszy energetycznie niz rozwiazanie dla przyblizenia GA. Nie-
pokdj jednak moze budzié nagly spadek energii dla é ~ 0,1, zwlaszcza, ze w tym
obszarze rozwiazywany uklad stawal si¢ numerycznie niestabiln W tym celu wy-
kreslono energie stanu z ustalong magnetyzacja antyferromagnetyczng m = 0. Dla
0 < 0,1 stan ten ma wyzszg energie niz stan z silnym antyferromagnetyzmem. Jednak
dla 6 > 0,1 moze on odgrywa¢ pewna role.

U=20 ——
05 | U=10 eereenes ]
0 L
<
L
5 05}
[}
C
[}
3
2 4t
_15 L
_2 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

hole doping, &

Rysunek 3.10: Poréwnanie wartosci energii swobodnej (na jeden wezel) dla metody
GA, SGA oraz SGA z ustalong warto$cig magnetyzacji antyferromagnetycznej m = 0.
Energie swobodne wykreslono w funkcji domieszki dziur 6 = 1-n dlat =1, J = %,
U €{10,20}, B =500 i A = 1282,

3.8 Podsumowanie

Powyzsze wyniki sa dopiero wstepem do szerszych badan. Przykladowo znane
sa prace [30L BT, B2], w ktérych dowodzi sie, ze do opisu fazy nadprzewodzace]
w ukladach w ktorych wystepuje antyferromagnetyzm, powinno uzywaé sie dwéch
parametréw porzadku. Uwzglednienie tego faktu jest w naszych planach na najbliz-
szg przysztosé. Jego dokladna analiza wykracza bowiem poza ramy nakreslone w tej
pracy.

*Doktadniej dla § 2 0.1 pole molekularne A, ,wybuchato” do nieskoniczonoéci (por. rys. (3.8),
prawy)) co powodowalo pojawienie si¢ trudnosci z uzyskaniem rozwigzania o zadanej precyzji.
y J € y & k! ) yZz)
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Rozdzial 4

Z.akonczenie

Podsumowanie

W niniejszej pracy poréwnano wybrane metody podejscia przyblizonego do ukta-
déw skorelowanych czastek na przykladzie przyblizenia Gutzwillera ( Gutzwiller Ap-
prozimation — GA) oraz, statystycznie konsystentnego przyblizenia Gutzwillera (Sta-
tistically-consistent Gutzwiller Approzimation — SGA). Obie metody podejécia zo-
staly przetestowane na przykladzie modelu Hubbarda oraz modelu t—J-U — dwdch
modeli teoretycznych nadajacych sie zaréwno do opisu uktadéw elektronow w wa-
skich pasmach jak i do opisu sieci optycznych.

Dla modelu Hubbarda podejscie SGA przyniosto nie tylko ilosciows, ale tez ja-
kosciowg zmiane. Zaobserwowano metamagnetyczne zachowanie uktadu dla pewnej
wartosci zewnetrznego pola magnetycznego (zwlaszcza dobrze widoczne dla male-
go domieszkowania dziurami, tj. n < 1 oraz dla duzego potencjatu kontaktowego U
elektronéw na wezle).

Dla modelu t—J—-U w przyblizeniu GA zaobserwowano wspdlistnienie fazy anty-
ferromagnetycznej i nadprzewodzacej. Zastosowanie przyblizenia SGA doprowadzito
do zaniku fazy nadprzewodzacej (zwiazanej z parowaniem singletowym) i umocnie-
nia sie antyferromagnetyzmu.

Inna technika, wykorzystywana przy problemach zwiazanych z wieloma cialami,
sa szeroko rozumiane metody Monte Carlo (nie dyskutowane w tej pracy). Prowa-
dza one wprawdzie do bardzo dokladnych i wiarygodnych wynikéw, jednak uktady
przez nie opisywane sg relatywnie mate. Uzywajac metody GA lub SGA pracujemy
natomiast na uktadach nieskoficzonych}

Dla pewnych szczegdlnych przypadkdéw, takich jak np. n =1 czy brak zewnetrz-
nego pola magnetycznego, wspélczynniki Gutzwillera ulegaja uproszczeniu. Mozna
wtedy dla metod GA i SGA prébowaé cze$ciowo analitycznego podejscia.

Nalezy nadmienié, ze w niniejszej pracy nie wyspecyfikowano w sposéb szcze-
gblny fizyki sieci optycznych. Jednakze otrzymane wyniki beda mialy zasadnicze
znaczenie w analizie wlasnosci sieci optycznych oraz nadprzewodnikéw wysokotem-
peraturowych, co bedzie przedmiotem dalszej naszej pracy.

*W praktyce uklady te sq skoniczone, jednak dzigki periodycznym warunkom brzegowym mozemy
je traktowaé jako nieskonczone — kosztem wprowadzenia obciecia dla wektoréow falowych o dlugosci
mniejszej niz najmniejsza odlegto$¢ miedzy punktami zdyskretyzowanej przestrzeni odwrotnej.



38 Rozdziat 4. Zakonczenie

Plany na przysztosé

Rozwazajac model t—J-U, opierajac sie na [11] [13], wprowadzono do opisu fazy
nadprzewodzacej pojedyncza przerwe nadprzewodzaca. Z [30, BI, 32] wynika na-
tomiast, ze w uktadach gdzie wystepuje antyferromagnetyzm, do opisu fazy nad-
przewodzacej powinno si¢ uzywaé¢ dwoch takich parametréw porzadku. Bytoby wiec
korzystne rozwigzaé¢ model t—J—-U w przyblizeniu SGA raz jeszcze, tym razem jednak
uzywajac dwoch delt nadprzewodzacych: jedna sktadowsg singletowa i jedna tryple-
towa.

Inna droga polepszenia otrzymanych rezultatéw mogloby by¢ uzycie innych wspoéi-
czynnikéw Gutzwillera, np. z pracy N. Fukushimy [33].
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Dodatki

A  Wyrazy trojwezltowe dla modelu t—J
W rozdziale wyprowadziliSmy wzér (1.20):
. R B R
HQ—we;zlowe N PoHoPo + PNH()PN - EPOHleHIPO + EPNHLPOHIPN N

~ Z 2151]61‘0_(1 - ﬁi&)éja’(l - ﬁja—) + Z Ztijél‘tgﬁiﬁéjaﬁja' +U Zﬁmﬁilﬁ-

(i.3).0 (i.3),0 i
242,
= 3 7 (o (1= o) (1= o) = ool o) +
(i.3),0
2t2.
+ 3 = (Rt (1= fjo) (1= 1js) = &1 &l ¢j0¢55) -
(i.3),0

(A1)

zakladajac, ze wklad do sumy maja jedynie wyrazy opisujace przeskoki miedzy dwoma
sagsiadujacymi weztami. Wyprowadzmy teraz poprawki do tego wzoru uwzgledniajac prze-
skoki miedzy trzema sasiadujacymi weztami. Przypomnijmy w tym celu raz jeszcze réwnania

PoHoPy = Y tijel (1-1is)éjo(1-njs), (A.2a)
i#j, 0
PNHOPN = Z tijézaﬁiéé‘jo’ﬁjﬁ +U Z NNy, (A.2b)
i#], 0 A
1 o~ A~ ~o A = 1 R N A KA A ~
-—PHiPNHiPy = -—=| > tiél (1-%is)¢johis Ytk ke Clor(1-Tusr) |, (A20)
U U\ii5lo k+l, o’
1 - &~ & & 4 1 o . .t . L
—PNHI1PoH1Py = —| Y tijé] Rigljo(1-Ris) > thil (1= g )eoriyss |- (A.2d)
U U\ii5o k+l, o’

W powyzszych wzorach sumujemy po 4 indeksach oznaczajacych wezty sieci: i, j, k, [. Aby
uwzgledni¢ przeskoki jedynie miedzy 3 sasiadujacymi weztami, nalezy ustali¢, ze jedna para
indekséw wskazuje na ten sam wezet. W sumach powyzej, mamy zabronione, aby ¢ = j lub
k =1. Zostaja wiec 4 mozliwosci: t =k, i =1, j=k lub j =L

Rozwazmy na poczatek jedynie wzér . Dla kolejnych mozliwodci mamy:

e j+l Ai=klubi#k A j=1— takie przejécia sa zabronione przez zakaz Pauliego,

e i #[ A j=k—takie przejscia mozliwe tylko gdy wezel j jest wspdlnym sasiadem weztéw
i oraz l, w przeciwnym wypadku konieczne bylyby przeskoki miedzy niesgsiadujgcymi
weztami,

e j+k Ai=1[—takie przejécie mozliwe tylko gdy wezet i jest wspolnym sasiadem wezléw
k oraz j, w przeciwnym wypadku konieczne bylyby przeskoki miedzy niesgsiadujgcymsi
weztami.
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Dopuszczalne przeskoki tréjweztowe opisywane przez (A.2d) zilustrowane sa na rys.

a)

e

M- [ ] o[

i 9=k 1 i 9=k 1 i 9=k 1

e

g
I
e

------ LY [ ][

|«

W] [v] pY -l N [1] [
k 1

i=1 1 k i=1 1 k i=1

Rysunek A.1: Przykladowe przeskoki elektronéw opisywane przez wzor - a)
i b) ilustrujg kolejno pierwszy i drugi wyraz pierwszej sumy, natomiast ¢) i d) kolejno
pierwszy © drugi wyraz drugiej sumy. Pozostate mozliwe przeskoki uzyska sie zamieniajgc
spiny 1< .

Odpowiedni Hamiltonian opisujacy takie przejScia ma postaé:

1 o 0~ o~ o -
—EP()HleHlp() (8 wgélowe)

Atiiti [ . R R R R R R R R
- Z Z(]]L (010(1_ni(—,)(l_nj(,)njaclg(l—nl(—,)—c:.f(r(l—nia)c;r,&cj(,clg(l—mg))+
(i,4,1),0
4tijt]”'
+ oy ==

i (éigﬁkamo(l - Rig)ejoije + é*k&ﬁkgajgéigéjoﬁjg), (A.3)
(k,i,75),0

gdzie ¥; ; ;) oznacza sume po wszystkich takich indeksach trzech wezlow, ze wezel j jest
wspolnym sasiadem weztéw ¢ oraz .
Rozwazmy teraz wzor ((A.2d). Dla kolejnych mozliwosci mamy niezerowy wklad:
e j+k A i=I, tylko gdy o =0’ 1gdy wezel ¢ jest wspdlnym sasiadem weztéw j oraz k,
e ik A j=1 tylko gdy o =5’ i gdy wezel j jest wspdlnym sasiadem weztéw i oraz k,
o j£l A i=k, tylko gdy o =5’ i gdy wezel ¢ jest wspOlnym sasiadem wezldéw j oraz I,
e i+l A j=k, tylko gdy o =0’ i gdy wezel j jest wspblnym sasiadem wezléw i oraz [.

Dopuszczalne przeskoki tréjweztowe opisywane przez (A.2d) zilustrowane sa na rys.
Odpowiedni Hamiltonian opisujacy takie przejscia ma postac:

1 o o e 9 At;itrs
= Py Py Py TE ﬂ(éza(l ~ ik Yo iioEia (1 —ﬁja))+
U (ki) U

S T R Atiita (. . 4 o+ R
- %(Cl—o_niécjo'cjﬁczg(l_nka))_ > #(Clanlaci'raci&cja(l_njﬁ))+
(i,7,k), 0 (l,3,5), 0

Atiiti [+ . R . o
+ L(c;rani&(l—n]-g)(lfnj&)clgnl&). (A4)
Giidye U
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Rysunek A.2: Przykladowe przeskoki elektrondw opisywane przez wzor —a) to
przypadek j +k A i =1, b) to przypadek i +k A j=1, ¢) to przypadek j +1 A i =k,
d) to przypadek i +1 A j = k. Pozostale mozliwe przeskoki uzyska sie zamieniajgc spiny

T

Przypomnijmy sprojektowane operatory kreacji, anihilacji oraz liczby czastek, ktére
wprowadziliémy w rozdziale

b, = &l (1-nis), (A.5a)
l;z'a = éio(l - fli&), (A5b)
Vig = Bzggia = ﬁid(l _ﬁi5)7 (A5C)

N aan A \T
a takze operator spinu S; = (Sf, SY, Sf) , dla ktérych definiujemy kolejno:

S‘: = Sf+2§? = éLéu = Z;ZTIA)N, (A6a)
S; = S';I:—ZS'ZJ = é;'riéiT = BL?HT, (A6b)
W1 1

S = §(niT_niL) = 5(%?—%)- (A.6c)

Dla kompletnosci wprowadzmy jeszcze fermionowy operator kreacji i anihilacji czastki przy
zadanym warunku, ze na danym wezle istnieje juz czastka o przeciwnym spinie:

Bl, = & o, (A.Ta)
Bis = Ciohis, (A.7b)
oraz bozonowe operatory podwéjnych obsadzen i braku czastek na wezle:
di = i, (A.8a)
é = (1-nip)(1-ng). (A.8b)

Uzywajac powyzszej notacji, mozna zapisa¢ calty Hamiltonian ¢t-J w przyblizeniu trzy-
wezlowym w zwartej formie:

o ’ . 2t2 I A . oA

HAwertove s Y, + o 3 (b:.fgb]-,, + Bl Bjy+diéj &l &l_¢j5¢i5 — Dighjo + 57 ;’) +
i (B0,

4¢2

LA

> (_ngaj(-,z;kg+z;jg§;frz;k5+Bgoaj(,3kg+gj&s;3kg+

(,4,k), 0
— IA):.[O_dAji)kU - Btréjgéjai)za_ - Biaé;r-o,é;r-a_l;ka + B;rdejékg), (A.9)

7

gdzie przyjeto, ze t;; =t dla i oraz j wskazujacych na sasiadujace wezly.
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B Gestos$¢ standéw i osobliwosci van Hove’a

Rozwazajac sumy typu Yy fk, gdzie fx jest dowolna, dyskretna, wolnozmienng funkcja
zalezng od k, mozna zapisaé (przyblizona) réwnowaznosé (patrz np. [34], §6.3 lub [23] §6.1):

|4
S~ gy [ 1a0dk=v [ o) dk, (B.10)

gdzie V to objetoéé, D wymiar rozwazanego uktadu, (2)? /V jest objetosé przypadajaca na
pojedynczy stan w przestrzeni odwrotnej, natomiast f(k) jest funkeja ciagta, ktéra powstala
poprzez interpolacje dyskretnych wartoéci funkeji fi.. W ostatniej réwnoéci p(k) = (27)~?
nazywamy gestoscig stanow.

Wygodniej jest czasem przedstawi¢ gestos¢ stanéw jako funkcja energii €, zamiast wek-
tora falowego k. W tym celu zapisujemy

V/f(k)p(k)dk:V/g(a)(f p(k)é(s(k)—g)dk) de, (B.11)

p(e)

gdzie g(e(k)) = f(k). Korzystajac z wlasnosci delty Diraca ¢ mozna ostatecznie napisac:

5(k' - k)

p(e(1) = [ p(k)O(() - () = [ pli) =5k (B.12)
Ex’
W punktach, dla ktérych Veyr = 0, gestoéé standéw staje sie nieskoniczona — punkty te
nazywamy osobliwo$ciami van Hove’a.
W ogdlnosci gestosé stanéw moze byé skomplikowana funkcja, ktéra nalezy obliczaé
numerycznie. Na rysunku przedstawiono przypadek dla sieci kwadratowej (D = 2) oraz

kubicznej (D = 3). Przyjeto relacje dyspersji postaci:

eP=2(k) 2t1( cos(kza) + cos(k‘ya)) + 4ty cos(kya) cos(kya), (B.13a)
eP=*(k) = 2t1(cos(kya) +cos(kya) + cos(k.a)) +
+4t2( cos(kya) cos(kya) + cos(kya) cos(k.a) + cos(kya) cos(k.a)), (B.13b)

gdzie a to stala sieci, ¢; catka przeskoku miedzy najblizszymi sasiadami, a t5 miedzy drugimi
najblizszymi sasiadami. Przyjeto a = 1 oraz {t1,t2} = {-1,0} lub {t1,t2} = {—1,% .

025 to/t; = 0.00 —— 0-25 to/t; = 0.00 ——
to/ty = 0.25 oo tolty = 0.25 v
0.2 1 0.2
0.15 | ] 0.15 | D=3
o .s
3 :
[a]
0.1 1 0.1
0.05 t 1 0.05 |
0 0
-10 10 -10
<e>/[t| <e>/[t|

Rysunek B.3: Gestosé standw (DOS) dla sieci kwadratowej (D = 2) (lewy) oraz dla
sieci kubicznej (D =3) dla {t1,t2} = {~1,0} oraz {t1,t2} = {-1,1}.
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C Testy rozwigzan
Rozwigzujac uklad réwnan (2.1a)—(2.1c) oraz (2.6a)—(2.6€), z powodéw ograniczen nu-

merycznych, przyjmowaliémy zazwyczaj § = 500 i L = 1024, méwiac, ze wartosci te sa na
tyle duze, ze uzyskiwane wyniki nie réznia sie znacznie od przypadku 3 = +oco0 i L = +oo.

W dodatku tym oszacujemy blad, jaki popeklialiSmy przyjmujac skonczone wartosci
parametréw 5 =5001 L = 1024. W tym celu rozwiazano uklady réwnan 7 oraz
7 dla przypadku siatki kwadratowej dwuwymiarowej D = 2, dla parametrow
h =0.1, t; = -1, ts = 0.25, n = 0,97, dla réznych wartosci § i A. Wyznaczono zaleznosé
wartosci uzyskiwanych rozwiazan od odwrotnosci 8 1 A — przykladowe wyniki dla potencjatu
chemicznego p zaprezentowane sa na rys. [C.4]1

Prawdziwe wartosci rozwiazan mozna uzyskaé przez ekstrapolacje przechodzac z 1/8 — 0
oraz 1/A — 0. Poréwnujac te wartosci z wartosciami dla 8 = 500 i L = 1024 dostajemy, ze
btad wzgledny powodowany przez przyjecie skonczonych wartoéci 5 i A wynosi odpowiednio
dla metody GA i SGA: 107 i 1076.

-0.37 ‘ 3.455 ‘
-0.375 3.45
0.38 =
' S 3445
10.385 15
3 344
-0.39 E
E 3435
-0.395 <
o
-0.4 3.43
-0.405 ‘ ‘ ‘ ‘ 3.425 ‘ : : :
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
temperature, 1/ temperature, 1/

Rysunek C.4: Wartos¢ potencjalu chemicznego p uzyskana po rozwigzaniu ukliadu

réwnan (2.1d)-(2.1d) (lewy) oraz (2-6d)—(2-6€) (prawy) dla parametréw h = 0.1, t; = -1,
t2=0.25, n=0,97 i L =+A =1024.

-0.4005 ‘ 3.4536 ;
3.4535 |
-0.4006
5 34534 f
-0.4007 S 34533
c
2 34532 ¢
-0.4008 3
g 34531 |
-0.4009 | E 3453}
<
© 34529 f
-0.401 f
3.4528 |
-0.4011 ‘ : ‘ 3.4527 : : ‘
1/1024  1/512 1/256 1/1024  1/512 1/256
inverse side length, 1/L inverse side length, 1/L

Rysunek C.5: Warto$¢ potencjalu chemicznego p uzyskana po rozwigzaniu ukiadu

réwnan (2.1d)-(2.1d) (lewy) oraz (2.6d)—(2-6¢) (prawy) dla parametréw h = 0.1, t; = -1,
ty=0.25, n =097 i 3 = 512.
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