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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacj¦ w j¦zyku Python wybranych algo-
rytmów i struktur danych dla algorytmów bez wag. Zde�niowano wspólny
interfejs dla grafów prostych i multigrafów, oparty na trzech klasach: Edge
(dla kraw¦dzi skierowanych), Graphs i MultiGraph. Stworzono sze±¢ ró»nych
implementacji realizuj¡cych interfejs grafów, ª¡cznie z generatorami pewnych
typów grafów.

W pracy zaimplementowano dwa najwa»niejsze algorytmy przeszukiwa-
nia grafów: przeszukiwanie wszerz i przeszukiwanie w gª¡b. Zaimplemento-
wano dwa ró»ne algorytmy sortowania topologicznego grafów acyklicznych
skierowanych. Pokazano algorytmy wyznaczania skªadowych spójnych grafu
nieskierowanego i silnie spójnych skªadowych grafu skierowanego. Zaimple-
mentowano dwa sposoby wyznaczania domkni¦cia przechodniego, oraz kilka
algorytmów do kolorowania wierzchoªków i kraw¦dzi grafu.

Dla grafów dwudzielnych stworzono implementacj¦ algorytmu sprawdza-
j¡cego dwudzielno±¢ grafu, oraz implementacje trzech algorytmów wyzna-
czania maksymalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych: algorytm ±cie»ek
powi¦kszaj¡cych, algorytm Hopcrofta-Karpa, a tak»e algorytm oparty o me-
tod¦ Forda-Fulkersona.

Ka»demu algorytmowi odpowiada osobna klasa, oraz odpowiedni zestaw
testów jednostkowych, przygotowanych z wykorzystaniem standardowych na-
rz¦dzi wspomagaj¡cych sprawdzanie kodu w Pythonie. Ponadto dla wybra-
nych implementacji wykonano eksperymenty komputerowe sprawdzaj¡ce zgod-
no±¢ rzeczywistej wydajno±ci kodu z przewidywaniami teoretycznymi.

Sªowa kluczowe: grafy, multigrafy, przeszukiwanie wszerz, przeszukiwanie
w gª¡b, sortowanie topologiczne, skªadowe spójne, silnie spójne skªadowe,
grafy dwudzielne, maksymalne skojarzenie, domkni¦cie przechodnie, koloro-
wanie grafu, grafy eulerowskie, grafy hamiltonowskie
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Abstract

Python implementations of selected graph algorithms and data structures
for unweighted graphs are presented. Graphs interface is de�ned which is
suitable for simple graphs and for multigraphs. The interface is based on
three classes: the Edge class (for directed edges), the Graph class, and the
MultiGraph class. Some graph generators are also included.

The algorithms are implemented using a uni�ed approach. There are se-
parate classes devoted to di�erent algorithms. All algorithms were tested by
means of the standard Python unit testing framework. Additional computer
experiments were done in order to compare real and theoretical computatio-
nal complexity.

Two algorithms for traversing of a graph are presented: breadth-�rst se-
arch and depth-�rst search. Two algorithms for �nding a topological ordering
of a dag are shown. Algorithms to compute the connected components of an
undirected graph and to compute the strongly connected components of a
directed graph are presented. There are two algorithms for computing the
transitive closure of a graph, several algorithms for a vertex coloring and for
an edge coloring. There are also algorithms connected with Eulerian graphs
and Hamiltonian graphs.

For the case of bipartite graphs, there are algorithms for bipartiteness
testing and for �nding a maximum bipartite matching: the augmenting path
algorithm, the Hopcroft-Karp algorithm, and the algorithm based on the
Ford-Fulkerson method.

Keywords: graphs, multigraphs, breadth-�rst search, depth-�rst search, to-
pological sorting, connected components, strongly connected components,
bipartite graphs, maximum bipartite matching, transitive closure, graph co-
loring, Eulerian graphs, Hamiltonian graphs
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1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy jest Implementacja wybranych algorytmów dla
grafów bez wag w j¦zyku Python. Praca skupia si¦ na przedstawieniu w przej-
rzysty sposób algorytmów grafowych, ich implementacji w j¦zyku Python,
oraz analizie ich wydajno±ci. Wraz z rozwojem informatyki, oraz jej gªównej
gaª¦zi algorytmiki, coraz szybciej mo»emy oblicza¢ interesuj¡ce nas zagadnie-
nia zwi¡zane z grafami. Przy implementacji algorytmów grafowych niew¡t-
pliwie du»e znaczenie ma w jakim j¦zyku tworzymy implementacj¦. Niektóre
j¦zyki pozwalaj¡ na mniej, b¡d¹ bardziej wydajne implementacje, poprzez
wewn¦trzne optymalizacje zwi¡zane z pami¦ci¡, operacjami na zmiennych,
przechowywaniem danych w ró»nych strukturach, oraz ró»nicami w imple-
mentacji kontenerów w bibliotece standardowej. W pracy zostaª u»yty j¦zyk
Python, który ª¡czy w sobie przejrzysto±¢, czytelno±¢, oraz wydajno±¢ pisa-
nych w nim aplikacji.

Tematyka pracy byªa ju» wcze±niej podejmowana w wielu ksi¡»kach, mi¦-
dzy innymi w klasycznym podr¦czniku Cormena [1], jednak rzadko kiedy
autorzy skupiali si¦ na implementacji w konkretnym j¦zyku programowania.
Cz¦±ciej publikacje maj¡ charakter bardziej teoretyczny i skupiaj¡ si¦ na
matematycznej stronie teorii grafów [2], [3]. Jednym z wyj¡tków jest ksi¡»ka
Sedgewicka, prezentuj¡ca implementacje w C++ [4].

Praca podzielona zostaªa na sze±¢ rodziaªów. Na pocz¡tku zostan¡ omó-
wione podstawowe poj¦cia zwi¡zane z grafami oraz j¦zykiem Python, który
zostaª wykorzystany do przedstawienia implementacji algorytmów. Nast¦pnie
opisane s¡ poj¦cia zwi¡zane z teori¡ grafów, które zostaªy wykorzystane w
ró»nych cze±ciach pracy. W nast¦pnej kolejno±ci znajduje si¦ rozdziaª po±wi¦-
cony algorytmom i ich implementacjom w j¦zyku Python. Praca nie zawiera
dowodów poprawno±ci algorytmów, poniewa» s¡ one znane w literaturze za-
mieszczonej w bibliogra�i. Na ko«cu pracy znajduj¡ si¦ dodatki zawieraj¡ce
kody ¹ródªowe podstawowych klas grafowych, oraz omówienie testów kom-
puterowych. Praca ta oczywi±cie nie wyczerpuje caªo±ci tematu, a stanowi
jedynie solidn¡ baz¦ do dalszej analizy algorytmów grafowych. Przyj¦te kon-
wencje prezentacji algorytmów uªatwiaj¡ zapisywanie, analiz¦, rozumienie i
rozwijanie nowych ideii.

1.1. Grafy

Grafem nazywamy par¦ skªadaj¡c¡ si¦ ze zbioru obiektów (wierzchoªków)
oraz ze zbioru poª¡cze« mi¦dzy tymi obiektami (kraw¦dzie). W celu ozna-
czenia wierzchoªków w gra�e najcz¦±ciej stosowane s¡ liczby naturalne albo
etykiety tekstowe. Kraw¦dzie grafu obrazuj¡ relacje pomi¦dzy jego wierz-
choªkami i cz¦sto posiadaj¡ dodatkowe atrybuty, takie jak waga, kolor lub
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dªugo±¢. Dzi¦ki grafom mo»na ªatwiej analizowa¢ ró»ne relacje i procesy w
ukªadach biologicznych, �zycznych, spoªecznych i informatycznych. Zapisanie
badanego problemu w j¦zyku teorii grafów uªatwia korzystanie ze znanych
rozwi¡za«, dokªadnych lub przybli»onych.

Dziaªem matematyki i informatyki, zajmuj¡cym si¦ badaniem wªasno-
±ci grafów, jest teoria grafów 3. Grafy mo»emy podzieli¢ ze wzgl¦du na typ
kraw¦dzi. W grafach skierowanych kraw¦dzie posiadaj¡ okre±lony kierunek,
jest wierzchoªek pocz¡tkowy i wierzchoªek ko«cowy dla ka»dej kraw¦dzi. W
grafach nieskierowanych kraw¦dzie nie maj¡ okre±lonego kierunku, natomiast
w grafach mieszanych wyst¦puj¡ oba rodzaje kraw¦dzi.

1

2 3

(a) graf skierowany

1

2 3

(b) graf nieskierowany

1

2 3

(c) graf mieszany

Rysunek 1.1. (a) Graf skierowany - kraw¦dzie ª¡cz¡ce wierzchoªki maj¡ okre-
±lony kierunek. (b) Graf nieskierowany - kraw¦dzie ª¡cz¡ce wierzchoªki nie
maj¡ okre±lonego kierunku. (c) Graf mieszany - zawiera oba rodzaje kraw¦-

dzi.

1.2. Multigrafy

Multigrafy s¡ uogólnieniem grafów, które cz¦sto jest potrzebne w zasto-
sowaniach. Dopuszcza si¦ istnienie p¦tli (kraw¦d¹ ª¡cz¡ca wierzchoªek z nim
samym) oraz kraw¦dzi wielokrotnych (kilka kraw¦dzi ma ten sam wierzchoªek
pocz¡tkowy i ko«cowy). W pracy b¦dziemy u»ywa¢ nazwy multigraf tylko
tam, gdzie dopuszczalne s¡ p¦tle i kraw¦dzie wielokrotne. W przeciwnym
wypadku b¦dziemy korzysta¢ z nazwy graf lub graf prosty.

1.3. Organizacja pracy

Rozdziaª 1 zawiera wst¦p do pracy magisterskiej. Rozdziaª 2 zawiera
wprowadzenie do j¦zyka Python. Zostaªy w nim przedstawione podstawo-
we struktury danych oraz cechy j¦zyka, które nale»y pozna¢, aby zrozumie¢
implementacje algorytmów. Rozdziaª 3 wprowadza podstawowe poj¦cia z za-
kresu teorii grafów. Do tych poj¦¢ cz¦sto odwoªujemy si¦ w innych cz¦±ciach
pracy. Rozdziaª 4 opisuje zagadnienia zwi¡zane z grafami istotne dla ich im-
plementacji, oraz interfejs u»yty przy tworzeniu obiektów grafów, które pó¹-
niej zostaªy u»yte przy implementacji algorytmów. Rozdziaª 5 przedstawia
opis oraz implementacj¦ wybranych algorytmów grafowych. W rozdziale tym
mo»na równie» napotka¢ uwagi przydatne przy implementacji algorytmów.

1656338154(10)



Rozdziaª 6 jest ostatnim rozdziaªem zawieraj¡cym podsumowanie pracy. Do-
datkowo na ko«cu pracy znajduj¡ si¦ dodatki zawieraj¡ce kod klas grafowych
oraz wyniki testów algorytmów.
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2. Wprowadzenie do Pythona

Python jest obiektowo-zorientowanym j¦zykiem programowania wysokie-
go poziomu [5]. Oznacza to, »e jego skªadnia oraz sªowa kluczowe zostaªy
stworzone tak, aby byªy w jak najwi¦kszym stopniu zrozumiaªe i wygodne
dla czªowieka, a nie dla maszyny. Python zostaª stworzony zgodnie z para-
dygmatem programowania obiektowego (ang. object-oriented programming),
w mniejszym stopniu wspiera równie» programowanie proceduralne i funkcyj-
ne. W j¦zyku tym wszystko jest obiektem, a okre±lone zachowania zdefniowa-
ne dla obiektów nazwane s¡ metodami. Python zawiera rozbudowany zbiór
pakietów nazywany bibliotek¡ standardow¡, który znacz¡co uªatwia wydaj-
ne tworzenie oprogramowania. J¦zyk cechuje czytelna i klarowna skªadnia.
W celu poprawienia czytelno±ci stosowany jest system wci¦¢ do zaznacze-
nia bloku instrukcji. Dla usprawnienia zarz¡dzania pami¦ci¡, oraz eliminacji
trudnych do wykrycia bª¦dów programistycznych, zastosowano automatycz-
ne zarz¡dzanie pami¦ci¡ za pomoc¡ tzw. od±miecania pami¦ci (ang. garbage
collection). J¦zyk posiada typy dynamiczne, czyli zmienne w programie nie
maj¡ okre±lonych typów, natomiast mog¡ przechowywa¢ ª¡cza do obiektów
ró»nych typów. Ten sam kod mo»e by¢ wykorzystywany na ró»nych plat-
formach, poniewa» Python nie jest zale»ny od konkretnego systemu opera-
cyjnego. Interpretery j¦zyka Python dost¦pne s¡ dla wi¦kszo±ci popularnych
systemów operacyjnych.

2.1. Typy i struktury danych

Python posiada wiele wbudowanych typów oraz struktur danych. W pro-
gramie nie ma potrzeby de�niowania typu danej zmiennej, jak w j¦zykach
z typami statycznymi, poniewa» Python jest j¦zykiem dynamicznie typowa-
nym. Rozpoznaje on typy obiektów i przypisuje do zmiennej ª¡cze do obiektu.
Wszystkie zmienne w Pythonie przenoszone s¡ przez referencj¦, a nie przez
warto±¢. Oznacza to, »e funkcja otrzymuje ª¡cze do oryginaªu obiektu, a nie
do jego niezale»nej kopii. Wszystkie operacje wykonane na obiekcie wewn¡trz
funkcji b¦d¡ widoczne po wyj±ciu z funkcji. Oczywi±cie w razie potrzeby mo»-
na ªatwo wykona¢ peªn¡, niezale»n¡ kopi¦ ka»dego obiektu (moduª copy), ale
zwykle nie jest to potrzebne.

2.1.1. Typy proste

W±ród typów prostych mo»na wyró»ni¢ typy numeryczne i tekstowe. Po-
mi¦dzy typami numerycznymi nast¦puje niejawna automatyczna konwersja,
dlatego nie trzeba jawnie konwertowa¢ liczb caªkowitych na liczby zmienno-
przecinkowe. J¦zyk Python jest j¦zykiem silnie typowalnym oznacza to, »e
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tam gdzie niejawna konwersja mogªaby powodowa¢ utrat¦ precyzji albo nie-
jednoznaczno±ci, nale»y samemu dokona¢ jawnej konwersji. Tekst zawieraj¡cy
liczb¦ musi by¢ wi¦c jawnie konwertowany na liczb¦ i odwrotnie, liczba musi
by¢ jawnie konwertowana na tekst. Poni»sza tabelka zwiera typy podstawowe
w Pythonie.

Tabela 2.1. Typy proste w Pythonie.

Typ Opis Przykªad
None obiekt pusty (odpowiednik null) None

bool warto±¢ logiczna True, False

int liczba caªkowita 875, −3
long liczba caªkowita dªuga 123456789000L

�oat liczba zmiennoprzecinkowa 13.128, 2e3

complex liczba zespolona 4+2.5j, −7J
str tekst ' tekst ' , "tekst"

2.1.2. Kolekcje

Kolekcje w Pythonie zostaªy zaprojektowane tak, »eby mo»na byªo je
elastycznie u»ywa¢. Python nie posiada tablicy o staªym rozmiarze tylko
list¦, któr¡ mo»na dowolnie rozszerza¢. Szeroki zbiór kolekcji wbudowanych,
takich jak lista, krotka, zbiór, czy sªownik, umo»liwia bardzo efektywne i
szybkie pisanie programów. W celu u»ycia dowolnej kolekcji wystarczy do
nazwy zmiennej przypisa¢ obiekt kolekcji, co ilustruje przykªad poni»ej.

Listing 2.1. Tworzenie kolekcji.
l i s t a = l i s t ( )
krotka = tup l e ( )
zb i o r = s e t ( )
s lownik = d i c t ( )

Podstawowe kolekcje, które zostaªy u»yte podczas pisania pracy, wraz z
przykªadem u»ycia, prezentuje tabela 2.2.

Tabela 2.2. Kolekcje w Pythonie.

Typ Opis Przykªad
list lista (zmienna dªugo±¢ i zawarto±¢ ) [1, "a", True]

tuple krotka (niezmienna) (1, "a", True)

set zbiór (zmienny) set ([1, "a", True])

frozenset zbiór (niezmienny) frozenset ([1, "a", True])

dict sªownik (zmienny) {'a' : 1.2, 1: True}

2.2. Skªadnia j¦zyka

2.2.1. System wci¦¢

Aby zapewni¢ czytelno±¢ kodu oraz ustandaryzowa¢ sposób pisania pro-
gramów, Python zamiast nawiasów ograniczaj¡cych ({ }) stosuje system wci¦¢.
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Instrukcje ko«cz¡ si¦ wraz z ko«cem linii, chyba »e jawnie zªamiemy wiersz
znakiem uko±nika wstecznego \ (ang. backslash).

Listing 2.2. System wci¦¢ w Pythonie.

for x in xrange ( 2 0 ) :
i f x < 10 :

i f x == 5 :
print "x = 5"

else :
print "x < 10 and x != 5"

else :
i f x == 15 :

print "x=15"
else :

print "x >= 10 and x != 15"

2.2.2. Operatory

Podstawowe operatory logiczne w Pythonie to koniunkcja and oraz alter-
natywa or. Dziaªaj¡ w ten sposób, »e zwracaj¡ warto±¢ ostatniego obliczonego
wyra»enia. W przypadku wyra»enia 1 and 0 or 5 wynikiem b¦dzie 5. Python
posiada równie» operatory porówniania (==, !=, <, >, <=, >=, is), negacji not
oraz zawierania in. Operatory te zwracaj¡ warto±¢ logiczn¡ True lub False.

2.2.3. Komentarze

Kiedy chcemy doda¢ lu¹ne uwagi w kodzie programu, które nie b¦d¡ in-
terpretowane przez interpreter j¦zyka, mo»na u»y¢ jednego z dwóch typów
kometarzy jakie posiada Python: komentarz jednoliniowy lub komentarz wie-
loliniowy. Komentarz jednoliniowy tworzy si¦ przez wstawienie przed zawar-
to±ci¡ komentarza znaku hash (#). Caªy tekst znajduj¡cy si¦ po tym znaku,
a» do ko«ca linii, nie jest interpretowany. Komentarz wieloliniowy tworzy si¦
przez umieszczenie komentarza pomi¦dzy potrójnymi apostrofami ( ''' ) lub
cudzysªowami ("""). Kiedy u»ywamy komentarza wieloliniowego na pocz¡t-
ku moduªu, klasy lub funkcji, to peªni on dodatkowo fukcj¦ dokumentacyj-
n¡. Aby zobaczy¢ opis moduªu, klasy lub funkcji, który stworzyli±my przez
dodanie komentarza wieloliniowego, nale»y skorzysta¢ z atrybutu __doc__.
Python wspiera tak»e automatyczne generowanie dokumentacji dla progra-
mu.

2.3. Instrukcje steruj¡ce

Python, podobnie jak wi¦kszo±¢ j¦zyków programowania, posiada instruk-
cje steruj¡ce przebiegiem wykonania programu. Do podstawowych instrukcji
steruj¡cych opisanych w tym paragra�e nale»¡ p¦tle oraz instrukcje warun-
kowe.
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2.3.1. Instrukcja warunkowa

Python posiada instrukcj¦ warunkow¡ if , która umo»liwia sterowanie
przebiegiem wykonania programu. Jako wyra»enie warunkowe niekoniecznie
musi zosta¢ u»yta warto±¢ logiczna, jak w innych j¦zykach. Ka»da liczba z
wyj¡tkiem zera jest traktowana jako prawda, a zero jako faªsz. W Pythonie
obiekt None, a tak»e puste kolekcje list (), set (), dict () interpretowane s¡ jako
faªsz.

Listing 2.3. Instrukcja warunkowa if w Pythonie.

i f express ion_1 :
i n s t r u c t i o n s

e l i f express ion_2 : # opc jona ln i e
i n s t r u c t i o n s

else : # opc jona ln i e
i n s t r u c t i o n s

2.3.2. P¦tle

Do powtarzania tej samej czynno±ci wiele razy Python udost¦pnia dwa
rodzaje p¦tli, p¦tl¦ while oraz p¦tl¦ for. P¦tla for dziaªa inaczej ni» w innych
j¦zykach. Nie zwi¦kszamy jawnie indeksu iteratora, tylko iterujemy po kolek-
cji obiektów. Fukcja xrange(n) tworzy generator liczb z zakresu od 0 do n− 1,
po którym nast¦pnie przechodzimy. W p¦tlach mo»na równie» zastosowa¢ in-
strukcje break (natychmiastowe wyj±cie z p¦tli) oraz continue (kontynuowanie
p¦tli).

Listing 2.4. P¦tla for od 0 do 9 w Pythonie.

for i in xrange ( 1 0 ) :
i n s t r u c t i o n s

P¦tla while dziaªa podobnie jak w innych j¦zykach. Je±li wyra»enie wa-
runkowe jest prawdziwe, to zawarto±¢ p¦tli jest wykonywana, w przeciwnym
wypadku program nie wykonuje p¦tli.

Listing 2.5. P¦tla while w Pythonie.

while exp r e s s i on :
i n s t r u c t i o n s

2.4. Funkcje

Funkcje w Pythonie de�niujemy za pomoc¡ sªowa kluczowego def. W de-
�nicji funkcji nie podajemy ani zwracanego typu, ani czy w ogóle funkcja
zwraca jak¡± warto±¢. Je±li chcemy, »eby funkcja zwracaªa jak¡± warto±¢,
wewn¡trz funkcji musimy u»y¢ sªowa kluczowego return, a po nim warto±¢,
która ma by¢ zwrócona. Do funkcji mo»emy przekaza¢ tak»e dowoln¡ ilo±¢
argumentów, mo»na równie» stworzy¢ funkcj¦, która przyjmuje nieokre±lon¡
liczb¦ argumentów.
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Listing 2.6. Przykªad funkcji w Pythonie.

def f unc t i on (a , b ) :
return a ∗ b

Wygodn¡ funkcjonalno±ci¡ oferowan¡ przez Pythona s¡ argumenty do-
my±lne dla funkcji. W de�nicji funkcji po nazwie argumentu wystarczy przy-
pisa¢ do niego jego warto±¢ domy±ln¡. Je»eli funkcja zostanie wywoªana bez
danego argumentu, to zostanie mu przypisana jego warto±¢ domy±lna.

Przy wywoªywaniu funkcji mo»emy podawa¢ argumenty w takiej kolej-
no±ci, w jakiej zostaªy podane w de�nicji funkcji, ale mo»na zmieni¢ ich
kolejno±¢ poprzedzaj¡c przekazywan¡ warto±¢ argumentu jego nazw¡ oraz
znakiem równo±ci.

Listing 2.7. Przykªad funkcji z argumentami domy±lnymi.

def f unc t i on ( a=5, b=10):
return a ∗ b

# argument b przyjmuje wartosc domyslna 10
r e s u l t = func t i on (20) # wynik to 200

# argument a przyjmuje wartosc domyslna 5
r e s u l t = func t i on (b=20) # wynik to 100

2.5. Moduªy

Moduªy w j¦zyku Python to pliki z rozszerzeniem .py. Ka»dy moduª po-
winien zawiera¢ odr¦bn¡ funkcjonalno±¢ programu. Moduªy importujemy do
swojego programu za pomoc¡ sªowa kluczowego import. Ka»dy moduª po-
siada atrybut __name__, który w zale»no±ci czy moduª jest uruchomiony
czy te» importowany wewn¡trz jakiego± innego moduªu ustawiany jest jako
warto±¢ "__main__" lub jako nazwa moduªu.

Listing 2.8. Przykªad importowania moduªów w Pythonie.

import impor t l i b
import os , sys
from c o l l e c t i o n s import deque

Kiedy chcemy przejrze¢ zawarto±¢ moduªu mo»emy u»y¢ funkcji dir. Wy-
±wietli ona wszystkie funkcje i klasy dost¦pne w module.

Listing 2.9. Przykªad u»ycia funkcji dir.

>>> import i o
>>> d i r ( i o )
[ ' BlockingIOError ' , ' BufferedIOBase ' , ' BufferedRWPair ' ,
' BufferedRandom ' , ' BufferedReader ' , ' Buf feredWriter ' ,
' BytesIO ' , 'DEFAULT_BUFFER_SIZE ' , ' F i le IO ' , ' IOBase ' ,
' IncrementalNewlineDecoder ' , 'OpenWrapper ' , 'RawIOBase ' ,
'SEEK_CUR' , 'SEEK_END' , 'SEEK_SET' , ' Str ingIO ' ,
' TextIOBase ' , ' TextIOWrapper ' , ' UnsupportedOperation ' ,
'__all__ ' , '__author__ ' , ' __builtins__ ' , '__doc__ ' ,

12

2154796265(16)



'__file__ ' , '__name__' , '__package__ ' , ' _io ' , ' abc ' ,
' open ' ]

2.6. Obiektowo±¢ w Pythonie

Python jest zorientowanym obiektowo j¦zykiem programowania. Wspiera
dziedziczenie, polimor�zm, abstrakcje i enkapsulacje.

2.6.1. Klasy

Klasa to szablon wedªug którego b¦d¡ tworzone obiekty danego typu. Kla-
sy tworzy si¦ za pomoc¡ sªowa kluczowego class, a po nim podajemy nazw¦
klasy. Python posiada tak»e metody specjalne dla klasy, jedn¡ z nich jest
metoda __init__ inicjalizuj¡ca obiekt danej klasy. Metoda ta mo»e posia-
da¢ argumenty, które zostan¡ przekazane do obiektu podczas jego tworzenia.
Ka»da metoda wewn¡trz klasy, je±li nie jest to metoda statyczna, posiada
jako pierwszy argument zmienn¡ self, która jest referencj¡ do obiektu, na
którym wykonywana jest metoda. Pola w klasach nie posiadaj¡ mody�ka-
tora dost¦pu. Wszystkie pola s¡ domy±lnie publiczne i dost¦pne z ka»dego
poziomu.

Listing 2.10. Przykªad deklaracji klasy w Pythonie.

class MyClass :
"""Opis k l a s y . """

def __init__( s e l f ) :
""" I n i c j a l i z a c j a o b i e k t u . """
pass

2.6.2. Obiekty

Obiekty s¡ zwykle instancjami pewnych klas. W obiekcie przechowywane
s¡ atrybuty, do których mo»emy si¦ odwoªywa¢ w trakcje »ycia obiektu. W
Pythonie nie musimy jawnie niszczy¢ obiektu, robi to za nas od±miecacz pa-
mi¦ci, kiedy nie ma ju» »adnych odniesie« do istniej¡cego obiektu. Obiekty w
Pythonie tworzymy w bardzo prosty sposób, poprzez wywoªanie nazwy kla-
sy, z ewentualnymi argumentami. Referencj¦ do obiektu zwykle zapisujemy
w jakiej± zmiennej.

Listing 2.11. Przykªad tworzenia obiektu w Pythonie.

i n s t ance = MyClass ( )

2.6.3. Dziedziczenie

Dziedziczenie jest jedn¡ z cech obiektowo±ci, która pozwala na wspóª-
dzielnie przez klasy funkcjonalno±ci, oraz na omini¦ciu powielania kodu przy

13

3360289667(17)



tworzeniu klas. Python zapewnia bardzo prosty sposób dziedziczenia, wy-
starczy nazw¦ klasy, z której chcemy oddziedziczy¢, umie±ci¢ w nawiasach
po nazwie klasy dziedzicz¡cej.

Listing 2.12. Przykªad dziedziczenia w Pythonie.
class A:

def __init__( s e l f ) :
pass

class B(A) : # k la sa B d z i e d z i c z y z k l a s y A
def __init__( s e l f ) :

pass

Python obsªugie równie» dziedziczenie wielokrotne. Pozwala to na jeszcze
wi¦ksze wspóªdzielenie funkcjonalno±ci przez klasy.

Listing 2.13. Przykªad dziedziczenia wielokrotnego w Pythonie.
class A:

def __init__( s e l f ) :
pass

class B:
def __init__( s e l f ) :

pass

class C(A, B) : # dz i e d z i c z e n i e z k l a s A i B
def __init__( s e l f ) :

pass

2.6.4. Wyj¡tki

Wyj¡tki s¡ bardzo wygodn¡ i nowoczesn¡ metod¡ sygnalizacji bª¦dów i
sytuacji nietypowych w programie. Python wspiera obsªug¦ wyj¡tków. W
Pythonie wyró»niamy kilka typów wyj¡tków: informuj¡ce o bª¦dach skªadni,
wyj¡tki wbudowane oraz de�niowane przez u»ytkownika. Wyj¡tki s¡ obecnie
klasami, a ich instancje s¡ zwykªymi obiektami, które mo»emy przechwyty-
wa¢ i wykonywa¢ na nich pewne operacje. Najcz¦stsz¡ operacj¡ jest pobranie
informacji o bª¦dzie z wyj¡tku. Je±li podczas pisania programu u»yjemy nie-
dozwolonej skªadni j¦zyka, to otrzymamy wyj¡tek SyntaxError.

Listing 2.14. Przykªad bª¦du skªadni w Pythonie.
>>> while True print ' He l l o world '

F i l e "<std in>" , l i n e 1 , in ?
while True print ' He l l o world '

^
SyntaxError : i n v a l i d syntax

Kiedy chcemy zde�niowa¢ wªasny wyj¡tek, wystarczy stworzy¢ klas¦ dzie-
dzicz¡c¡ po klasie Exception.

Listing 2.15. Przykªad tworzenia wyj¡tku w Pythonie.
class MyError ( Exception ) :
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def __init__( s e l f ) :
pass

def __str__( s e l f ) :
return "MyError"

Aby rzuci¢ wyj¡tek, nale»y u»y¢ sªowa kluczowego raise. Je±li otoczymy
segment kodu, w którym u»yto raise, blokiem try, except, to b¦dziemy mogli
przechwyci¢ rzucony wyj¡tek.

Listing 2.16. Przykªad obsªugiwania wyj¡tku w Pythonie.

try :
raise MyError ( )

except MyError as except ion :
print "Exception : " , except ion

2.7. Testowanie

Do tworzenia testów jednostkowych w Pythonie sªu»y moduª unittest .
Podstawowy test wery�kuj¡cy poprawno±¢ dziaªania danej cze±ci programu
nazywamy TestCase. Natomiast grupa TestCase tworzy TestSuite. Do testowania
zale»no±ci, jakie zachodz¡ pomi¦dzy obiektami, u»ywa si¦ funkcji assertEqual,
która sprawdza czy warto±¢ podana w pierwszym argumencie jest identycz-
na z warto±ci¡ podan¡ w drugim argumencie. Do zainicjalizowania pocz¡t-
kowych danych potrzebnych do testów nale»y w klasie testuj¡cej umie±ci¢
metod¦ setUp. Do dziaªa« czyszcz¡cych stosuje si¦ metod¦ tearDown. Nazwy
klas i metod testuj¡cych nale»y tworzy¢ zgodnie z konwencj¡.

Listing 2.17. Przykªad testów w Pythonie.

import un i t t e s t

class TestValue ( un i t t e s t . TestCase ) :

def setUp ( s e l f ) :
s e l f . va lue = 100

def t e s t_ int ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . value , 100)

def test_bool ( s e l f ) :
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f . va lue )

def tearDown ( s e l f ) :
pass

i f __name__ == "__main__" :
un i t t e s t . main ( ) # uruchomienie t e s tow
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2.8. Wydajno±¢

Du»¡ zalet¡ Pythona jest jego wysoka wydajno±¢ w porównaniu z innymi
j¦zykami skryptowymi. Wi¦kszo±¢ podstawowych moduªów Pythona napisa-
na jest w j¦zyku C, dlatego tworzenie nawet du»ych projektów w Pythonie
ma sens. Dla zwi¦kszenia wydajno±ci Python mo»e skompilowa¢ pliki ¹ró-
dªowe do bajtkodu (pliki z rozszerzeniem .pyc) i tym samym przyspieszy¢
ich wykonywanie. Cz¦sto tworzona aplikacja ma pewien krytyczny fragment,
który wystarczy napisa¢ w j¦zyku C/C++, a caª¡ reszt¦ sterowania mo»na
wygodnie budowa¢ w Pythonie.

Przy tworzeniu wydajnych programów przydaje si¦ wiedza o implemen-
tacji danych obiektów wbudowanych, czy mechanizmów Pythona. Z drugiej
strony zamiast polega¢ na intuicji warto przeprowadza¢ testy praktyczne ró»-
nych realizacji oblicze«, aby wybra¢ optymalne rozwi¡zanie. Jest to te» istot-
ne z powodu szybkiego rozwoju j¦zyka i ulepszania wielu jego elementów.
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3. Teoria grafów

W ró»nych podr¦cznikach dotycz¡cych teorii grafów mo»na spotka¢ nieco
ró»ni¡ce si¦ de�nicje, dlatego podamy de�nicje poj¦¢ u»ywanych w niniejszej
pracy. Wiod¡cym ¹ródªem b¦dzie ksi¡»ka Cormena [1].

3.1. Multigrafy skierowane

Multigraf (ang. multigraph) jest to uporz¡dkowana para G = (V,E),
gdzie V to zbiór wierzchoªków (sko«czony i niepusty), a E to wielozbiór
(multizbiór, rodzina) kraw¦dzi. Jest istotne, »e elementy wielozbioru mog¡
si¦ powtarza¢, cho¢ ich kolejno±¢ nie jest ustalona. Kraw¦dzi¡ nazywamy
uporz¡dkowan¦ par¦ (s, t) dwóch wierzchoªków ze zbioru V . Tak okre±lona
kraw¦d¹ jest skierowana z s do t, a multigraf G nazywamy skierowanym. Kra-
w¦d¹ (s, t) jest wychodz¡ca z wierzchoªka s i jest wchodz¡ca do wierzchoªka
t. Wierzchoªek t jest s¡siedni wzgl¦dem wierzchoªka s, je»eli w multigra�e
istnieje kraw¦d¹ (s, t) (relacja s¡siedztwa). P¦tla jest to kraw¦d¹ postaci (s, s).

Multigraf G′ = (V ′, E ′) jest podmultigrafem multigrafu G = (V,E), je»eli
V ′ jest podzbiorem V , oraz E ′ zawiera si¦ w E. Symbole |V | i |E| oznaczaj¡
odpowiednio liczb¦ wierzchoªków i liczb¦ kraw¦dzi multigrafu (z powtórze-
niami). W zapisie z notacj¡ O b¦dziemy dla prostoty pisa¢ V i E.

Stopniem wyj±ciowym wierzchoªka s nazywamy liczb¦ kraw¦dzi wycho-
dz¡cych z s i oznaczamy przez outdeg(s). Stopniem wej±ciowym wierzchoªka
s nazywamy liczb¦ kraw¦dzi wchodz¡cych do s i oznaczamy przez indeg(s).

Lemat o u±ciskach dªoni (multigrafy skierowane): Dany jest multigraf
skierowany G = (V,E). Speªniona jest zale»no±¢∑

s∈V
indeg(s) = |E| =

∑
s∈V

outdeg(s). (3.1)

3.2. Multigrafy nieskierowane

Cz¦sto de�niuje si¦ kraw¦dzie nieskierowane jako dwuelementowe pod-
zbiory zbioru V , np. {s, t}. Mo»na powiedzie¢, »e w wielozbiorze E istniej¡
jednocze±nie dwie kraw¦dzie skierowane (s, t) i (t, s), które s¡ liczone jako
jedna kraw¦d¹ nieskierowana. P¦tla nieskierowana jest wtedy reprezentowa-
na przez (s, s), czy raczej przez maªy wielozbiór {s, s}. Multigraf zawiera-
j¡cy tylko kraw¦dzie nieskierowane nazywamy multigrafem nieskierowanym.
Kraw¦d¹ {s, t} jest incydentna z wierzchoªkami s i t. W multigra�e nieskie-
rowanym relacja s¡siedztwa jest symetryczna.
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3.3. Grafy regularne

Stopie« wierzchoªka deg(s) w multigra�e nieskierowanym jest to liczba
kraw¦dzi incydentnych z wierzchoªkiem s, przy czym p¦tle s¡ liczone po-
dwójnie. Graf regularny stopnia n (inaczej: graf n-regularny) jest to graf
nieskierowany, w którym wszystkie wierzchoªki s¡ stopnia n. Szczególnym
przypadkiem grafów regularnych s¡ grafy kubiczne (grafy 3-regularne). Cie-
kawe grafy kubiczne to graf Wagnera (|V | = 8, |E| = 12) i graf Petersena
(|V | = 10, |E| = 15).

Lemat o u±ciskach dªoni (multigrafy nieskierowane): Dany jest mul-
tigraf nieskierowany G = (V,E). Speªniona jest zale»no±¢∑

s∈V
deg(s) = 2|E|. (3.2)

Jako wniosek otrzymujemy fakt, »e w dowolnym multigra�e nieskierowanym
liczba wierzchoªków o nieparzystych stopniach jest parzysta.

3.4. �cie»ki

�cie»k¡ (drog¡) P z s do t w multigra�e G = (V,E) nazywamy sekwencj¦
wierzchoªków (v0, v1, v2, . . . , vn), gdzie v0 = s, vn = t, oraz (vi−1, vi) (i =
1, . . . , n) s¡ kraw¦dziami z E. Dªugo±¢ ±cie»ki P wynosi n. �cie»ka skªadaj¡ca
si¦ z jednego wierzchoªka ma dªugo±¢ zero. Je»eli istnieje ±cie»ka z s do t, to
mówimy, »e t jest osi¡galny z s. �cie»ka prosta to ±cie»ka, w której wszystkie
wierzchoªki s¡ ró»ne.

3.5. Cykle

Cykl jest to ±cie»ka, w której pierwszy i ostatni wierzchoªek s¡ takie same,
v0 = vn. Cykl prosty jest to cykl, w którym wszystkie wierzchoªki s¡ ró»ne, z
wyj¡tkiem ostatniego. Wydaje si¦, »e w literaturze ±cie»ki typu (s) i (s, t, s)
[multigraf nieskierowany z pojedy«cz¡ kraw¦dzi¡ {s, t}] nie s¡ uwa»ane za
cykle proste. Natomiast multigraf z p¦tl¡ [skierowan¡ (s, s) lub nieskierowan¡
{s, s}] lub ±cie»k¡ (s, t, s) [multigraf nieskierowany z kraw¦di¡ wielokrotn¡
{s, t} lub multigraf skierowany z kraw¦dziami (s, t) i (t, s)] b¦dzie uwa»any
za cykliczny.

Multigraf niezawieraj¡cy cykli prostych nazywamy acyklicznym, a w ±wie-
tle poprzednich rozwa»a« b¦dzie to graf acykliczny. Graf skierowany acyklicz-
ny nazywamy dagiem (ang. directed acyclic graph).

3.6. Spójno±¢

Multigraf nieskierowany jest spójny (ang. connected), je»eli ka»dy wierz-
choªek jest osi¡galny ze wszystkich innych wierzchoªków. Multigraf skierowa-
ny jest silnie spójny (ang. strongly connected), je±li ka»de dwa wierzchoªki s¡
osi¡galne jeden z drugiego.
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3.7. Grafy hamiltonowskie

�cie»ka Hamiltona to ±cie»ka przechodz¡ca przez ka»dy wierzchoªek mul-
tigrafu dokªadnie raz. Cykl Hamiltona jest to cykl prosty przebiegaj¡cy przez
wszystkie wierzchoªki multigrafu dokªadnie jeden raz, oprócz ostatniego wierz-
choªka. Graf hamiltonowski to graf zawieraj¡cy cykl Hamiltona. Graf póªha-
miltonowski to graf zawieraj¡cy ±cie»k¦ Hamiltona.

Problem znajdowania ±cie»ki Hamiltona jest NP-zupeªny. Nieformalnie
mo»na powiedzie¢, »e graf jest hamiltonowski, je»eli tylko ma on odpowiednio
du»o kraw¦dzi w stosunku do ilo±ci wierzchoªków.

3.8. Grafy eulerowskie

�cie»ka Eulera jest to ±cie»ka przechodz¡ca przez ka»d¡ kraw¦d¹ multi-
grafu dokªadnie raz. Cykl Eulera jest to cykl przechodz¡cy przez wszystkie
kraw¦dzie multigrafu dokªadnie jeden raz.Graf eulerowski to graf zawieraj¡cy
cykl Eulera. Graf póªeulerowski to graf zawieraj¡cy ±cie»k¦ Eulera.

Je»eli wszystkie wierzchoªki grafu nieskierowanego maj¡ stopie« parzysty,
to da si¦ skonstruowa¢ cykl Eulera. Je»eli najwy»ej dwa wierzchoªki maj¡
stopie« nieparzysty, to istnieje ±cie»ka Eulera.

Graf skierowany jest eulerowski, je»eli jest silnie spójny, oraz w ka»-
dym wierzchoªku stopie« wchodz¡cy jest równy stopniowi wychodz¡cemu.
Graf skierowany b¦dzie póªeulerowski, gdy wszystkie wierzchoªki z wyj¡tkiem
dwóch maj¡ takie same stopnie wychodz¡ce i wchodz¡ce, w jednym z tych
dwóch wierzchoªków stopie« wychodz¡cy jest o jeden wi¦kszy ni» wchodz¡cy
a w drugim odwrotnie. Algorytm Fleury'ego pozwala na odszukanie cyklu
Eulera w gra�e eulerowskim.

3.9. Drzewa i las

Drzewo (ang. tree) jest to graf prosty nieskierowany, spójny i acykliczny.
Drzewo rozpinaj¡ce (ang. spanning tree) multigrafu G jest to drzewo, które
zawiera wszystkie wierzchoªki multigrafu G i jest podgrafem G. Las jest to
niespójny graf nieskierowany i acykliczny, czy suma rozª¡cznych drzew.

Drzewo ukorzenione jest to drzewo, w którym wyró»niono jeden wierzcho-
ªek, zwany korzeniem (ang. root). Dla dowolnej ±cie»ki prostej rozpoczyna-
j¡cej si¦ od korzenia stosuje si¦ takie poj¦cia, jak przodek, potomek, rodzic
lub ojciec, dziecko lub syn. Kraw¦dzie w drzewie ukorzenionym mog¡ by¢
zorientowane w kierunku od korzenia (drzewo zst¦puj¡ce) lub do korzenia
(drzewo wst¦puj¡ce).

3.10. Grafy dwudzielne

Graf dwudzielny (ang. bipartite graph) jest to graf prosty nieskierowany
G = (V,E), którego zbiór wierzchoªków V mo»na podzieli¢ na dwa rozª¡czne
zbiory V1 i V2 tak, »e kraw¦dzie nie ª¡cz¡ wierzchoªków tego samego zbioru.
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Niech |V1| = r i |V2| = s, czyli |V | = r + s. Je»eli pomi¦dzy wszystkimi
parami wierzchoªków nale»¡cych do ró»nych zbiorów istnieje kraw¦d¹, to taki
graf nazywamy peªnym grafem dwudzielnym Kr,s. Liczba kraw¦dzi dla Kr,s
wynosi |E| = rs.

Twierdzenie: Niech G = (V,E) b¦dzie grafem dwudzielnym i niech V =
V1 ∪ V2 b¦dzie podziaªem wierchoªków G. Je»eli G ma cykl Hamiltona, to
|V1| = |V2|. Je»eli G ma ±cie»k¦ Hamiltona, to ||V1| − |V2|| ¬ 1. Dla grafów
dwudzielnych peªnych zachodz¡ te» implikacje w lewo [6].

3.11. Skojarzenia

Skojarzeniem (ang. matching) w gra�e nieskierowanym G = (V,E) na-
zywamy podzbiór kraw¦dzi M , taki »e kraw¦dzie z M s¡ parami rozª¡cz-
ne (nie maj¡ wspólnych wierzchoªków). Najliczniejszym skojarzeniem (ang.
maximum-cardinality matching) nazywamy ka»de skojarzenie o maksymalnej
liczno±ci. Problem znalezienia najliczniejszego skojarzenia jest w ogólno±ci
do±¢ trudny, cz¦sto rozwarza si¦ go w odniesieniu do grafów dwudzielnych.
W algorytmach korzysta si¦ cz¦sto z poj¦cia ±cie»ki powi¦kszaj¡cej (ang.
augmenting path). Jest to ±cie»ka zawieraj¡ca na przemian kraw¦dzie nale-
»¡ce i nie nale»¡ce do skojarzenia, przy czym ±cie»ka zaczyna si¦ i ko«czy
wierzchoªkami nie pokrytymi w danym skojarzeniu.

Twierdzenie Berge'a o ±cie»kach powi¦kszaj¡cych: Skojarzenie M jest
maksymalne, gdy nie istnieje wzgl¦dem niego »adna ±cie»ka powi¦kszaj¡ca.
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4. Implementacja multigrafów

Na ogóª uwagi o multigrafach dotycz¡ te» grafów, chyba »e osobno wspo-
minamy o grafach.

4.1. Obiekty zwi¡zane z multigrafami

Wierzchoªek: W najprostszej sytuacji wierzchoªki s¡ liczbami caªkowitymi
od 0 do n − 1, gdzie n jest liczb¡ wierzchoªków multigrafu. W implementa-
cjach sªownikowych wierzchoªki zwykle s¡ stringami jednowierszowymi, ale
w ogólno±ci maj¡ by¢ obiektami hashowalnymi (jako klucze w sªownikach) z
pewnym porz¡dkiem umo»liwiaj¡cym sortowanie.

Kraw¦d¹: Kraw¦dzie s¡ instancjami klasy Edge(s, t , weight=1), przy czym
nale»y poda¢ wierzchoªek pocz¡tkowy s, wierzchoªek ko«cowy t, ewentual-
nie wag¦ w. Dla kraw¦dzi edge mamy dost¦p do wierzchoªków za pomoc¡
atrybutów edge.source i edge.target. Kraw¦dzie s¡ skierowane, przy czym grafy
nieskierowane traktuj¡ Edge(s, t) i Edge(t, s) jako t¦ sam¡ kraw¦d¹. Kraw¦dzie
s¡ hashowalne i mo»na je porównywa¢.

Multigraf, graf: Multigrafy s¡ instancjami klasy MultiGraph(n), gdzie n jest
liczb¡ wierzchoªków. Grafy proste s¡ instancjami klasy Graph(n). Interfejs
obu klas jest wspólny, cho¢ inna jest interpretacja atrybutu G.weight(edge).
W implementacjach sªownikowych parametr n jest ignorowany i sªu»y do
zapewnienia kompatybilno±ci z implementacjami macierzowymi. Opcjonal-
nym parametrem klas jest directed=True dla multigrafów skierowanych, oraz
directed=False dla multigrafów nieskierowanych. Domy±lnie tworzone s¡ obiek-
ty nieskierowane (brak parametru directed).

Scie»ka, cykl: �cie»ki i cykle s¡ listami Pythona zawieraj¡cymi kolejne
wierzchoªki.

Drzewo swobodne (nieskierowane): Drzewo swobodne jest grafem pro-
stym nieskierowanym, wi¦c do jego przechowywania mo»na wykorzysta¢ obie
klasy: MultiGraph i Graph.

Drzewo ukorzenione (skierowane): Drzewo ukorzenione powstaje natu-
ralnie w wielu algorytmach, np. w algorytmach przeszukiwania multigrafów.
Wygodnym sposobem przedstawienia takiego drzewa jest sªownik, gdzie klu-
czami s¡ dzieci, a warto±ciami ich rodzic. Rodzicem korzenia jest warto±¢
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None. Innym sposobem przechowywania drzewa ukorzenionego jest klasa dla
grafu prostego skierowanego.

Las: Las drzew swobodnych mo»na przedstawi¢ jako graf prosty nieskiero-
wany, a las drzew ukorzenionych jako sªownik z wieloma korzeniami (lub graf
prosty skierowany).

Skojarzenie: Z de�nicji skojarzenie mo»emy reprezentowa¢ jako zbiór kra-
w¦dzi, przy czym dla kraw¦dzi Edge(s, t) powinien dla jednoznaczno±ci zacho-
dzi¢ warunek s < t (reprezentant kraw¦dzi nieskierowanej).

Inna wydajna reprezentacja to sªownik pair, zawieraj¡cy jako klucze wszyst-
kie wierzchoªki grafu. Je»eli wierzchoªek v nie jest pokryty przez skojarzenie,
to pair [v] = None. Je»eli kraw¦d¹ Edge(s, t) nale»y do skojarzenia, to ustawia-
my pair [ s ] = t oraz pair [ t ] = s. Wykorzystanie pami¦ci wynosi wtedy O(V ).

4.2. Interfejs multigrafów

Dla operacji na multigrafach i grafach prostych zaproponowano interfejs
przestawiony w tabeli 4.1.

4.3. Sposoby reprezentacji grafów

W pracy przygotowano kilka reprezentacji grafów.

� Moduª graphs1 - lista list z bool.
� Moduª graphs2 - lista z listami s¡siedztwa.
� Moduª graphs3 - sªownik ze zbiorami s¡siadów.
� Moduª graphs4 - sªownik z listami s¡siadów.
� Moduª graphs5 - sªownik sªowników z wagami.
� Moduª graphs6 - lista list z wagami.
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Tabela 4.1. Interfejs multigrafów i grafów prostych. G i T s¡ multigrafami,
n jest liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡.

Operacja Znaczenie Metoda
G = MultiGraph(n) multigraf nieskierowany __init__

G = MultiGraph(n, directed=True) multigraf skierowany __init__

G.is_directed() czy jest skierowany is_directed

G.v() liczba wierzchoªków v

G.e() liczba kraw¦dzi e

G.add_node(node) dodanie wierzchoªka add_node

G.del_node(node) usuni¦cie wierzchoªka del_node

G.has_node(node) czy istnieje wierzchoªek has_node

G.add_edge(edge) dodanie kraw¦dzi add_edge

G.del_edge(edge) usuni¦cie kraw¦dzi del_edge

G.has_edge(edge) czy istnieje kraw¦d¹ has_edge

G.weight(edge) liczba kraw¦dzi równolegªych weight

G.degree(node) stopie« wierzchoªka (G nieskierowany) degree

G.indegree(node) stopie« wej±ciowy wierzchoªka indegree

G.outdegree(node) stopie« wyj±ciowy wierzchoªka outdegree

G.iternodes() iterator wierzchoªków iternodes

G.iteredges() iterator kraw¦dzi iteredges

G.iteradjacent(node) iterator wierzchoªków s¡siednich iteradjacent

G.iteroutedges(node) iterator kraw¦dzi wychodz¡cych iteroutedges

G.iterinedges(node) iterator kraw¦dzi przychodz¡cych iterinedges

G.show() wy±wietlanie maªych multigrafów show

G.copy() zwraca kopi¦ multigrafu copy

G.transpose() zwraca multigraf transponowany transpose

G == T porównywanie multigrafów __eq__

G != T porównywanie multigrafów __ne__

G.add_graph(T) dodawanie multigrafów add_graph
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5. Algorytmy i ich implementacje

Istnieje du»a cz¦±¢ problemów informatycznych dla których naturalnym
sposobem reprezentacji s¡ grafy, a metody rozwi¡zywania tych problemów s¡
opisywane przez algorytmy grafowe. W tym rozdziale przedstawimy wybrane
algorytmy dla grafów bez wag. Dla ka»dego algorytmu zamieszczamy jego
implementacj¦ w j¦zyku Python.

5.1. Przeszukiwanie grafów

Dwa podstawowe algorytmy przeszukiwania grafów to przeszukiwanie
wszerz (ang. breadth-�rst search, BFS) i przeszukiwanie w gª¡b (ang. depth-�rst
search, DFS). Pewne algorytmy s¡ mody�kacjami wªa±nie tych dwóch algo-
rytmów.

5.1.1. Przeszukiwanie wszerz (BFS)

Algorytm przeszkuiwania wszerz jest jednym z podstawowych algoryt-
mów operuj¡cych na grafach. Odwiedza wierzchoªki grafu w taki sposób, »e
najpierw zostaj¡ odwiedzone wierzchoªki o miejszej liczbie kraw¦dzi na ±cie»-
ce ª¡czacej je z wierzchoªkiem ¹ródªowym. Algorytm przeszukiwania wszerz
jest cz¦sto wykorzystywany w innych algorytmach, dlatego jego zrozumienie
jest bardzo wa»ne. Dziaªa on zarówno dla grafów skierowanych jak i nieskie-
rowanych.

Dane wej±ciowe: Dowolny multigraf, opcjonalnie wierzchoªek pocz¡tkowy.

Problem: Przeszukiwanie grafu wszerz.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od dowolnego wierzchoªka gra-
fu. Na pocz¡tku wszystkie wierzchoªki grafu oznaczamy jako nieodwiedzo-
ne. Nast¦pnie pocz¡tkowy wierzchoªek wstawiamy do kolejki przechowuj¡cej
wierzchoªki, które jeszcze nale»y odwiedzi¢. Pobieramy wierzchoªki z pocz¡t-
ku kolejki tak dªugo, a» kolejka nie b¦dzie pusta. Dla ka»dego pobranego
wierzchoªka oznaczamy go jako odwiedzony oraz przegl¡damy jego list¦ s¡-
siadów, a s¡siadów jeszcze nieodwiedzonych wstawiamy do kolejki.

Je»eli na pocz¡tku podano wierzchoªek pocz¡tkowy, to algorytm zbada
spójn¡ skªadow¡ zawieraj¡c¡ ten wierzchoªek. W przeciwnym wypadku algo-
rytm b¦dzie przeszukiwa¢ kolejne spójne skªadowe, wybieraj¡c losowy wierz-
choªek z nowej skªadowej spójnej.
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Rysunek 5.1. Kolejno±¢ odwiedzania wierzchoªków w algorytmie przeszuki-
wania wszerz.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu jest uzale»niona jest od sposobu
reprezentacji grafu. Je±li graf jest reprezentowany za pomoc¡ macierzy s¡-
siedztwa, to zªo»ono±¢ czasowa wynosi O(V 2), poniewa» tyle czasu zajmuje
przegl¡danie s¡siadów. Natomiast przy reprezentacji grafu za pomoc¡ list
s¡siedztwa zªo»ono±¢ czasowa wynosi O(V + E).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu wynosi O(V ), poniewa» w pesymistycz-
nym przypadku musimy przechowywa¢ w kolejce wszystkie wierzchoªki jed-
nocze±nie.

Uwagi: Dla algorytmu przeszukiwania wszerz wydajniejsz¡ implementacj¡
jest lista s¡siedztwa.

Listing 5.1. Moduª bfs.

#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# Python Algori thms : Mastering Basic Algori thms in
# the Python Language
# Copyright (C) 2010 by Magnus Lie Het land
#
# ht t p :// p l . w i k i p ed i a . org / w ik i /Przeszukiwanie_wszerz

from c o l l e c t i o n s import deque
from main . s t r u c t u r e s . edges import Edge

class Bfs ( ob j e c t ) :
"""Algorytm przes zuk iwan ia gra fu wszerz . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , k tory b ed z i e
przeszuk iwany . """
s e l f . graph = graph
s e l f . p r ev ious = d i c t ( )
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def run ( s e l f , source=None , pre_action=None , post_act ion=None ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm prze s z k iwan ia wszerz .
Opcjonalnymi argumentami metody j e s t w ie r zcho l ek , od
k torego z o s t an i e ro zpoc z e t e pr ze s zuk iwan ie oraz pre i pos t
akc ja wywolywana d la kazdego w i e r z cho l ka . Wynik zapisywany
j e s t w zmiennej s e l f . p rev ious . """
i f source i s not None : # z source sprawdzamy jeden

s e l f . _v i s i t ( source , pre_action , post_act ion )
else : # bez source sprawdzamy ws z y s t k i e

for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :
i f source not in se l f . p r ev ious :

s e l f . _v i s i t ( source , pre_action , post_act ion )

def _vi s i t ( s e l f , source , pre_action , post_act ion ) :
"""Metoda odwiedzajaca kazdy w i e r z cho l e k . J e s l i
g r a f n ie j e s t spojny z o s t an i e wywolana k i l k a razy . """
queue = deque ( )
s e l f . p r ev ious [ source ] = None
queue . append ( source )
i f pre_action : # po queue . append

pre_action ( source )
while queue :

parent = queue . p op l e f t ( )
for ch i l d in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( parent ) :

i f ch i l d not in se l f . p r ev ious :
s e l f . p r ev ious [ c h i l d ] = parent
queue . append ( ch i l d )
i f pre_action : # po queue . append

pre_action ( ch i l d )
i f post_act ion : # akc ja przy opuszczaniu parent

post_act ion ( parent )

def to_dag ( s e l f ) :
"""Metoda zwracajaca skierowany ac y k l i c z n y g ra f dwudz ie lny
na podstawie l i s t y poprzednikow . """
dag = s e l f . graph . __class__( s e l f . graph . v ( ) , d i r e c t ed=True )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . p r ev ious [ node ] i s not None :
dag . add_edge (Edge ( s e l f . p r ev ious [ node ] , node ) )

return dag

5.1.2. Przeszukiwanie w gª¡b (DFS)

Algorytm przeszkuiwania w gª¡b jest obok algorytmu przeszukiwania
wszerz jednym z podstawowych algorytmów operuj¡cych na grafach. Odwie-
dza wierzchoªki grafu w taki sposób, »e zanim wróci do wierzchoªka, z którego
dany wierzchoªek zostaª odwiedzony, musi przeszuka¢ wszystkie s¡siaduj¡ce z
nim wierzchoªki. Algorytm przeszukiwania w gª¡b jest cz¦sto wykorzystywa-
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ny w innych algorytmach, dlatego jego zrozumienie jest bardzo wa»ne. Dziaªa
on zarówno dla grafów skierowanych jak i nieskierowanych.

Dane wej±ciowe: Dowolny multigraf, opcjonalnie wierzchoªek pocz¡tkowy.

Problem: Przeszukiwanie grafu w gª¡b.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od dowolnego wierzchoªka gra-
fu. Na pocz¡tku wszystkie wierzchoªki grafu oznaczamy jako nieodwiedzo-
ne. Nast¦pnie przechodzimy do pocz¡tkowego wierzchoªka i sprawdzamy, czy
posiada jeszcze nieodwiedzonych s¡siadów. Je±li posiada to przechodzimy
to pierwszego nieodwiedzonego s¡siada i powtarzamy caª¡ procedur¦. Nato-
miast je±li wszyscy s¡siedzi pewnego wierzchoªka t s¡ zbadani, albo nie ma on
s¡siadów, algorytm wraca do wierzchoªka s, z którego t zostaª odwiedzony.

Je»eli na pocz¡tku podano wierzchoªek pocz¡tkowy, to algorytm zbada
spójn¡ skªadow¡ zawieraj¡c¡ ten wierzchoªek. W przeciwnym wypadku algo-
rytm b¦dzie przeszukiwa¢ kolejne spójne skªadowe, wybieraj¡c losowy wierz-
choªek z nowej skªadowej spójnej.

1

2 7 8

3 6 9 12

4 5 10 11

Rysunek 5.2. Kolejno±¢ odwiedzania wierzchoªków w algorytmie przeszuki-
wania w gª¡b.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(V + E) w reprezenta-
cji list s¡siedztwa, na co skªada si¦ pocz¡tkowa inicjalizacja i przechodzenie
po wszystkich s¡siadach ka»dego wierzchoªka. W reprezentacji macierzowej
zªo»ono±¢ wynosi natomiast O(V 2).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu wynosi O(V ), poniewa» w pesymistycz-
nym przypadku, kiedy graf jest ±cie»k¡ zapami¦tujemy poprzednika ka»dego
wierzchoªka.

Uwagi: Dla algorytmu przeszukiwania w gª¡b wydajniejsz¡ implementacj¡
jest lista s¡siedztwa.

Listing 5.2. Moduª dfs.
#!/ usr / b in /python
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# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# Python Algori thms : Mastering Basic Algori thms in
# the Python Language
# Copyright (C) 2010 by Magnus Lie Het land
#
# ht t p :// p l . w i k i p ed i a . org / w ik i /Przeszukiwanie_w_g%C5%82%C4%85b

from c o l l e c t i o n s import deque
from main . s t r u c t u r e s . edges import Edge

class Df s I t e r a t i v e ( ob j e c t ) :
""" I t e r a c y j n y algorytm przes zuk iwan ia gra fu w g l a b . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , k tory b ed z i e
przeszuk iwany . """
s e l f . graph = graph
s e l f . p r ev ious = d i c t ( )

def run ( s e l f , source=None , pre_action=None , post_act ion=None ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm prze s z k iwan ia w g l a b .
Opcjonalnymi argumentami metody j e s t w ie r zcho l ek , od
k torego z o s t an i e ro zpoc z e t e przeszuk iwanie , oraz pre i pos t
akc ja wywolywana d la kazdego w i e r z cho l ka . Wynik zapisywany
j e s t w zmiennej s e l f . p rev ious . """
i f source i s not None : # z source sprawdzamy jeden

s e l f . _v i s i t ( source , pre_action , post_act ion )
else : # bez source sprawdzamy ws z y s t k i e

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :
i f node not in se l f . p r ev ious :

s e l f . _v i s i t ( node , pre_action , post_act ion )

def _vi s i t ( s e l f , source , pre_action , post_act ion ) :
"""Metoda odwiedzajaca kazdy w i e r z cho l e k . J e s l i
g r a f n ie j e s t spojny z o s t an i e wywolana k i l k a razy . """
s tack = deque ( )
s e l f . p r ev ious [ source ] = None
stack . append ( source )
i f pre_action : # po s tack . append

pre_action ( source )
while s tack :

parent = stack . pop ( )
for ch i l d in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( parent ) :

i f ch i l d not in se l f . p r ev ious :
s e l f . p r ev ious [ c h i l d ] = parent
s tack . append ( ch i l d )
i f pre_action : # po s tack . append

pre_action ( ch i l d )
i f post_act ion : # akc ja przy opuszczaniu parent

post_act ion ( parent )

def to_dag ( s e l f ) :
"""Metoda zwracajaca skierowany ac y k l i c z n y g ra f dwudz ie lny
na podstawie l i s t y poprzednikow . """
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dag = s e l f . graph . __class__( s e l f . graph . v ( ) , d i r e c t ed=True )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . p r ev ious [ node ] i s not None :
dag . add_edge (Edge ( s e l f . p r ev ious [ node ] , node ) )

return dag

class DfsRecurs ive ( ob j e c t ) :
"""Rekurencyjny algorytm przes zuk iwan ia gra fu w g l a b . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , k tory b ed z i e
przeszuk iwany . """
s e l f . graph = graph
s e l f . p r ev ious = d i c t ( )

def run ( s e l f , source=None , pre_action=None , post_act ion=None ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm prze s z k iwan ia w g l a b .
Opcjonalnymi argumentami metody j e s t w ie r zcho l ek , od
k torego z o s t an i e ro zpoc z e t e pr ze s zuk iwan ie oraz pre i pos t
akc ja wywolywana d la kazdego w i e r z cho l ka . Wynik zapisywany
j e s t w zmiennej s e l f . p rev ious . """
i f source i s not None :

s e l f . p r ev ious [ source ] = None # be fo r e v i s i t
s e l f . _v i s i t ( source , pre_action , post_act ion )

else :
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f source not in se l f . p r ev ious :
s e l f . p r ev ious [ source ] = None # be fo r e v i s i t
s e l f . _v i s i t ( source , pre_action , post_act ion )

def _vi s i t ( s e l f , source , pre_action , post_act ion ) :
"""Metoda rekurency jn i e odwiedza jaca kazdy w i e r z cho l e k . """
i f pre_action : # akc ja przy we j s c iu do source

pre_action ( source )
for ch i l d in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f ch i l d not in se l f . p r ev ious :
s e l f . p r ev ious [ c h i l d ] = source # be fo r e v i s i t
s e l f . _v i s i t ( ch i ld , pre_action , post_act ion )

i f post_act ion : # akc ja przy opuszczaniu source
post_act ion ( source )

def to_dag ( s e l f ) :
"""Metoda zwracajaca skierowany ac y k l i c z n y g ra f dwudz ie lny
na podstawie l i s t y poprzednikow . """
dag = s e l f . graph . __class__( s e l f . graph . v ( ) , d i r e c t ed=True )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . p r ev ious [ node ] i s not None :
dag . add_edge (Edge ( s e l f . p r ev ious [ node ] , node ) )

return dag

5.2. Sortowanie topologiczne

W rozwi¡zywaniu problemów informatycznych cz¦sto zachodzi potrzeba
posortowania pewnych obiektów wedle liniowego porz¡dku. Przykªadem mo»e
by¢ potrzeba posortowania zada« powi¡zanych ze sob¡ w taki sposób, »eby
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najpierw zostaªo wykonane to, które nie zale»y od »adnego innego, a dopiero
pó¹niej te zadania, które uzale»niaj¡ swoje wykonanie od innych. Z rozwi¡-
zaniem tego problemu przychodzi wªa±nie algorytm sortowania topologicz-
nego. Wierzchoªkami grafu w tym przykªadzie s¡ zadania do wykoniania, a
kraw¦dzie skierowane to powi¡zania pomi¦dzy tymi zadaniami. Procedura
sortowania topologicznego mo»e wykorzystywa¢ do swojego dziaªania zarów-
no algorytm przeszukiwania w gª¡b, albo by¢ wykonana za pomoc¡ usuwania
wierzchoªków niezale»nych grafu, czyli takich, do których nie prowadzi »adna
kraw¦d¹. Dla danego grafu mo»e istnie¢ kilka ró»nych poprawnych rozwi¡za«
problemu sortowania topologicznego.

5.2.1. Sortowanie topologiczne na bazie DFS

Jedn¡ z mo»liwo±ci napisania algorytmu sortowania topologicznego jest
wykorzystanie algorytmu przeszukiwania w gª¡b. W tym celu wystarczy u»y¢
klasycznego algorytmu przeszukiwania w gª¡b i podczas wychodzenia z prze-
tworzonych wierzchoªków umieszcza¢ je na na pocz¡tku listy.

Dane wej±ciowe: Acykliczny graf skierowany (dag).

Problem: Sortowanie topologiczne wierzchoªków dagu.

Opis algorytmu: Algorytm bazuje na algorytmie przeszukiwania grafu w gª¡b.
Dodatkowo podczas opuszczania odwiedzanych wierzchoªków ka»dy z nich
dodajemy na pocz¡tek listy, zawieraj¡cej posortowane topologicznie wierz-
choªki.

Rozpoczynamy od wierzchoªka pocz¡tkowego. Nast¦pnie dodajemy go na
pocz¡tek listy, która przechowuje posortowane topologicznie wierzchoªki i
przechodzimy do dowolnego nieodwiedzonego jeszcze wierzchoªka s¡siaduj¡-
cego z danym. Procedur¦ t¡ powtarzamy tak dªugo, a» dany wierzchoªek nie
posiada nieodwiedzonych s¡siadów. Je±li odwiedzili±my wszystkie wierzchoªki
s¡siaduj¡ce z danym wierzchoªkiem, to wracamy do wierzchoªka z którego ten
wierzchoªek zostaª odwiedzony. Algorytm ko«czy si¦ w momencie, w którym
nie ma ju» »adnych nieodwiedzonych wierzchoªków. Otrzyman¡ lista zawiera
wierzchoªki posortowane topologicznie.

Przykªad: Wynik dziaªania algorytmu dla grafu poni»ej to lista wierzchoª-
ków w kolejno±ci [1, 2, 3, 4, 5] lub [1, 3, 2, 4, 5] (dwa rozwi¡zania).

1

2

3

4 5

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi tyle samo, co dla algoryt-
mu DFS, czyli O(V + E) dla reprezentacji list s¡siedztwa lub O(V 2) dla
reprezentacji macierzowej.
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Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu wynosi O(V ), czyli równie» tyle samo
co dla algorytmu DFS.

Listing 5.3. Moduª topsort_dfs.

#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# Wprowadzenie do algorytmow
# Cormen Thomas H. , Le i serson Char les E. ,
# Rives t Ronald , S te in C l i f f o r d
#
# ht t p :// en . w i k i p ed i a . org / w ik i / Topo log i ca l_sor t ing

from main . a lgor i thms . d f s import DfsRecurs ive

class Topo log ica lSor tUs ingDfs ( ob j e c t ) :
"""Algorytm sortowania t opo l o g i c zn e go wykorzys tu jacy
a lgorytm d f s . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , k torego
w i e r z c h o l k i zos tana przeszukane . """
s e l f . graph = graph
s e l f . o rder = l i s t ( )

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm sortowania
t opo l o g i c zne go . Wynik z o s t an i e zap i sany w
zmiennej s e l f . order . """
DfsRecurs ive ( s e l f . graph ) . run (

post_act ion=lambda node : s e l f . o rder . append ( node ) )
s e l f . o rder . r e v e r s e ( )

5.2.2. Sortowanie topologiczne na bazie usuwania wierzchoªków
niezale»nych

Inn¡ mo»liwo±ci¡ zaimplementowania sortowania topologicznego jest stop-
niowe usuwanie wierzchoªków, które nie posiadaj¡ kraw¦dzi wchodz¡cych
wraz z kraw¦dziami, które z nich wychodz¡.

Dane wej±ciowe: Acykliczny graf skierowany (dag).

Problem: Sortowanie topologiczne wierzchoªków dagu.

Opis algorytmu: Rozpoczynamy od stworzenia zbioru A wszystkich wierz-
choªków o stopniu wchodz¡cym 0, czyli takich, do których nie prowadzi »adna
kraw¦d¹. Nast¦pnie wyci¡gamy dowolny wierzchoªek ze zbioru A, dodajemy
go do listy wierzchoªków posortowanych topologicznie i przechodzimy po jego
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s¡siadach, usuwaj¡c kraw¦dzie ich ª¡cz¡ce z grafu. Je±li do s¡siada nie pro-
wadzi »adna kraw¦d¹, to dodajemy ten wierzchoªek do zbioru A. Algorytm
powtarzamy, a» w zbiór A stanie si¦ pusty.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(V +E) dla reprezentacji
list s¡siedztwa lub O(V 2) dla reprezentacji macierzowej.

Listing 5.4. Moduª topsort_edges.

#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# Wprowadzenie do algorytmow
# Cormen Thomas H. , Le i serson Char les E. ,
# Rives t Ronald , S te in C l i f f o r d
#
# ht t p :// en . w i k i p ed i a . org / w ik i / Topo log i ca l_sor t ing

class Topologica lSortThroughEras ingEdges ( ob j e c t ) :
"""Algorytm sortowania t opo l o g i c zn e go wykorzys tu jacy
usuwanie wierzcho lkow n i e za l e znych . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , k torego
w i e r z c h o l k i zos tana przeszukane . """
s e l f . graph = graph
s e l f . o rder = l i s t ( )

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm sortowania
t opo l o g i c zne go . Wynik z o s t an i e zap i sany w
zmiennej s e l f . order . """
i nedges = d i c t ( ( node , 0) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
Q = se t ( )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

inedges [ edge . t a r g e t ] += 1
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f i nedges [ node ] == 0 :
Q. add ( node )

while Q:
source = Q. pop ( )
s e l f . o rder . append ( source )
# usuwanie ws z y s t k i c h zewnetrznych krawedz i
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

inedges [ t a r g e t ] −= 1
i f i nedges [ t a r g e t ] == 0 :

Q. add ( t a r g e t )

5.3. Spójno±¢

De�nicje zwi¡zane ze spójno±ci¡ grafów zostaªy podane w rozdziale 3.6.
Dla grafu nieskierowanego wyznacza si¦ skªadowe spójne. Mo»na to zrobi¢
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ªatwo i szybko, wi¦c nie warto rezygnowa¢ ze sprawdzenia spójno±ci niezna-
nego grafu, szczególnie w algorytmach wymagaj¡cych spójnego grafu. Do
znajdowania skªadowych spójnych mo»na wykorzysta¢ BFS lub DFS, gdzie
sukcesywnie b¦dziemy eksplorowa¢ kolejne skªadowe. Je»eli struktura grafu
ma si¦ zmienia¢ dynamicznie, to lepszym rozwi¡zaniem jest skorzystanie ze
struktury danych zbiorów rozª¡cznych.

Dla grafów skierowanych wyznacza si¦ silnie spójne skªadowe, co jest kla-
sycznym zastosowaniem DFS [1].

5.3.1. Skªadowe spójne w grafach nieskierowanych

Algorytm znajdowania skªadowych spójnych grafu jest kolejnym algoryt-
mem, który opiera si¦ na algorytmie DFS bad¹ BFS. Wykorzytujemy w nim
fakt, »e algorytm DFS i BFS odwiedzaj¡ wszystkie wierzchoªki w skªadowej
spójnej grafu.

Dane wej±ciowe: Graf nieskierowany G.

Problem: Wyznaczenie skªadowych spójnych G.

Opis algorytmu: Dla dowolnego wierzchoªka uruchamiamy algorytm BFS
lub DFS, a odwiedzone wierzchoªki zaznaczamy jako nale»¡ce do jednej skªa-
dowej spójnej. Je»eli pozostan¡ jeszcze jakie± nieodwiedzone wierzchoªki gra-
fu, to czynno±ci powtarzamy, zaznaczaj¡c przynale»no±¢ wierzchoªków do
innej skªadowej spójnej.

Przykªad: Wynik dziaªania algorytmu dla grafu poni»ej s¡ dwa zbiory wierz-
choªków [1, 2, 3] oraz [4, 5, 6].

1

2

3 4

5

6

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa wynosi tyle samo, co dla algorytmu DFS.

Listing 5.5. Moduª cc.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# Wprowadzenie do algorytmow
# Cormen Thomas H. , Le i serson Char les E. ,
# Rives t Ronald , S te in C l i f f o r d

from main . a lgor i thms . b f s import Bfs
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from main . a lgor i thms . d f s import Df s I t e r a t i v e

class ConnectedComponents ( ob j e c t ) :
"""Algorytm wyszukiwania spojnych sk ladowych gra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( "Graf j e s t skierowany . " )
s e l f . graph = graph
s e l f . connected_components = [ ]

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm . Wynik przechowywany
j e s t w zmiennje s e l f . connected_components . """
v i s i t e d = se t ( )
d f s = D f s I t e r a t i v e ( s e l f . graph )
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f source in v i s i t e d :
continue

component = s e t ( )
d f s . run ( source , pre_action=lambda node : component . add (

node ) )
s e l f . connected_components . append ( component )
v i s i t e d . update ( component )

class ConnectedComponentsBFS :
"""Algorytm wyszukiwania spojnych sk ladowych gra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( "Graf j e s t skierowany . " )
s e l f . graph = graph
s e l f . connected_components = d i c t (

( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
s e l f . n_cc = 0

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm . Wynik przechowywany
j e s t w zmiennje s e l f . connected_components . """
a lgor i thm = Bfs ( s e l f . graph )
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . connected_components [ source ] i s None :
a lgor i thm . run ( source , pre_action=lambda

node : s e l f . connected_components . __setitem__(
node , s e l f . n_cc ) )

s e l f . n_cc += 1

class ConnectedComponentsDFS :
"""Algorytm wyszukiwania spojnych sk ladowych gra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( "Graf j e s t skierowany . " )
s e l f . graph = graph
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s e l f . connected_components = d i c t (
( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )

s e l f . n_cc = 0

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm . Wynik przechowywany
j e s t w zmiennje s e l f . connected_components . """
d f s = D f s I t e r a t i v e ( s e l f . graph )
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . connected_components [ source ] i s None :
d f s . run ( source , pre_action=lambda

node : s e l f . connected_components . __setitem__(
node , s e l f . n_cc ) )

s e l f . n_cc += 1

5.3.2. Silnie spójne skªadowe w grafach skierowanych

Algorytm wyszukiwania silnie spójnych skªadowych opiera si¦ na podwój-
nym zastosowaniu algorytmu DFS dla przekazanego grafu oraz dla grafu
transponowanego w stosunku do niego.

Dane wej±ciowe: Graf skierowany G.

Problem: Wyznaczenie silnie spójnych skªadowych G.

Opis algorytmu: Na pocz¡tku wykonujemy algorytm DFS w celu wyzna-
czenia czasów przetworzenia wierzchoªków grafu G = (V,E). Nast¦pnie wy-
konujemy algorytm DFS dla grafu transponowanego GT = (V,ET ) (kraw¦-
dzie maj¡ odwrócone kierunki), przy czym rozwa»amy wierzchoªki w kolejno-
±ci malej¡cych czasów przetworzenia z pierwszego etapu. Otrzymane drzewa
przeszukiwania w gª¡b reprezentuj¡ szukane silnie spójne skªadowe.

Przykªad: Wynik dziaªania algorytmu dla grafu poni»ej s¡ trzy zbiory wierz-
choªków [a, b, c], [f, g] oraz [c, d, h].

a b c d

e f g h

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(V +E) dla reprezentacji
list s¡siedztwa, poniewa» dwa razy wykonywany jest algorytm DFS.

Listing 5.6. Moduª scc.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
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#
# Wprowadzenie do algorytmow
# Cormen Thomas H. , Le i serson Char les E. ,
# Rives t Ronald , S te in C l i f f o r d

from main . a lgor i thms . d f s import DfsRecurs ive

class StronglyConnectedComponents ( ob j e c t ) :
"""Algorytm wyszukiwania s i l n i e spojnych sk ladowych
d la gra fu skierowanego gra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem . """
s e l f . graph = graph
s e l f . s c c = [ ]

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm . Wynik przechowywany
j e s t w zmiennje s e l f . scc . """
process ing_order = [ ]
d f s = DfsRecurs ive ( s e l f . graph )
# uzyc i e post_act ion
d f s . run (

post_act ion=lambda node : proces s ing_order . append ( node ) )
process ing_order . r e v e r s e ( )
d f s = DfsRecurs ive ( s e l f . graph . t ranspose ( ) )
v i s i t e d = se t ( )
for source in process ing_order :

i f source in v i s i t e d :
continue

component = s e t ( )
d f s . run ( source ,

pre_action=lambda node : component . add ( node ) )
s e l f . s c c . append ( component )
v i s i t e d . update ( component )

class StronglyConnectedComponents2 :
"""Algorytm wyszukiwania s i l n i e spojnych sk ladowych
d la gra fu skierowanego gra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem . """
i f not graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( "graph i s not d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . s c c = d i c t (

( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
s e l f . n_scc = 0

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm . Wynik przechowywany
j e s t w zmiennje s e l f . scc . """
d f s = DfsRecurs ive ( s e l f . graph )
process ing_order = [ ]
# uzyc i e post_act ion
d f s . run (

post_act ion=lambda node : proces s ing_order . append ( node ) )
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process ing_order . r e v e r s e ( )
d f s = DfsRecurs ive ( s e l f . graph . t ranspose ( ) )
for source in process ing_order :

i f s e l f . s c c [ source ] i s None :
d f s . run ( source , pre_action=lambda

node : s e l f . s c c . __setitem__(node , s e l f . n_scc ) )
s e l f . n_scc += 1

5.4. Skojarzenia w grafach dwudzielnych

Poj¦cie grafu dwudzielnego zostaªo zde�niowane w rozdziale 3.10, do-
tycz¡cym teorii grafów. Jednym z problemów zwi¡zanych z dwudzielno±ci¡
grafów jest odpowied¹ na pytanie, czy dany graf jest grafem dwudzielnym. W
rozdziale tym zostanie omówiony algorytm sprawdzania dwudzielno±ci grafu,
oparty na algorytmie przeszukiwania wszerz, oraz trzy algorytmy znajdowa-
nia najwi¦kszego skojarzenia w gra�e dwudzielnym. Skojarzenia zde�niowano
w rozdziale 3.11.

5.4.1. Sprawdzanie dwudzielno±ci grafu na bazie BFS

Sprawdzanie dwudzielno±ci grafu za pomoc¡ algorytmu przeszukiwania
wszerz polega na stopniowym przechodzeniu wierzchoªków i nadawaniu im
kolorów niebieskiego albo czerwonego w taki sposób, »eby dwa s¡siednie
wierzchoªki nie miaªy tego samego koloru.

Dane wej±ciowe: Graf skierowany lub nieskierowany G.

Problem: Sprawdzenie, czy graf G jest grafem dwudzielnym, oraz pokolo-
rowanie wierzchoªków w przypadku grafu dwudzielnego.

Opis algorytmu: Algorytm bazuje na algorytmie przeszukiwania grafu wszerz
BFS. Podczas wykonywania algorytmu BFS przypisujemy ka»demu wierz-
choªkowi kolor czerwony (liczba 1) lub niebieski (liczba -1), w zale»no±ci od
tego, jaki kolor miaª wierzchoªek prowadz¡cy do danego. Kolor zostaje nada-
ny tak, aby nie istniaªa kraw¦d¹ skªadaj¡ca si¦ z wierzchoªków tego samego
koloru. Je±li w gra�e pojawi si¦ taka kraw¦d¹, to graf nie jest grafem dwu-
dzielnym. Wynik dziaªania algorytmu zapisywany jest w zmiennej logicznej
is_bipartite.
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Rysunek 5.3. Przykªad grafu dwudzielnego.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu wynosi O(V ), poniewa» zapa-
mi¦tujemy tylko kolory odwiedzanych wierzchoªków w sªowniku color. Zªo»o-
no±¢ czasowa wynosi tyle samo co dla algorytmu BFS.

Uwagi: Zamiast algorytmu BFS mo»na wykorzysta¢ algorytm DFS. Algo-
rytm dziaªa prawidªowo w przypadku grafów spójnych i niespójnych.

Listing 5.7. Moduª bipartite.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# h t t p :// edu . i−l o . tarnow . p l / i n f / u t i l s /002_roz/ o l022 . php

from c o l l e c t i o n s import deque

class Bipa r t i t e ( ob j e c t ) :
"""Algorytm badajacy dwudz ie lnosc gra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , na ktorym
bed z i e sprawdzana dwudz ie lnosc . """
s e l f . graph = graph
s e l f . i s_b i p a r t i t e = True
s e l f . c o l o r = d i c t (

( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) )

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm sprawdzajacy
dwudz ie lnosc gra fu . Wynik zapisywany j e s t w
zmiennej s e l f . i s_ b i p a r t i t e . """
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . c o l o r [ source ] i s None :
s e l f . _v i s i t ( source )

def _vi s i t ( s e l f , source ) :
"""Metoda odwiedzajaca kazdy w i e r z cho l e k i
nadajaca ko l o ry poszczegolnym wierzcholkom . """
queue = deque ( )
s e l f . c o l o r [ source ] = 1
queue . append ( source )
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while queue :
parent = queue . p op l e f t ( )
for ch i l d in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( parent ) :

i f s e l f . c o l o r [ c h i l d ] i s None :
s e l f . c o l o r [ c h i l d ] = −s e l f . c o l o r [ parent ]
queue . append ( ch i l d )

else : # ch i l d b y l odwiedzony
i f s e l f . c o l o r [ parent ] == s e l f . c o l o r [ c h i l d ] :

s e l f . i s_b i p a r t i t e = False
return

5.4.2. Maksymalne skojarzenie w gra�e dwudzielnym - metoda
Forda-Fulkersona

Sposób wyszukiwania maksymalnego skojarzenia metod¡ Forda-Fulkersona
opiera si¦ na stworzeniu sieci przepªywowej, gdzie waga kraw¦dzi to jeden i
wyszukaniu maksymalnego przepªywu w tej sieci.

Dane wej±ciowe: Spójny nieskierowany graf dwudzielny G.

Problem: Znalezienie najliczniejszego skojarzenia w G.

Opis algorytmu: Algorytm stosuje metod¦ Forda-Fulkersona. Konstruuje-
my sie¢ przepªywow¡ (graf skierowany) G′ = (V ′, E ′) przez dodanie ¹ródªa
s i uj±cia t, V ′ = V ∪ {s, t}. Niech V = V1 ∪ V2 b¦dzie podziaªem grafu
dwudzielnego G. Zbiór kraw¦dzi skierowanych budujemy z trzech zbiorów:
E ′ = {(s, u) : u ∈ V1} ∪ {(u, v) : (u, v) ∈ E} ∪ {(v, t) : v ∈ V2}.
Ka»dej kraw¦dzi z E ′ przypisujemy jednostkow¡ przepustowo±¢. Maksymalny
przepªyw znajdujemy metod¡ Forda-Fulkersona. Przepªyw w sieci G′ odpo-
wiada najliczniejszemu skojarzeniu w G.

Przykªad: Wynik dziaªania algorytmu dla grafu poni»ej jest zbiór kraw¦dzi
(1,6), (2,3), (4,7), (5,9), (8,12), (10,11).
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Rysunek 5.4. Maksymalne skojarzenie w gra�e.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(V E).

Listing 5.8. Moduª matching_�.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# Wprowadzenie do algorytmow
# Cormen Thomas H. , Le i serson Char les E. ,
# Rives t Ronald , S te in C l i f f o r d

from main . s t r u c t u r e s . edges import Edge
from b i p a r t i t e import Bipa r t i t e
from f o r d f u l k e r s on import FordFulkerson

class MatchingFordFulkerson :
"""Algorytm zna jdu jacy maksymalne s k o j a r z en i e w g r a f i e
dwudzielnym za pomoca algorytmu Forda Fulkersona . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , w k tory b ed z i e
szukane maksymalne s k o j a r z en i e . """
s e l f . graph = graph
s e l f . pa i r = d i c t (

( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
algor i thm = Bipa r t i t e ( s e l f . graph )
a lgor i thm . run ( )
s e l f . v1 = s e t ( )
s e l f . v2 = s e t ( )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :
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i f a lgor i thm . c o l o r [ node ] == 1 :
s e l f . v1 . add ( node )

else :
s e l f . v2 . add ( node )

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm szukania maksymalnego
s k o j a r z en i a . Wynik zapisywany j e s t w zmiennej
s e l f . c a r d i n a l i t y oraz s e l f . pa i r . """
s i z e = s e l f . graph . v ( )
# tworzen ie s i e c i przep lywowej
network = s e l f . graph . __class__( s i z e + 2 , d i r e c t ed=True )
s e l f . source = s i z e
s e l f . s ink = s i z e + 1
network . add_node ( s e l f . source )
network . add_node ( s e l f . s ink )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

network . add_node ( node )
for node in s e l f . v1 :

network . add_edge (Edge ( s e l f . source , node ) )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source in s e l f . v1 :
network . add_edge (Edge ( edge . source , edge . t a r g e t ) )

else :
network . add_edge (Edge ( edge . target , edge . source ) )

for node in s e l f . v2 :
network . add_edge (Edge ( node , s e l f . s ink ) )

a lgor i thm = FordFulkerson ( network )
a lgor i thm . run ( s e l f . source , s e l f . s ink )
for source in s e l f . v1 :

for t a r g e t in s e l f . v2 :
i f a lgor i thm . f low [ source ] [ t a r g e t ] == 1 :

s e l f . pa i r [ source ] = ta rg e t
s e l f . pa i r [ t a r g e t ] = source

s e l f . c a r d i n a l i t y = algor i thm . max_flow

5.4.3. Maksymalne skojarzenie w gra�e dwudzielnym - ±cie»ka
powi¦kszaj¡ca

Innym podej±ciem do szukania maksymalnego skojarzenia w gra�e dwu-
dzielnym jest metoda ±cie»ki powi¦kszaj¡cej. Metoda ±cie»ki powi¦kszaj¡cej
polega na stopniowym powi¦kszaniu skojarzenia przez wyszukiwanie tzw.
±cie»ki powi¦kszaj¡cej 3.11.

Dane wej±ciowe: Spójny nieskierowany graf dwudzielny G.

Problem: Znalezienie najliczniejszego skojarzenia w G.

Opis algorytmu: Algorytm bazuje na wyszukiwania ±cie»ki powi¦kszaj¡cej.
Czynno±¢ szukania ±cie»ki powi¦kszaj¡cej powtarzamy a» do momentu, kiedy
nie uda si¦ znale¹¢ »adnej ±cie»ki. Wtedy ko«czymy dziaªanie algorytmu.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa wynosi O(V E).
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Listing 5.9. Moduª matching_ap.

#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# h t t p :// wazniak .mimuw. edu . p l / index . php? t i t l e=
# Zaawansowane_algorytmy_i_struktury_danych/Wyklad_7

from b i p a r t i t e import Bipa r t i t e
from main . s t r u c t u r e s . edges import Edge

class MatchingUsingAugmentingPath ( ob j e c t ) :
"""Algorytm zna jdu jacy maksymalne s k o j a r z en i e w g r a f i e
dwudzielnym . Algorytm wykor zy s tu j e s c i e z k e powieksza jaca . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , w k tory b ed z i e
szukane maksymalne s k o j a r z en i e . """
s e l f . graph = graph
s e l f . pa i r = d i c t (

( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
algor i thm = Bipa r t i t e ( s e l f . graph )
a lgor i thm . run ( )
s e l f . v1 = s e t ( )
s e l f . v2 = s e t ( )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f a lgor i thm . c o l o r [ node ] == 1 :
s e l f . v1 . add ( node )

else :
s e l f . v2 . add ( node )

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm szukania maksymalnego
s k o j a r z en i a . Wynik zapisywany j e s t w zmiennej
s e l f . c a r d i n a l i t y oraz s e l f . pa i r . """
while True :

augmenting_path = s e l f . _find_augmenting_path ( )
i f augmenting_path :

s e l f . pa i r . update ( s e l f . _ f i l l_pa i r s ( ) )
s e l f . c a r d i n a l i t y += 1

else :
break

def _find_augmenting_path ( s e l f ) :
"""Metoda szuka jaca s c i e z k i pow i e k s z a j a c e j . """
s e l f . v 1 f r e e = [ ver tex for ver tex in s e l f . v1 i f

s e l f . pa i r [ ve r tex ] i s None ]
s e l f . v 2 f r e e = [ ver tex for ver tex in s e l f . v2 i f

s e l f . pa i r [ ve r tex ] i s None ]
for v1 in s e l f . v 1 f r e e :

s e l f . v i s i t ed_e = l i s t ( )
s e l f . v i s i t ed_v = l i s t ( )
last_v = s e l f . _v i s i t e ( v1 )
i f last_v in s e l f . v 2 f r e e :

return True
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return False

def _vi s i t e ( s e l f , parent ) :
"""Metoda oparta na d f s ' i e s zuka jaca maksymalnego
s k o j a r z en i a . """
s e l f . v i s i t ed_v . append ( parent )
ch i l d r en = s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( parent )
for ch i l d in ch i l d r en :

i f Edge ( parent , c h i l d ) not in se l f . v i s i t ed_e :
i f s e l f . _is_enter ing ( ch i ld , parent ) or \

s e l f . _is_outgoing ( ch i ld , parent ) :
s e l f . v i s i t ed_e . append (Edge ( parent , c h i l d ) )
s e l f . v i s i t ed_e . append (Edge ( ch i ld , parent ) )
s i z e = len ( s e l f . v i s i t ed_v )
l a s t = s e l f . _v i s i t e ( c h i l d )
i f l a s t in s e l f . v 2 f r e e :

return l a s t
else :

s e l f . v i s i t ed_v = s e l f . v i s i t ed_v [ : s i z e ]
return parent

def _is_enter ing ( s e l f , ch i ld , parent ) :
return ch i l d in s e l f . v2 and se l f . pa i r [ c h i l d ] != parent

def _is_outgoing ( s e l f , ch i ld , parent ) :
return ch i l d in s e l f . v1 and se l f . pa i r [ c h i l d ] == parent

def _f i l l_pa i r s ( s e l f ) :
"""Metoda zwracajaca nowe s k o j a r z en i e . """
path = s e l f . _remove_cycles ( s e l f . v i s i t ed_v )
return se l f . _create_pairs ( path )

@classmethod
def _create_pairs ( c l s , path ) :

"""Tworzenie wierzcho lkow na lezacych do s ko j a r z en i a . """
pa i r = d i c t ( )
i = 0
while i < l en ( path ) :

f i r s t = path [ i ]
second = path [ i + 1 ]
pa i r [ f i r s t ] = second
pa i r [ second ] = f i r s t
i += 2

return pa i r

@classmethod
def _remove_cycles ( c l s , path ) :

"""Usuwanie c y k l i ze s c i e z k i . """
new_path = l i s t ( )
for item in path :

i f path . count ( item ) > 1 :
d = path [ : : − 1 ]
s i z e = len ( path )
i = s i z e − d . index ( item ) − 1
new_path . extend ( path [ i : ] )
return c l s . _remove_cycles (new_path )

else :
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new_path . append ( item )
return new_path

5.4.4. Maksymalne skojarzenie w gra�e dwudzielnym - algorytm
Hopcrofta-Karpa

Najmniej zªo»onym czasowo algorytmem wyszukiwania maksymalnego
skojarzenia w gra�e dwudzielnym jest algorytm Hopcrofta-Karpa. Algorytm
ten tak»e wykorzystuje ±cie»ki powi¦kszaj¡ce 3.11 ale w celu przyspieszenia
nie szuka ich pojedy«czo, tylko wyszukuje kilka na raz.

Dane wej±ciowe: Spójny nieskierowany graf dwudzielny G.

Problem: Znalezienie najliczniejszego skojarzenia w G.

Opis algorytmu: Algorytm w p¦tli zwi¦ksza rozmiar skojarzenia przez znaj-
dowanie ±cie»ek powi¦kszaj¡cych. Zamiast poszukiwa¢ pojedy«czych ±cie»ek,
algorytm znajduje maksymalny zbiór najkrótszych ±cie»ek.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa wynosi O(
√
V E).

Listing 5.10. Moduª matching_hk.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# h t t p :// wazniak .mimuw. edu . p l / index . php? t i t l e=
# Zaawansowane_algorytmy_i_struktury_danych/Wyklad_7
#
# ht t p :// en . w i k i p ed i a . org / w ik i /Hopcrof t%E2%80%93Karp_algorithm

from c o l l e c t i o n s import deque
from b i p a r t i t e import Bipa r t i t e

class HopcroftKarp :
"""Algorytm Hopcroft−Karp zna jdu jacy maksymalne
s k o j a r z en i e w g r a f i e dwudzielnym . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , w k tory b ed z i e
szukane maksymalne s k o j a r z en i e . """
s e l f . graph = graph
s e l f . pa i r = d i c t ( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
s e l f . d i s t = d i c t ( )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
algor i thm = Bipa r t i t e ( s e l f . graph )
a lgor i thm . run ( )
s e l f . v1 = s e t ( )
s e l f . v2 = s e t ( )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f a lgor i thm . c o l o r [ node ] == 1 :
s e l f . v1 . add ( node )
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else :
s e l f . v2 . add ( node )

s e l f . queue = deque ( ) # for nodes from s e l f . v1

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm szukania maksymalnego
s k o j a r z en i a . Wynik zapisywany j e s t w zmiennej
s e l f . c a r d i n a l i t y oraz s e l f . pa i r . """
while s e l f . _bfs_stage ( ) :

for node in s e l f . v1 :
i f s e l f . pa i r [ node ] i s None and se l f . _dfs_stage ( node ) :

s e l f . c a r d i n a l i t y = s e l f . c a r d i n a l i t y + 1
#pr in t s e l f . pa i r

def _bfs_stage ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca etap b f s a lgorytmu . """
for node in s e l f . v1 :

i f s e l f . pa i r [ node ] i s None :
s e l f . d i s t [ node ] = 0
s e l f . queue . append ( node )

else :
s e l f . d i s t [ node ] = f l o a t ( " i n f " )

s e l f . d i s t [ None ] = f l o a t ( " i n f " )
while s e l f . queue :

node = s e l f . queue . p op l e f t ( )
i f s e l f . d i s t [ node ] < s e l f . d i s t [ None ] :

for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( node ) :
i f s e l f . d i s t [ s e l f . pa i r [ t a r g e t ] ] == f l o a t ( " i n f " ) :

s e l f . d i s t [ s e l f . pa i r [ t a r g e t ] ] = s e l f . d i s t [ node ] + 1
s e l f . queue . append ( s e l f . pa i r [ t a r g e t ] )

return se l f . d i s t [ None ] != f l o a t ( " i n f " )

def _dfs_stage ( s e l f , node ) :
"""Metoda uruchamiajaca etap d f s algorytmu . """
i f node i s not None :

for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( node ) :
i f s e l f . d i s t [ s e l f . pa i r [ t a r g e t ] ] == s e l f . d i s t [ node ] + 1 :

i f s e l f . _dfs_stage ( s e l f . pa i r [ t a r g e t ] ) :
s e l f . pa i r [ t a r g e t ] = node
s e l f . pa i r [ node ] = ta rg e t
return True

s e l f . d i s t [ node ] = f l o a t ( " i n f " )
return False

return True

5.5. Domkni¦cie przechodnie

Mamy dany graf skierowany G = (V,E). Domkni¦ciem przechodnim (ang.
transitive closure) grafu G nazywamy graf skierowany G+ = (V,E+), w któ-
rym E+ jest takim zbiorem kraw¦dzi (s, t), »e istnieje ±cie»ka z wierzchoªka
s do wierzchoªka t w gra�e G. Inaczej mówi¡c, chcemy zbudowa¢ struktur¦
danych, za pomoc¡ której szybko b¦dzie mo»na odpowiedzie¢ na pytanie
dotycz¡ce osi¡galno±ci (czy mo»na jako± dotrze¢ z s do t). Takie problemy
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pojawiaj¡ si¦ np. w bazach danych, arkuszach kalkulacyjnych (aktualizacja
komórek po zmianie danych).

Domkni¦cie przechodnie grafu zawsze istnieje. Ogólnie domkni¦cie prze-
chodnie okre±la si¦ dla relacji binarnej w pewnym zbiorze. Jednym z algo-
rytmów pozwalaj¡cych na wyznaczenie domkni¦cia przechodniego jest algo-
rytm bliski algorytmowi Floyda-Warshalla. Dla grafów rzadkich lepszy mo»e
okaza¢ si¦ algorytm oparty o BFS lub DFS. W naszych implementacjach do-
zwolone s¡ równie» grafy nieskierowane, dla których przyjmujemy, »e istniej¡
kraw¦dzie skierowane w obu kierunkach.

5.5.1. Domkni¦cie przechodnie na bazie algorytmu
Floyda-Warshalla

Dane wej±ciowe: Graf skierowany lub nieskierowany.

Problem: Wyznaczenie domkni¦cia przechodniego grafu.

Opis algorytmu: Algorytm bazuje na algorytmie Floyda-Warshalla wyzna-
czania ±cie»ek pomi¦dzy wszystkimi parami wierzchoªków. Jednak operacje
arytmetyczne s¡ zamienione na operacje logiczne, przez co na pewnych kom-
puterach dostajemy wi¦ksz¡ szybko±¢ i zmniejszone wymagania pami¦ciowe.
W wyniku dziaªania algorytmu otrzymujemy macierz T , gdzie T[s ][ t]=True,
je»eli istnieje ±cie»ka z s do t. W przeciwnym wypadku dostajemy warto±¢
False.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa wynosi O(V 3), tak samo jak w algorytmie
Floyda-Warshalla.

Listing 5.11. Moduª closure.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# h t t p :// p l . w i k i p ed i a . org / w ik i /Algorytm_Floyda−Warshal la

class Trans i t i v eC lo su r e ( ob j e c t ) :
"""Algorytm wyszukujacy zamkniec ie przechodnie gra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , na k tory b ed z i e
wywolywany algorytm . """
s e l f . graph = graph
s e l f . connec t i ons = d i c t ( )
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . connec t i ons [ source ] = d i c t ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . connec t i ons [ source ] [ t a r g e t ] = Fal se
s e l f . connec t i ons [ source ] [ source ] = True

for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :
s e l f . connec t i ons [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] = True
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i f not se l f . graph . i s_d i r e c t ed ( ) :
s e l f . connec t i ons [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] = True

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchomiajaca algorytm . Wynik algorytmu
przechowywany j e s t w zmiennej s e l f . connec t ions . """
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f not se l f . connec t i ons [ source ] [ t a r g e t ] :
s e l f . connec t i ons [ source ] [ t a r g e t ] = \

s e l f . connec t i ons [ source ] [ node ] \
and se l f . connec t i ons [ node ] [ t a r g e t ]

5.5.2. Domkni¦cie przechodnie na bazie BFS

Dane wej±ciowe: Graf skierowany lub nieskierowany.

Problem: Wyznaczenie domkni¦cia przechodniego grafu.

Opis algorytmu: Dla ka»dego wierzchoªka s grafu uruchamiamy algorytm
BFS, a przy ka»dym napotkanym wierzchoªku t zaznaczamy istnienie poª¡-
czenia od s do t.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa wynosi w reprezentacji list s¡siedztwa wynosi
O(V 2+V E), poniewa» dla ka»dego wierzchoªka wykonujemy algorytm BFS o
zªo»ono±ci O(V +E). W reprezentacji macierzowej zªo»ono±¢ wyniesie O(V 3).

Listing 5.12. Moduª closure_bfs.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# h t t p :// p l . w i k i p ed i a . org / w ik i /Algorytm_Floyda−Warshal la

from main . a lgor i thms . b f s import Bfs

class Trans i t i v eC lo su r eB f s ( ob j e c t ) :
"""Algorytm wyszukujacy zamkniec ie przechodnie gra fu
na ba z i e BFS. """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , na k tory b ed z i e
wywolywany algorytm . """
s e l f . graph = graph
s e l f . connec t i ons = d i c t ( )
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . connec t i ons [ source ] = d i c t ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . connec t i ons [ source ] [ t a r g e t ] = Fal se
s e l f . connec t i ons [ source ] [ source ] = True

for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :
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s e l f . connec t i ons [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] = True
i f not se l f . graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

s e l f . connec t i ons [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] = True

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchomiajaca algorytm . Wynik algorytmu
przechowywany j e s t w zmiennej s e l f . connec t ions . """
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

a lgor i thm = Bfs ( s e l f . graph )
a lgor i thm . run ( source , pre_action=lambda node :
s e l f . connec t i ons [ source ] . __setitem__(node , True ) )

5.6. Grafy eulerowskie

Poj¦cie grafu eulerowskiego zostaªo wyja±nione w rodziale 3.8, dotycz¡-
cym teorii grafów. Z grafami eulerowskim zwi¡zana jest równie» pewna klasa
algorytmów, które pozwalaj¡ na wyszukanie ±cie»ki Eulera lub cyklu Eulera.

Jednym z gªównych problemów zwi¡zanych z grafami eulerowskim jest
tzw. problem chi«skiego listonosza (ang. Chinese Postman Problem, CPP).
Listonosz roznosz¡c listy musi przej±¢ przez wszystkie ulice w swojej dziel-
nicy co najmniej jeden raz i wróci¢ na poczt¦. Poniewa» jest czªowiekiem
leniwym (nie odnosi si¦ to do pozostaªych listonoszy, tylko do tego konkretne-
go), chciaªby mie¢ jak najkrótsz¡ do przej±cia tras¦. W grafach eulerowskich
problem ten sprowadza si¦ do wyznaczenia cyklu Eulera, gdzie kraw¦dzie to
ulice jakimi przemieszcza si¦ listonosz, a wierzchoªki to skrzy»owania tych
ulic. W tym rodziale zostan¡ omówione dwa algorytmy znajdowania cyklu
Eulera oraz jeden algorytm znajdowania ±cie»ki Eulera.

5.6.1. Algorytm Fleury'ego

Algorytm Fleury'ego pozwala znale¹¢ cykl Eulera w gra�e eulerowskim.
Jego zalet¡ jest prosty zapis oraz intuicyjno±¢. Natomiast problematyczn¡
kwesti¡ algorytmu jest implementacja testu sprawdzaj¡cego, czy kraw¦d¹
jest mostem, czyli kraw¦dzi¡ rozspajaj¡c¡ graf w przypadku jej usuni¦cia.

Dane wej±ciowe: Graf eulerowski.

Problem: Znalezienie cyklu Eulera w gra�e eulerowskim.

Opis algorytmu: Pierwszym krokiem jest wybranie wierzchoªka pocz¡tko-
wego, z którego zamierzamy rozpocz¡¢ znajdowanie cyklu. Nast¦pnie wybie-
ramy dowoln¡ kraw¦d¹ wychodz¡c¡ z tego wierzchoªka pami¦taj¡c, »e most
wybieramy w ostateczno±ci. Zapami¦tujemy, »e dana kraw¦d¹ zostaªa odwie-
dzona, b¡d¹ usuwamy j¡ z grafu i przechodzimy do nast¦pnego wierzchoªka.
Nast¦pnie powtarzamy caª¡ procedur¦ a» przejdziemy do wierzchoªka, który
nie b¦dzie miaª ju» »adnych kraw¦dzi do odwiedzenia.

Przykªad: Dla przedstawionego poni»ej grafu, cyklem Eulera jest ±cie»ka
przechodz¡ca przez wierzchoªki w nast¦puj¡cej kolejno±ci: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 4,
1.
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5

6

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa w du»ej mierze zale»y od implementacji testu
sprawdzaj¡cego, czy kraw¦d¹ jest mostem. Samo przechodzenie i oznaczanie
kraw¦dzi jako odwiedzone ma zªo»ono±¢ liniow¡ w stosunku do liczby kra-
w¦dzi O(E). Najszybsza implementacja algorytmu opisana przez Mikkel'a
Thorup'a pozwala uzyska¢ zªo»ono±¢ O(E log3E log logE). Natomiast zªo-
»ono±¢ algorytmu przedstawionego w pracy wynosi O(EV 2), poniewa» test
sprawdzania, czy kraw¦d¹ jest mostem, opiera si¦ na algorytmie przeszuki-
wania w gª¡b, którego zªo»ono±¢ dla macierzy s¡siedztwa wynosi O(V 2).

Uwagi: Najwi¦ksz¡ uwag¦ nale»y zwróci¢ na implementacj¦ testu sprawdza-
j¡cego czy kraw¦d¹ jest mostem, poniewa» w du»ej mierze ona wypªywa na
zªo»ono±¢ algorytmu. Do algorytmu mo»na tak»e doda¢ warunki sprawdza-
j¡ce, czy graf jest grafem eulerowskim 3.8, »eby nie wykonywa¢ algorytmu w
przypadku, kiedy wynik i tak b¦dzie niepoprawny.

Listing 5.13. Moduª euler_�eury.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# h t t p ://www. aus t incc . edu/powens/+Topics /HTML/05−6/05−6. html

from main . a lgor i thms . d f s import Df s I t e r a t i v e

class Fleury ( ob j e c t ) :
"""Algorytm wyszukujacy c y k l Eulera w g r a f i e . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem na , ktorym
zo s t an i e wywolany algorytm szukania cyk lu Eulera . """
s e l f . graph = graph

def run ( s e l f , source ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm szuka jacy
cyk lu Eulera . Wynik algorytmu , c z y l i s c i e z k a
jaka na l e zy p r z e j s c aby uzyskac c y k l Eulera
zapisywany j e s t w zmiannej s e l f . c u r r en t_ t r a i l . """
node = source
s e l f . c u r r en t_t r a i l = [ node ]
graph_copy = s e l f . graph . copy ( )
while l i s t ( graph_copy . i t e r a d j a c e n t ( node ) ) :

for edge in l i s t ( graph_copy . i t e r ou t edg e s ( node ) ) :
i f not se l f . _is_bridge ( edge , graph_copy ) :

break
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graph_copy . del_edge ( edge )
s e l f . c u r r en t_t r a i l . append ( edge . t a r g e t )
node = edge . t a r g e t

def _is_bridge ( s e l f , edge , graph ) :
"""Metoda sprawdza , czy podana krawedz w g r a f i e
przekazanym jako drug i argument j e s t mostem ,
c z y l i krawedzia ro zpo jn i a j a ca g ra f w przypadku
j e j u sun i ec ia . """
d f s = D f s I t e r a t i v e ( graph )
l i s t 1 = l i s t ( )
l i s t 2 = l i s t ( )
d f s . run ( edge . source ,

pre_action=lambda node : l i s t 1 . append ( node ) )
graph . del_edge ( edge )
d f s . run ( edge . source ,

pre_action=lambda node : l i s t 2 . append ( node ) )
graph . add_edge ( edge )
return l en ( l i s t 1 ) != l en ( l i s t 2 )

5.6.2. Algorytm znajdowania cyklu Eulera (ze stosem)

Kolejny algorytm pozwala na znajdowanie cyklu Eulera w gra�e eulerow-
skim. Do swojego dziaªania wykorzystuje stos, na którym przechowuje wierz-
choªki. Dzi¦ki wykorzystaniu stosu mo»na pomin¡¢ problematyczny aspekt
szukania mostu dla algorytmu Fleury'ego 5.6.1. Chocia» zalet¡ algorytmu
Fleury'ego byªa prostota zapisu i intuicyjno±¢, która umo»liwiaªa ªatwe zro-
zumienie algorytmu, to algorytm ze stosem jest ªatwiejszy do implemetacji.
Algorytm wykorzystuje do swojego dziaªania oprócz stosu równie» algorytm
przegl¡dania w gª¡b, który zostaª omówiony wcze±niejszym rodziale 5.1.2.

Dane wej±ciowe: Graf eulerowski G.

Problem: Znalezienie cyklu Eulera dla grafu G.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od wybrania dowolnego wierz-
choªka pocz¡tkowego, z którego zamierzamy rozpocz¡¢ znajdowanie cyklu.
Nast¦pnie, je±li istniej¡ nieodwiedzone dot¡d kraw¦dzie incydentne z bie»¡-
cym wierzchoªkiem, to wybieramy dowoln¡ z nich, przechodzimy do kolejnego
wierzchoªka i odkªadamy aktualny na stos. W przeciwnym razie, je±li »adne
kraw¦dzie nieodwiedzone nie istniej¡, to przenosimy wierzchoªek do rozwi¡za-
nia i zdejmujemy go ze stosu. Nast¦pnie przechodzimy do wierzchoªka, który
jest na szczycie stosu i powtarzamy caª¡ procedurem dla niego. Algorytm
powtarzamy dot¡d, a» stos b¦dzie pusty.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa uzale»niona jest od liczby kraw¦dzi oraz wierz-
choªków w gra�e, poniewa» zarówno ka»d¡ kraw¦d¹ jak i wierzchoªek musimy
dowiedzi¢ i wynosi ona O(V + E).

Uwagi: Tak samo jak dla poprzedniego algorytmu znajdowania cyklu Eulera
wa»nym elementem przed przyst¡pieniem do gªównej cz¦±ci algorytmu jest
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sprawdzenie warunków koniecznych, które graf musi speªnia¢ aby posiadaª
taki cykl.

Listing 5.14. Moduª euler_cycle.

#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# h t t p ://www. algorytm . org /algorytmy−grafowe/ cyk l−eu l e ra . html

from euler_path import EulerPath

class EulerCycle ( ob j e c t ) :
"""Algorytm wyszukujacy c y k l Eulera w g r a f i e . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem na , ktorym
zo s t an i e wywolany algorytm szukania cyk lu Eulera . """
s e l f . graph = graph
s e l f . c y c l e = [ ]

def run ( s e l f , source ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm szuka jacy
cyk lu Eulera . Wynik algorytmu , c z y l i s c i e z k a
jaka na l e zy p r z e j s c aby uzyskac c y k l Eulera
zapisywany j e s t w zmiannej s e l f . c y c l e . """
i f s e l f . graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

i f not se l f . _check_directed_condit ion ( ) :
return

else :
i f not se l f . _check_undirected_condition ( ) :

return

euler_path = EulerPath ( s e l f . graph )
euler_path . run ( source )
i f euler_path . path [ 0 ] == euler_path . path [ −1 ] :

s e l f . c y c l e = euler_path . path

def _check_directed_condit ion ( s e l f ) :
"""Warunek i s t n i e n i a cyk lu Eulera d la gra fu skierowanego . """
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f l en ( l i s t ( s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) ) ) != l en (
l i s t ( s e l f . graph . i t e r i n e d g e s ( source ) ) ) :

return False
return True

def _check_undirected_condition ( s e l f ) :
"""Warunek i s t n i e n i a cyk lu Eulera d la gra fu niesk ierowanego . """
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f l en ( l i s t ( s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) ) ) % 2 != 0 :
return False

return True
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5.6.3. Algorytm znajdowania ±cie»ki Eulera

Nast¦pnym zagadnieniem zwi¡zanym z grafami eulerowskimi jest szuka-
nie ±cie»ki Eulera. �cie»ka Eulera ró¹ni si¦ od cyklu tym, »e wierzchoªek
pocz¡tkowy, z którego rozpoczynamy wyszukiwanie nie musi zgadza¢ si¦ z
wierzchoªkiem ko«cowym, jak miaªo to miejsce w przypadku cyklu Eulera.
Nale»y równie» pami¦ta¢, »e cykl Eulera tak»e jest szczególnym przypadkiem
±cie»ki Eulera. Problem ten wi¦c zawiera si¦ w problemie znajdowania cyklu
Eulera, dlatego te» do rozwi¡zania go mo»na wykorzysta¢ dowolny algorytm
znajduj¡cy cykl Eulera opisany w tym rozdziale.

Dane wej±ciowe: Graf eulerowski G.

Problem: Znalezienie ±cie»ki Eulera dla grafu G.

Opis algorytmu: Do znajdowania cyklu wykorzystujemy algorytm Fleu-
ry'ego, b¡d¹ algorytm znajdowania cyklu Eulera ze stosem.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa zale»y od wybranego algorytmu.

Uwagi: Tak samo jak dla poprzednich algorytmów znajdowania cyklu Eule-
ra wa»nym elementem przed przyst¡pieniem do gªównej cz¦±ci algorytmu jest
sprawdzenie warunków koniecznych, które graf musi speªnia¢, aby posiadaª
±cie»k¦ Eulera. Warunki dla wyszukiwania ±cie»ki s¡ mniej restrykcyjne ni»
dla cyklu, ale sprawdzenie ich i tak pozwala zaoszcz¦dzi¢ czas, je±li wej±ciowy
graf ich nie speªnia.

Listing 5.15. Moduª euler_path.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# h t t p :// edu . i−l o . tarnow . p l / i n f / a l g /001_search /0135. php

class EulerPath ( ob j e c t ) :
"""Algorytm wyszukujacy s c i e z k e Eulera w g r a f i e . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem na , ktorym
zo s t an i e wywolany algorytm szukania s c i e z k i Eulera . """
s e l f . graph = graph
s e l f . path = [ ]
s e l f . v i s i t e d = se t ( )

def run ( s e l f , source ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm szuka jacy
s c i e z k i Eulera . Wynik algorytmu , c z y l i s c i e z k a
jaka na l e zy p r z e j s c aby uzyskac s c i e z k e Eulera
zapisywany j e s t w zmiannej s e l f . path . """
s e l f . _v i s i t ( source )

def _vi s i t ( s e l f , source ) :
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"""Metoda odwiedzajaca kazda krawedz gra fu spojnego . """
s tack = [ source ]
while s tack :

parent = stack [−1]
edges = l i s t ( s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( parent ) )
for edge in edges :

i f edge not in se l f . v i s i t e d :
s e l f . v i s i t e d . add ( edge )
i f not se l f . graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

s e l f . v i s i t e d . add(~ edge )
s tack . append ( edge . t a r g e t )
break

e l i f edge == edges [ −1 ] :
s e l f . path . append ( s tack . pop ( ) )

s e l f . path . r e v e r s e ( )

5.7. Grafy hamiltonowskie

De�nicja grafu hamiltonowskiego zostaªa omówiona w rodziale dotycz¡-
cym teorii grafów 3.7. Z grafami hamiltonowskimi wi¡»e si¦ równie» wiele
zagadnie« algorytmicznych. Jednym z badanych problemów jest znajdowa-
nie ±cie»ki lub cyklu Hamiltona. Problem ten jest analogiczny jak dla grafów
eulerowskich z tym, »e odnosi si¦ do wierzchoªków a nie do kraw¦dzi, oraz
jego rozwi¡zanie jest znacznie trudniejsze. Nale»y wi¦c znale¹¢ tak¡ ±cie»-
k¦, która odwiedza wszystkie wierzchoªki grafu tylko raz i w zale»no±ci czy
rozpatrujemy cykl czy ±cie»k¦, wierzchoªek ko«cowy musi by¢ taki sam jak
pocz¡tkowy lub nie. Problem znajdowania ±cie»ki Hamiltona jest problemem
NP-zupeªnym.

Problem NP-zupeªny, czyli problem niedeterministyczny wielomianowy
zupeªny (ang. nondeterministic polynomial), jest to w teorii obliczeniowej
problem decyzyjny, którego rozwi¡zanie mo»na zwery�kowa¢ w czasie wielo-
mianowym, oraz wszystkie problemy w klasie NP s¡ redukowalne do niego
w czasie wielomianowym. Do dzisiaj nie wiadomo, czy problemy NP-zupeªne
mo»na rozwi¡za¢ w czasie wielomianowym, jest to wi¦c problem otwarty.

5.7.1. Algorytm znajdowania cyklu Hamiltona

Przedstawiony przez ze mnie algorytm znajdowania cyklu Hamiltona opar-
ty jest na rekurencyjnym wywoªywaniu algorytmu DFS. Istniej¡ inne bardziej
wydajne algorytmy znajowania cyklu Hamiltona, jeden z nich znale¹¢ pod
adresem [7]. Na pocz¡tku nale»y równie» sprawdzi¢ warunki dla grafu hamil-
tonowskiego, poniewa» algorytm dla innych grafów b¦dzie dziaªaª bª¦dnie.
Istniej¡ grafy, które zawsze s¡ hamiltonowskie. S¡ to grafy peªne z conajm-
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niej trzema wierzchoªkami oraz grafy opisuj¡ce wielo±ciany foremne. Dla tych
grafów mo»na pomin¡¢ sprawdzanie warunków pocz¡tkowych w algorytmie.

Dane wej±ciowe: Graf hamiltonowski G.

Problem: Znalezienie cyklu Hamiltona dla grafu G.

Opis algorytmu: Algorytm startuje od dowolnego wierzchoªka, który wsta-
wiamy do kolejki. Nast¦pnie sprawdzamy, czy rozmiar kolejki to liczba wierz-
choªków grafu, je±li tak to nale»y sprawdzi¢, czy ostatni wierzchoªek ma kra-
w¦d¹ ª¡cz¡c¡ go z wierzchoªkiem pocz¡tkowym. W przypadku kiedy istnieje
taka kraw¦d¹ oznacza to, »e znale¹li±my cykl Hamiltona i ko«czymy wykony-
wanie algorytmu. Natomiast w przeciwnym wypadku zaznaczamy wierzcho-
ªek jako odwiedzony i przechodzimy do dowolnego jego s¡siada, powtarzaj¡c
caª¡ procedur¦ algorytmu.

Przykªad: Dla przedstawionego poni»ej grafu (sze±cian, 4-pryzma, kostka
Q3), cyklem Hamiltona jest ±cie»ka przechodz¡ca przez wierzchoªki w nast¦-
puj¡cej kolejno±ci: 1, 5, 6, 7, 8, 4, 3, 2, 1.

1 2

34

5 6

78

Zªo»ono±¢: Algorytm w pesymistycznym przypadku ma zªo»ono±¢ O(V !) co
oznacza, »e dziaªa w czasie wykªadniczym.

Uwagi: Algorytm dziaªa tylko dla grafów hamiltonowskich. Nale»y wi¦c
sprawdzi¢, czy graf speªnia odpowiednie zaªo»enia. Nale»y równie» pami¦ta¢,
»e algorytm ma du»¡ zªo»ono±¢ czasow¡, wi¦c jego stosowanie dla grafów z
powy»ej dwudziestoma wierzchoªkami nie jest zalecane.

Listing 5.16. Moduª hamilton.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu na podstawie z r o d e l :
#
# h t t p :// edu . i−l o . tarnow . p l / i n f / u t i l s /002_roz/ o l025 . php
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from c o l l e c t i o n s import deque

class HamiltonCircu it ( ob j e c t ) :
"""Algorytm wyszukujacy c y k l Hamiltona w g r a f i e . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , na
ktorym zo s t an i e wywolany algorytm szukania
cyk lu Hamiltona . """
s e l f . graph = graph
s e l f . c u r r en t_t r a i l = l i s t ( )
s e l f . queue = deque ( )
s e l f . v i s i t e d = se t ( )

def run ( s e l f , source ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm szuka jacy
cyk lu Hamiltona . Wynik algorytmu , c z y l i s c i e z k a
jaka na l e zy p r z e j s c aby uzyskac c y k l Hamiltona
zapisywany j e s t w zmiannej s e l f . c u r r en t_ t r a i l . """
s e l f . s t a r t = source
s e l f . _hamilton_dfs ( source )

def _hamilton_dfs ( s e l f , source ) :
"""Metoda uruchamia rekurency jny algorytm d f s
z podanego w i e r z cho l ka . """
i f s e l f . c u r r en t_t r a i l :

return

se l f . queue . append ( source )
i f l en ( s e l f . queue ) == s e l f . graph . v ( ) :

i f s e l f . s t a r t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( s e l f . queue [ −1 ] ) :
s e l f . c u r r en t_t r a i l = l i s t ( s e l f . queue )

else :
s e l f . v i s i t e d . add ( source )
for node in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f node not in se l f . v i s i t e d :
s e l f . _hamilton_dfs ( node )

s e l f . v i s i t e d . d i s ca rd ( source )
s e l f . queue . pop ( )

5.8. Kolorowanie wierzchoªków

Kolorowanie grafów (ang. graph coloring) jest bardzo wa»nym zagadnie-
niem zwi¡zanym z algorytmami grafowymi. Problem kolorowania grafu od-
nosi si¦ zarówno do wierzchoªków, jak i do kraw¦dzi grafu. W przypadku
wierzchoªków mówimy o nadaniu kolorów wierzchoªkom grafu w taki sposób,
»eby dwa s¡siednie wierzchoªki nie miaªy tego samego koloru. Minimaln¡
liczb¦ kolorów u»yt¡ do pokolorowania grafu G nazywamy liczb¡ chro-
matyczn¡ grafu i oznaczamy χ(G). Ze wzgl¦du na szerokie zastosowanie
optymalnego kolorowania grafu we wspóªczesnej informatyce prowadzone s¡
rozlegªe badania na ten temat. Problem kolorowania grafów nale»y do pro-
blemów NP-zupeªnych, podobnie jak szukanie cyklu Hamiltona, dlatego te»
w praktycznych zastosowaniach u»ywane s¡ algorytmy przybli»one. Algoryt-
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my przybli»one nie gwarantuj¡ znalezienia optymalnego rozwi¡zania, jednak
dziaªaj¡ w czasie wielomianowym.

Poni»ej zostanie opisanych pi¦¢ algorytmów kolorowania wierzchoªków
grafu. Pierwszy algorytm jest algorytmem dokªadnym, sprawdza wszystkie
mo»liwo±ci i wybiera optymalne rozwi¡zanie. Pozostaªe algorytmy s¡ algo-
rytmami przybli»onymi i dziaªaj¡ w czasie wielomianowym. W algorytmach
przybli»onych wyró»nia si¦ najmniejszy graf do±¢ trudny i najmniejszy graf
trudny. Najmniejszy graf do±¢ trudny to graf, dla którego algorytm mo-
»e znale¹¢ nieoptymalne rozwi¡zanie, natomiast najmniejszy graf trudny to
graf, dla którego algorytm zawsze znajduje nieoptymalne rozwi¡zanie. Ko-
lorowanie wierzchoªków grafu byªo stosowane we wczesniejszym rozdziale do
sprawdzania dwudzielno±ci grafu 5.4. Je±li wierzchoªki grafu spójnego da si¦
pokolorowa¢ dwoma kolorami, to jest on grafem dwudzielnym.

5.8.1. Dokªadny algorytm kolorowania wierzchoªków grafu

Dane wej±ciowe: Dowolny multigraf G.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków G.

Opis algorytmu: Algorytm skªada si¦ z dwóch faz. W pierwszej fazie ge-
nerujemy kolejne kombinacje kolorów dla wierzchoªków. Kombinacje kolorów
najªatwiej generuje si¦ za pomoc¡ licznika. Metoda ta polega na stworzeniu
licznika, którego cyfry reprezentuj¡ kolor danego wierzchoªka. Ilo±¢ cyfr w
liczniku to ilo±¢ wierzchoªków. Na pocz¡tku licznik mo»e przyjmowa¢ tylko
dwie cyfry zero i jeden. Je±li wszystkie kombinacje z dwoma cyframi zostan¡
sprawdzone to sukcesywnie dodaje si¦ kolejne cyfry. W kolejnej fazie spraw-
dzamy, czy kombinacja jest poprawna i »adne dwa wierzchoªki poª¡czone
kraw¦dzi¡ nie maj¡ tego samego koloru. Je±li jest poprawna, to ko«czymy
algorytm, w przeciwnym wypadku sprawdzamy kolejne kolorowanie wierz-
choªków.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu wynosiO(2V ), poniewa» opie-
ra si¦ na sprawdzaniu wszystkich kombinacji kolorowania wierzchoªków.

Uwagi: Algorytm ma zªo»ono±¢ wykªadnicz¡ co sprawia, »e nawet dla maªej
liczby wierzchoªków jego wykonanie zajmuje du»o czasu.

Listing 5.17. Moduª coloring.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu sprawdzania dwudz i e l no sc i g ra fu na
# podstawie ar tyku low ze s t ron :
# h t t p :// edu . i−l o . tarnow . p l / i n f / a l g /001_search /0142. php
# h t t p :// p l . w i k i p ed i a . org / w ik i /Kolorowanie_grafu
# kaims . p l /~deren/ag/wyklady /14_kolorowanie . pd f

from heapq import heappush , heappop
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class Ver t i c e sCo l o r i ng ( ob j e c t ) :
"""Algorytm kolorowania gra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , k torego wierzcholkom
zostana nadane ko l o ry . """
s e l f . graph = graph

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm kolorowania wierzcho lkow
gra fu . Kolory to l i c z b y ca l k ow i t e od zera . Wynik
zapisywany j e s t w zmiennej s e l f . c o l o r . """
s e l f . c o l o r = d i c t (

( ( node , 0) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) )
s e l f . number_of_color = 1
i s_co lo r ed = False
while not i s_co lo r ed :

i s_co lo r ed = True
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :
i f s e l f . c o l o r [ source ] == s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] :

i s_co lo r ed = False
break

i f not i s_co lo r ed :
r o l l = Fal se
for node in s e l f . c o l o r :

i f s e l f . c o l o r [ node ] == s e l f . number_of_color − 1 :
r o l l = True
s e l f . c o l o r [ node ] = 0

else :
r o l l = Fal se
s e l f . c o l o r [ node ] += 1
break

i f r o l l :
s e l f . number_of_color += 1
s e l f . c o l o r = d i c t ( ( ( node , 0) for node in

s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) )

5.8.2. Przybli»ony algorytm kolorowania wierzchoªków grafu S
(ang. sequential)

Dane wej±ciowe: Dowolny multigraf G.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków G.

Opis algorytmu: Uporz¡dkowane w dowolny sposób wierzchoªki grafu od-
wiedzamy kolejno nadaj¡c im kolory w sposób zachªanny, czyli wybieramy
optymalne rozwi¡zanie lokalne dla danego wierzchoªka. Sprawdzamy kolory
s¡siadów wierzchoªka, a nast¦pnie wybieramy pierwszy kolor, który nie zostaª
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jeszcze u»yty. Algorytm ko«czy si¦, kiedy wszystkim wierzchoªkom zostanie
przydzielony kolor.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu wynosi O(E + V ).

Uwagi: Algorytm nie zawsze znajduje optymalne rozwi¡zanie. Najmniej-
szym do±¢ trudnym grafem jest graf P4. Nie istniej¡ grafy trudne dla tego
algorytmu.

Listing 5.18. Moduª coloring_seq.

#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu sprawdzania dwudz i e l no sc i g ra fu na
# podstawie ar tyku low ze s t ron :
# h t t p :// edu . i−l o . tarnow . p l / i n f / a l g /001_search /0142. php
# h t t p :// p l . w i k i p ed i a . org / w ik i /Kolorowanie_grafu
# kaims . p l /~deren/ag/wyklady /14_kolorowanie . pd f

class Ver t i c e sCo l o r i ngSequen t i a l ( ob j e c t ) :
"""Algorytm kolorowania gra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , k torego wierzcholkom
zostana nadane ko l o ry . """
s e l f . graph = graph

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm kolorowania wierzcho lkow
gra fu . Kolory to l i c z b y ca l k ow i t e od zera . Wynik
zapisywany j e s t w zmiennej s e l f . c o l o r . """
s e l f . c o l o r = d i c t (

( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . c o l o r [ node ] = s e l f . _get_color ( node )

def _get_color ( s e l f , source ) :
"""Metoda p r z y d z i e l a j a c a ko l o r danemu wie r z cho l kow i . """
occupied_co lors = s e t ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f t a r g e t in s e l f . c o l o r :
occup ied_co lors . add ( s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] )

for i in xrange ( l en ( occupied_co lors ) ) :
i f i not in occupied_co lors :

return i
return l en ( occup ied_co lors )

58

1100212442(62)



5.8.3. Przybli»ony algorytm kolorowania wierzchoªków grafu LF
(ang. largest �rst)

Dane wej±ciowe: Dowolny multigraf G.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków G.

Opis algorytmu: Na pocz¡tku nale»y uporz¡dkowa¢ wierzchoªki nierosn¡-
co wedªug ich stopni. Nast¦pnie tak uporz¡dkowane wierzchoªki grafu od-
wiedzamy kolejno nadaj¡c im kolory w sposób zachªanny, czyli wybieramy
optymalne rozwi¡zanie lokalne dla danego wierzchoªka. Sprawdzamy kolory
s¡siadów wierzchoªka, a nast¦pnie wybieramy pierwszy kolor, który nie zostaª
jeszcze u»yty. Algorytm ko«czy si¦, kiedy wszystkim wierzchoªk¡ zostanie
przydzielony kolor.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu wynosi O(E+V ). Sortowanie
wierzchoªków u»yte na pocz¡tku algorytmu mo»na wykona¢ w czasie linio-
wym za pomoc¡ sortowania przez zliczanie (ang. counting sort).

Uwagi: Algorytm nie zawsze znajduje optymalne rozwi¡zanie. Najmniej-
szym do±¢ trudnym grafem jest graf P6. Najmniejszym grafem trudnym jest
koperta. Do optymalnego kolorowania koperty potrzeba trzech kolorów, na-
tomiast algorytm ten u»ywa czterech.

Listing 5.19. Moduª coloring_lf.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu sprawdzania dwudz i e l no sc i g ra fu na
# podstawie ar tyku low ze s t ron :
# h t t p :// edu . i−l o . tarnow . p l / i n f / a l g /001_search /0142. php
# h t t p :// p l . w i k i p ed i a . org / w ik i /Kolorowanie_grafu
# kaims . p l /~deren/ag/wyklady /14_kolorowanie . pd f

from heapq import heappush , heappop

class Vert icesColor ingLF ( ob j e c t ) :
"""Algorytm kolorowania gra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , k torego wierzcholkom
zostana nadane ko l o ry . """
s e l f . graph = graph

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm kolorowania wierzcho lkow
gra fu . Kolory to l i c z b y ca l k ow i t e od zera . Wynik
zapisywany j e s t w zmiennej s e l f . c o l o r . """
s e l f . c o l o r = d i c t (

( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) )
s o r t ed_ve r t i c e s = s e l f . _sor t_vert i ce s ( )
while s o r t ed_ve r t i c e s :
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node = heappop ( s o r t ed_ve r t i c e s ) [ 1 ]
s e l f . c o l o r [ node ] = s e l f . _get_color ( node )

def _sort_vert i ce s ( s e l f ) :
"""Metoda so r t u j a ca w i e r z c h o l k i g ra fu malejaco wedlug i ch
s t opn i ( l i c z b y krawedz i z nich wychodzacych ) . """
pr ior i ty_queue = [ ]
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

heappush ( pr ior i ty_queue , (
−l en ( l i s t ( s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( node ) ) ) , node ) )

return pr ior i ty_queue

def _get_color ( s e l f , source ) :
"""Metoda p r z y d z i e l a j a c a ko l o r danemu wie r z cho l kow i . """
occupied_co lors = s e t ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f t a r g e t in s e l f . c o l o r :
occup ied_co lors . add ( s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] )

for i in xrange ( l en ( occupied_co lors ) ) :
i f i not in occupied_co lors :

return i
return l en ( occup ied_co lors )

5.8.4. Przybli»ony algorytm kolorowania wierzchoªków grafu SL
(ang. smallest last)

Dane wej±ciowe: Dowolny multigraf G.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków G.

Opis algorytmu: Zaczynamy od znalezienia wierzchoªka o minimalnym
stopniu, a nast¦pnie usuwamy go z grafu. Czynno±¢ t¡ powtarzamy a» graf b¦-
dzie pusty, a kolejno±¢ usuwania zapami¦tujemy. Uporz¡dkowane w ten spo-
sób wierzchoªki kolorujemy w sposób zachªanny, czyli wybieramy optymalne
rozwi¡zanie lokalne dla danego wierzchoªka. Sprawdzamy kolory s¡siadów
wierzchoªka, a nast¦pnie wybieramy pierwszy kolor, który nie zostaª jeszcze
u»yty. Algorytm ko«czy si¦ kiedy wszystkim wierzchoªk¡ zostanie przydzie-
lony kolor.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu wynosi O(E + V ).

Uwagi: Algorytm nie zawsze znajduje optymalne rozwi¡zanie. Najmniej-
szym do±¢ trudnym rozwi¡zaniem jest "pryzma". Najmniejszym trudnym
grafem jest "pryzmatoid". Algorytm stosunkowo dobrze sobie radzi, gdy ko-
lorowanym grafem jest drzewo, koªo, grafy jednocykliczne, grafy Mycielskiego
lub grafy Johnsona.

Listing 5.20. Moduª coloring_lf.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
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# Implementacja algorytmu sprawdzania dwudz i e l no sc i g ra fu na
# podstawie ar tyku low ze s t ron :
# h t t p :// edu . i−l o . tarnow . p l / i n f / a l g /001_search /0142. php
# h t t p :// p l . w i k i p ed i a . org / w ik i /Kolorowanie_grafu
# kaims . p l /~deren/ag/wyklady /14_kolorowanie . pd f

from heapq import heappush , heappop

class Vert icesColor ingLF ( ob j e c t ) :
"""Algorytm kolorowania gra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , k torego wierzcholkom
zostana nadane ko l o ry . """
s e l f . graph = graph

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm kolorowania wierzcho lkow
gra fu . Kolory to l i c z b y ca l k ow i t e od zera . Wynik
zapisywany j e s t w zmiennej s e l f . c o l o r . """
s e l f . c o l o r = d i c t (

( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) )
s o r t ed_ve r t i c e s = s e l f . _sor t_vert i ce s ( )
while s o r t ed_ve r t i c e s :

node = heappop ( s o r t ed_ve r t i c e s ) [ 1 ]
s e l f . c o l o r [ node ] = s e l f . _get_color ( node )

def _sort_vert i ce s ( s e l f ) :
"""Metoda so r t u j a ca w i e r z c h o l k i g ra fu malejaco wedlug i ch
s t opn i ( l i c z b y krawedz i z nich wychodzacych ) . """
pr ior i ty_queue = [ ]
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

heappush ( pr ior i ty_queue , (
−l en ( l i s t ( s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( node ) ) ) , node ) )

return pr ior i ty_queue

def _get_color ( s e l f , source ) :
"""Metoda p r z y d z i e l a j a c a ko l o r danemu wie r z cho l kow i . """
occupied_co lors = s e t ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f t a r g e t in s e l f . c o l o r :
occup ied_co lors . add ( s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] )

for i in xrange ( l en ( occupied_co lors ) ) :
i f i not in occupied_co lors :

return i
return l en ( occup ied_co lors )

61

3255735707(65)



5.8.5. Przybli»ony algorytm kolorowania wierzchoªków grafu SLF
(ang. saturated largest �rst)

Dane wej±ciowe: Dowolny multigraf G.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków G.

Opis algorytmu: Dopóki istniej¡ niepokolorowane wierzchoªki w gra�e, na-
le»y wybra¢ wierzchoªek o maksymalnym stopniu z wierzchoªków o mak-
symalnym stopniu nasycenia, gdzie stopie« nasycenia wierzchoªka to ilo±¢
ró»nych kolorów wierzchoªków incydentalnych z nim. Wybrany wierzchoªek
kolorujemy w sposób zachªanny, czyli wybieramy optymalne rozwi¡zanie lo-
kalne dla danego wierzchoªka. Sprawdzamy kolory s¡siadów wierzchoªka, a
nast¦pnie wybieramy pierwszy kolor, który nie zostaª jeszcze u»yty. Algorytm
ko«czy si¦ kiedy wszystkim wierzchoªkom zostanie przydzielony kolor.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu wynosi O(E log V ).

Uwagi: Algorytm nie zawsze znajduje optymalne rozwi¡zanie.

Listing 5.21. Moduª coloring_slf.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Implementacja algorytmu sprawdzania dwudz i e l no sc i g ra fu na
# podstawie ar tyku low ze s t ron :
# h t t p :// edu . i−l o . tarnow . p l / i n f / a l g /001_search /0142. php
# h t t p :// p l . w i k i p ed i a . org / w ik i /Kolorowanie_grafu
# kaims . p l /~deren/ag/wyklady /14_kolorowanie . pd f

from heapq import heappush , heappop

class Vert icesColor ingLF ( ob j e c t ) :
"""Algorytm kolorowania gra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , k torego wierzcholkom
zostana nadane ko l o ry . """
s e l f . graph = graph

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm kolorowania wierzcho lkow
gra fu . Kolory to l i c z b y ca l k ow i t e od zera . Wynik
zapisywany j e s t w zmiennej s e l f . c o l o r . """
s e l f . c o l o r = d i c t (

( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) )
s o r t ed_ve r t i c e s = s e l f . _sor t_vert i ce s ( )
while s o r t ed_ve r t i c e s :

node = heappop ( s o r t ed_ve r t i c e s ) [ 1 ]
s e l f . c o l o r [ node ] = s e l f . _get_color ( node )

def _sort_vert i ce s ( s e l f ) :
"""Metoda so r t u j a ca w i e r z c h o l k i g ra fu malejaco wedlug i ch
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s t opn i ( l i c z b y krawedz i z nich wychodzacych ) . """
pr ior i ty_queue = [ ]
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

heappush ( pr ior i ty_queue , (
−l en ( l i s t ( s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( node ) ) ) , node ) )

return pr ior i ty_queue

def _get_color ( s e l f , source ) :
"""Metoda p r z y d z i e l a j a c a ko l o r danemu wie r z cho l kow i . """
occupied_co lors = s e t ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f t a r g e t in s e l f . c o l o r :
occup ied_co lors . add ( s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] )

for i in xrange ( l en ( occupied_co lors ) ) :
i f i not in occupied_co lors :

return i
return l en ( occup ied_co lors )

5.9. Kolorowanie kraw¦dzi

Kolorowaniem kraw¦dzi grafu nazywamy takie nadanie kolorów kraw¦-
dziom grafu, »eby »adne stykaj¡ce si¦ kraw¦dzie nie miaªy tego samego kolo-
ru. Minimaln¡ liczb¡ kolorów u»yt¡ do kolorowania kraw¦dzi grafu nazywamy
indeksem chromatycznym grafu i oznaczamy χ′(G).

Twierdzenie (Vizig, 1964): Je»eli G jest grafem prostym, w którym naj-
wi¦kszy stopie« wierzchoªka wynosi ∆, to ∆ ¬ χ′(G) ¬ ∆ + 1.

5.9.1. Algorytm kolorowania kraw¦dzi grafu

Dane wej±ciowe: Dowolny multigraf G.

Problem: Kolorowanie kraw¦dzi G.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od stworzenia grafu kraw¦dzio-
wego dla wej±ciowego grafu. Graf kraw¦dziowy tworzymy w taki sposób, »e
kraw¦dzie z grafu wej±ciowego staj¡ si¦ wierzchoªkami w gra�e kraw¦dzio-
wym. Nast¦pnie na tak przygotowanym gra�e wykonujemy algorytm koloro-
wania wierzchoªków 5.8.1

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu wynosiO(2V ), poniewa» opie-
ra si¦ na sprawdzaniu wszystkich kombinacji kolorowania kraw¦dzi.

Uwagi: Algorytm ma zªo»ono±¢ wykªadnicz¡ co sprawia, »e nawet dla maªej
liczby kraw¦dzi jego wykonanie zajmuje du»o czasu.

Listing 5.22. Moduª coloring_edges.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
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#
# Implementacja algorytmu sprawdzania dwudz i e l no sc i g ra fu na
# podstawie ar tyku low ze s t ron :
# h t t p :// edu . i−l o . tarnow . p l / i n f / a l g /001_search /0142. php
# h t t p :// p l . w i k i p ed i a . org / w ik i /Kolorowanie_grafu
# kaims . p l /~deren/ag/wyklady /14_kolorowanie . pd f

from c o l o r i n g import Ver t i c e sCo l o r i ng
from main . s t r u c t u r e s . edges import Edge

class EdgesColor ing ( ob j e c t ) :
"""Algorytm kolorowania krawedz i g ra fu . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu grafem , k torego krawedziom
zostana nadane ko l o ry . """
s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = d i c t (

( ( node , 0) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) )
s e l f . number_of_color = 1

def run ( s e l f ) :
"""Metoda uruchamiajaca algorytm kolorowania krawedz i
g ra fu . Kolory to l i c z b y ca l k ow i t e od zera . Wynik
zapisywany j e s t w zmiennej s e l f . c o l o r . """
graph_e = s e l f . graph . __class__( s e l f . graph . e ( ) ,

s e l f . graph . i s_d i r e c t ed ( ) )
i = 0
edges = d i c t ( )
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

for t a rg e t1 in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :
for t a rg e t2 in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( t a rge t1 ) :

i f t a rg e t2 != source :
i f ( source , t a rge t1 ) not in edges :

edges [ ( source , t a rg e t1 ) ] = i
i f not graph_e . i s_d i r e c t ed ( ) :

edges [ ( target1 , source ) ] = i
i += 1

i f ( target1 , t a rg e t2 ) not in edges :
edges [ ( target1 , t a rge t2 ) ] = i
i f not graph_e . i s_d i r e c t ed ( ) :

edges [ ( target2 , t a rge t1 ) ] = i
i += 1

graph_e . add_edge (
Edge ( edges [ ( source , t a rg e t1 ) ] ,

edges [ ( target1 , t a rge t2 ) ] ) )
a lgor i thm = Ver t i c e sCo l o r i ng ( graph_e )
a lgor i thm . run ( )
s e l f . c o l o r = algor i thm . c o l o r
s e l f . number_of_color = algor i thm . number_of_color
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6. Podsumowanie

W pracy przedstawiono implementacj¦ grafów i wielu algorytmów gra-
fowych, zwi¡zanych z grafami bez wag. Implementacja zostaªa wykonana w
j¦zyku Python, poniewa» ª¡czy on wydajno±¢, czytelno±¢ kodu i dost¦pno±¢
struktur danych wysokiego poziomu. Dzi¦ki temu kod ¹ródªowy mo»e peªni¢
rol¦ pseudokodu u»ywanego w literaturze do prezentacji algorytmów, a z dru-
giej strony kod mo»na uruchomi¢ w wybranym systemie operacyjnym w celu
rozwi¡zania ±redniej wielko±ci problemów grafowych. Przykªady korzystania
z algorytmów s¡ zawarte w dostarczonych testach jednostkowych.

Prezentowany kod jest zgodny z formalnymi standardami j¦zyka Python
(PEP8), oraz z praktykami dobrego programowania: adekwatne nazwy zmien-
nych, odpowiednie komentarze, logiczny podziaª kodu na moduªy, klasy, funk-
cje. Poprawno±¢ kodu zostaªa potwierdzona poprzez testy jednostkowe.

W pracy zebrano podstawowe algorytmy przeszukiwania grafów, sorto-
wania topologicznego, znajdowania skªadowych spójnych i silnie spójnych
skªadowych. Pokazano równie» algorytmy znajdowania maksymalnego skoja-
rzenia w grafach dwudzielnych, obliczania domkni¦cia przechodniego grafu,
kolorowania wierzchoªków i kraw¦dzi grafu. W ko«cu zaimplementowano tak-
»e algorytmy zwi¡zane z grafami eulerowskimi i hamiltonowskimi.

Cz¦±¢ teoretyczna pracy u»ywa gªównie multigrafów, które s¡ uogólnie-
niem grafów prostych. Dziaªanie algorytmów przedstawionych w pracy spraw-
dzono tylko dla grafów prostych. Dostosowanie kodu do pracy z multigrafami
wymaga jeszcze dodatkowych prac, z których zrezygnowano na korzy±¢ po-
wi¦kszenia bazy algorytmów. Warto zwróci¢ uwag¦ na kilka elementów, które
ró»ni¡ implementacje grafów prostych i multigrafów.

� G.weight(edge) dla grafów prostych sªu»y do odczytu wagi kraw¦dzi, a dla
multigrafów chcemy odczyta¢ liczb¦ kraw¦dzi równolegªych. W reprezen-
tacji macierzy s¡siedztwa wªa±nie ta liczba znajduje si¦ w miejscu wagi.
St¡d w tej implementacji nie mo»na przedstawi¢ multigrafów wa»onych.
Mo»na ewentualnie wykorzysta¢ atrybut kraw¦dzi edge.weight do reprezen-
towanie p¦ku kraw¦dzi równolegªych pomi¦dzy dwoma wierzchoªkami.

� G.iteradjacent(source) zwraca iterator kolejnych s¡siadów danego wierzchoª-
ka (bez powtórze«), niezale»nie od liczby kraw¦dzi równolegªych prowa-
dz¡cych do s¡siada.

� G.iteredges(), G.iterinedges(source), G.iteroutedges(source) zwracaj¡ iteratory
kraw¦dzi, przy czym dla kraw¦dzi równolegªych pojawi¡ si¦ powtórzenia
kraw¦dzi.

� W multigrafach zezwalamy na dodawanie p¦tli i kolejnych kraw¦dzi rów-
nolegªych, a dla grafów prostych wyzwalane s¡ wyj¡tki.

W ±wiecie oprogramowania mo»na znale¹¢ wiele bibliotek grafowych, ale
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nie jest nam znany przykªad takiego poª¡czenia czytelno±ci, elastyczno±ci i
dost¦pno±ci kodu, który mógªby speªnia¢ nasze oczekiwania. Z drugiej stro-
ny warto zapozna¢ si¦ z mo»liwo±ciami innych bibliotek, aby skorzysta¢ z
dodatkowych algorytmów, czy te» narz¦dzi do gra�cznej prezentacji grafów.
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A. Kod ¹ródªowy dla kraw¦dzi i grafów

Dwie podstawowe klasy wykorzystywane we wszystkich algorytmach to
klasa Edge, reprezentuj¡ca kraw¦dzie skierowane, oraz klasa Graph, reprezen-
tuj¡ca grafy skierowane i nieskierowane. Sprawdzono sze±¢ implementacji kla-
sy Graph, cztery implementacje nie korzystaj¡ce z wag, oraz dwie implemen-
tacje przygotowane do obsªugi grafów wa»onych, ale w naszych rozwa»aniach
wszystkie wagi byªy domy±lnie równe 1.

A.1. Klasa Edge

Listing A.1. Moduª edges.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
#
# Uniwersalna k l a s a d la krawedz i .
# Hashable edges − pomysl na __hash__ na podstawie
# h t t p :// s t a c ko v e r f l ow . com/ que s t i on s /793761/
# bu i l t−in−python−hash−f unc t i on

class Edge ( ob j e c t ) :
"""Klasa rep re z en tu jaca krawedz skierowana w g r a f i e . """

def __init__( s e l f , source , target , weight =1):
""" I n i c j a l i z u j e o b i e k t krawedz i .
J e s l i g r a f ma wagi , to mozna przekazac dodatkowo
wage krawedzi , k tora d la gra fu bez wag przyjmuje
wartosc domyslna rowna 1 . """
s e l f . source = source
s e l f . t a r g e t = ta rg e t
s e l f . weight = weight

def __repr__( s e l f ) :
"""Zwraca krawedz w r e p r e z e n t a c j i t e k s t owe j . """
i f s e l f . weight == 1 :

return "Edge(%s , %s ) " % (
repr ( s e l f . source ) ,
r epr ( s e l f . t a r g e t ) )

else :
return "Edge(%s , %s , %s ) " % (

repr ( s e l f . source ) ,
r epr ( s e l f . t a r g e t ) ,
r epr ( s e l f . weight ) )

def __cmp__( s e l f , o ther ) :
"""Porownywanie krawedz i . """
i f s e l f . weight > other . weight :
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return 1
i f s e l f . weight < other . weight :

return −1
i f s e l f . source > other . source :

return 1
i f s e l f . source < other . source :

return −1
i f s e l f . t a r g e t > other . t a r g e t :

return 1
i f s e l f . t a r g e t < other . t a r g e t :

return −1
return 0

def __hash__( s e l f ) :
"""Zwraca hash d la krawedz i . """
return hash ( repr ( s e l f ) )

def __invert__( s e l f ) :
"""Zwraca nowa krawedz z przeciwnym kierunkiem . """
return Edge ( s e l f . ta rget , s e l f . source , s e l f . weight )

inve r t ed = __invert__

A.2. Klasa Graph (sªownik sªowników)

Listing A.2. Moduª graphs5.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−

from edges import Edge

class Graph( d i c t ) :
"""
Pode j s c i e z l i s t am i sa s i ed z twa . Sas i edn i e w i e r z c h o l k i
trzymane sa w s lownikach . Wierzcho lk i moga byc zarowno
l i c z bami j a k i i dowolnymi ob iek tami np . s tr ingami , i t p .
{"A":{"B":1 ,"C":2} , "B":{"C":3 ,"D":4} , "C":{"D":5} ,
"D":{"C":6} , "E":{"C":7} , "F":{}}
"""

def __init__( s e l f , n=0, d i r e c t ed=False ) :
""" I n i c j a l i z a c j a o b i e k t u gra fu . """
s e l f . n = n # kompatyb i lnosc z Sedgewickiem
s e l f . d i r e c t ed = d i r e c t ed

def i s_d i r e c t ed ( s e l f ) :
"""Sprawdza , czy g ra f j e s t skierowany , czy niesk ierowany . """
return se l f . d i r e c t ed

def v ( s e l f ) :
"""Zwraca l i c z b e wierzcho lkow gra fu . """
return l en ( s e l f )

def e ( s e l f ) :
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"""Zwraca l i c z b e krawedz i g ra fu . """
edges = sum( l en ( s e l f [ node ] ) for node in s e l f )
return ( edges i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) else edges / 2)

def add_node ( s e l f , node ) :
"""Dodaje nowy w i e r z cho l e k do gra fu . """
i f node not in se l f :

s e l f [ node ] = d i c t ( )

def has_node ( s e l f , node ) :
""" Sprawdzenie , czy w i e r z cho l e k na l e zy do gra fu . """
return node in s e l f

def del_node ( s e l f , node ) :
"""Usuwa w i e r z cho l e k z gra fu . """
for edge in l i s t ( s e l f . i t e r i n e d g e s ( node ) ) :

s e l f . del_edge ( edge )
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

for edge in l i s t ( s e l f . i t e r ou t edg e s ( node ) ) :
s e l f . del_edge ( edge )

del s e l f [ node ]

def add_edge ( s e l f , edge ) :
"""Dodaje nowa krawedz do gra fu . """
i f edge . source == edge . t a r g e t :

raise ValueError ( " p e t l e sa zabronione " )
s e l f . add_node ( edge . source )
s e l f . add_node ( edge . t a r g e t )
i f edge . t a r g e t not in se l f [ edge . source ] :

s e l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] = edge . weight
else :

raise ValueError ( " krawedzie rowno leg l e sa zabronione " )
i f not se l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

i f edge . source not in se l f [ edge . t a r g e t ] :
s e l f [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] = edge . weight

else :
raise ValueError ( " krawedzie rowno leg l e sa zabronione " )

def del_edge ( s e l f , edge ) :
"""Usuwa i s t n i e j a c a krawedz gra fu . """
del s e l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
i f not se l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

del s e l f [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ]

def has_edge ( s e l f , edge ) :
"""Sprawdza czy krawedz i s t n i e j e w g r a f i e . """
return edge . source in s e l f and edge . t a r g e t in s e l f [ edge . source ]

def weight ( s e l f , edge ) :
"""Zwraca wage krawedz i l u b zero . """
i f edge . source in s e l f and edge . t a r g e t in s e l f [ edge . source ] :

return se l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
else :

return 0

def i t e r nod e s ( s e l f ) :
"""Zwraca i t e r a t o r do l i s t y wierzcho lkow gra fu . """
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return se l f . i t e r k e y s ( )

def i t e r a d j a c e n t ( s e l f , source ) :
"""Zwraca i t e r a t o r wierzcho lkow sa s i e dn i ch . """
return se l f [ source ] . i t e r k e y s ( )

def i t e r ou t edg e s ( s e l f , source ) :
"""Zwraca i t e r a t o r krawedz i wychodzacych gra fu . """
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

y i e l d Edge ( source , target , s e l f [ source ] [ t a r g e t ] )

def i t e r i n e d g e s ( s e l f , source ) :
"""Zwraca i t e r a t o r krawedz i wchodzacych gra fu . """
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) : # O(V) time

for ( target , sources_dic t ) in s e l f . i t e r i t em s ( ) :
i f source in sources_dic t :

y i e l d Edge ( target , source , source s_dic t [ source ] )
else :

for t a r g e t in s e l f [ source ] :
y i e l d Edge ( target , source , s e l f [ t a r g e t ] [ source ] )

def i t e r e d g e s ( s e l f ) :
"""Zwraca i t e r a t o r krawedz i g ra fu . """
for source in s e l f . i t e r node s ( ) :

for t a r g e t in s e l f [ source ] :
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) or source < ta rg e t :

y i e l d Edge ( source , target , s e l f [ source ] [ t a r g e t ] )

def show ( s e l f ) :
""" Prezentac ja gra fu . """
for source in s e l f . i t e r node s ( ) :

print source , " : " ,
for edge in s e l f . i t e r ou t edg e s ( source ) :

print "%s(%s ) " % ( edge . target , edge . weight ) ,
print

def copy ( s e l f ) :
"""Zwraca kop ie gra fu . """
new_graph = Graph (n=s e l f . n , d i r e c t ed=s e l f . d i r e c t ed )
for node in s e l f . i t e r nod e s ( ) :

new_graph [ node ] = d i c t ( s e l f [ node ] )
return new_graph

def t ranspose ( s e l f ) :
"""Zwraca g ra f transponowany . """
new_graph = Graph (n=s e l f . n , d i r e c t ed=s e l f . d i r e c t ed )
for node in s e l f . i t e r nod e s ( ) :

new_graph . add_node ( node )
for edge in s e l f . i t e r e d g e s ( ) :

new_graph . add_edge(~ edge )
return new_graph

def __eq__( s e l f , o ther ) :
""" Sprawdzenie , czy g ra f y sa rowne . """
raise NotImplementedError ( )

def __ne__( s e l f , o ther ) :
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""" Sprawdzenie , czy g ra f y sa rozne . """
return not se l f == other

def add_graph ( s e l f , o ther ) :
"""Dolacza inny g ra f do i s t n i e j a c e g o . """
for node in other . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . add_node ( node )
for edge in other . i t e r e d g e s ( ) :

s e l f . add_edge ( edge )

A.3. Klasa Graph (lista list)

Listing A.3. Moduª graphs6.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−

from edges import Edge

class Graph( ob j e c t ) :
"""Klasa rep re z en tu jaca g ra f skierowany lub niesk ierowany . """

def __init__( s e l f , n , d i r e c t ed=False ) :
""" I n i c j a l i z a c j a o b i e k t u gra fu . """
i f n < 0 :

raise ValueError ( "n musi byc l i c z b a dodatnia " )
s e l f . n = n
s e l f . d i r e c t ed = d i r e c t ed
s e l f . data = [ [ 0 ] ∗ s e l f . n for node in xrange ( s e l f . n ) ]

def i s_d i r e c t ed ( s e l f ) :
"""Sprawdza , czy g ra f j e s t skierowany , czy niesk ierowany . """
return se l f . d i r e c t ed

def v ( s e l f ) :
"""Zwraca l i c z b e wierzcho lkow gra fu . """
return se l f . n

def e ( s e l f ) :
"""Zwraca l i c z b e krawedz i g ra fu . """
counter = 0
for source in xrange ( s e l f . n ) :

for t a r g e t in xrange ( s e l f . n ) :
i f s e l f . data [ source ] [ t a r g e t ] != 0 :

counter = counter + 1
return ( counter i f s e l f . d i r e c t ed else counter / 2)

def add_node ( s e l f , node ) :
"""
Metoda dodaje w i e r z cho l e k . W przypadku macierzy sa s i ed z twa
funkc ja nie j e s t zaimplementowana , poniewaz ws z y s t k i e
w i e r z c h o l k i sa dodane od razu .
"""
pass
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def has_node ( s e l f , node ) :
""" Sprawdzenie , czy w i e r z cho l e k na l e zy do gra fu . """
return 0 <= node < s e l f . n

def del_node ( s e l f , source ) :
"""
Metoda usuwa w i e r z cho l e k . W przypadku macierzy
sa s i ed z twa funkc ja nie j e s t zaimplementowana .
"""
pass

def add_edge ( s e l f , edge ) :
"""Dodaje nowa krawedz do gra fu . """
i f edge . source == edge . t a r g e t :

raise ValueError ( " p e t l e sa zabronione " )
s e l f . add_node ( edge . source )
s e l f . add_node ( edge . t a r g e t )
i f s e l f . data [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] == 0 :

s e l f . data [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] = edge . weight
else :

raise ValueError ( " krawedzie rowno leg l e sa zabronione " )
i f not se l f . d i r e c t ed :

i f s e l f . data [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] == 0 :
s e l f . data [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] = edge . weight

else :
raise ValueError ( " krawedzie rowno leg l e sa zabronione " )

def del_edge ( s e l f , edge ) :
"""Usuwa i s t n i e j a c a krawedz gra fu . """
s e l f . data [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] = 0
i f not se l f . d i r e c t ed :

s e l f . data [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] = 0

def has_edge ( s e l f , edge ) :
""" Sprawdzenie , czy krawedz i s t n i e j e w g r a f i e . """
return se l f . data [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] != 0

def weight ( s e l f , edge ) :
"""Zwraca wage krawedz i l u b zero . """
return se l f . data [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]

def i t e r nod e s ( s e l f ) :
"""Zwraca i t e r a t o r do l i s t y wierzcho lkow gra fu . """
return i t e r ( xrange ( s e l f . n ) )

def i t e r a d j a c e n t ( s e l f , source ) :
"""Zwraca i t e r a t o r do l i s t y wierzcho lkow sa s i e dn i ch . """
for t a r g e t in xrange ( s e l f . n ) :

i f s e l f . data [ source ] [ t a r g e t ] != 0 :
y i e l d t a r g e t

def i t e r ou t edg e s ( s e l f , source ) :
"""Zwraca i t e r a t o r krawedz i wychodzacych . """
for t a r g e t in xrange ( s e l f . n ) :

i f s e l f . data [ source ] [ t a r g e t ] != 0 :
y i e l d Edge ( source , target , s e l f . data [ source ] [ t a r g e t ] )
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def i t e r i n e d g e s ( s e l f , source ) :
"""Zwraca i t e r a t o r krawedz i wchodzacych . """
for t a r g e t in xrange ( s e l f . n ) :

i f s e l f . data [ t a r g e t ] [ source ] != 0 :
y i e l d Edge ( target , source , s e l f . data [ t a r g e t ] [ source ] )

def i t e r e d g e s ( s e l f ) :
"""Zwraca i t e r a t o r krawedz i g ra fu . """
for source in xrange ( s e l f . n ) :

for t a r g e t in xrange ( s e l f . n ) :
i f s e l f . data [ source ] [ t a r g e t ] != 0 and \

( s e l f . d i r e c t ed or source < ta rg e t ) :
y i e l d Edge ( source , target , s e l f . data [ source ] [ t a r g e t ] )

def show ( s e l f ) :
""" Prezentac ja gra fu . """
for source in xrange ( s e l f . n ) :

print source , " : " ,
for t a r g e t in s e l f . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

print "%s(%s ) " % ( target , s e l f . data [ source ] [ t a r g e t ] ) ,
print

def copy ( s e l f ) :
"""Zwraca kop ie gra fu . """
new_graph = Graph (n=s e l f . n , d i r e c t ed=s e l f . d i r e c t ed )
for source in xrange ( s e l f . n ) :

for t a r g e t in xrange ( s e l f . n ) :
new_graph . data [ source ] [ t a r g e t ] = s e l f . data [ source ] [ t a r g e t ]

return new_graph

def t ranspose ( s e l f ) :
"""Zwraca g ra f transponowany . """
new_graph = Graph (n=s e l f . n , d i r e c t ed=s e l f . d i r e c t ed )
for source in xrange ( s e l f . n ) :

for t a r g e t in xrange ( s e l f . n ) :
new_graph . data [ source ] [ t a r g e t ] = s e l f . data [ t a r g e t ] [ source ]

return new_graph

def __eq__( s e l f , o ther ) :
""" Sprawdzenie , czy g ra f y sa rowne . """
raise NotImplementedError ( )

def __ne__( s e l f , o ther ) :
""" Sprawdzenie , czy g ra f y sa rozne . """
return not se l f == other

def add_graph ( s e l f , o ther ) :
"""Dolacza inny g ra f do i s t n i e j a c e g o """
for node in other . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . add_node ( node )
for edge in other . i t e r e d g e s ( ) :

s e l f . add_edge ( edge )
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B. Testy wydajno±ciowe wybranych

algorytmów

B.1. Test wydajno±ci algorytmu przeszukiwania wszerz
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log(t) = a log(V+E) + b
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b = -5.860653 +/- 0.111781

log(t) = a log(V+E) + b
data

fit

Rysunek B.1. Wykresy wydajno±ci algorytmu przeszukiwania wszerz dla
dwóch ró»nych implementacji grafów peªnych. Dla grafu peªnego dla du-
»ych grafów szybsza jest implementacja graph5 oparta na sªowniku sªownika.
Wspóªczynniki a bliskie 1 potwierdzaj¡ liniow¡ zale»no±¢ czasu od rozmiaru

grafu.
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B.2. Test wydajno±ci algorytmu przeszukiwania w gª¡b
iteracyjnego
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fit

Rysunek B.2. Wykresy wydajno±ci algorytmu przeszukiwania w gª¡b itera-
cyjnego dla dwóch ró»nych implementacji grafów peªnych. Implementacja
graph5 jest szybsza od graph6. Wspóªczynniki a bliskie 1 potwierdzaj¡ linio-

w¡ zale»no±¢ czasu od rozmiaru grafu.
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B.3. Test wydajno±ci algorytmu przeszukiwania w gª¡b
rekurencyjnego
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Rysunek B.3. Wykresy wydajno±ci algorytmu przeszukiwania w gª¡b reku-
rencyjnego dla dwóch ró»nych implementacji grafów peªnych. Implementacja
graph5 jest szybsza od graph6. Wspóªczynniki a bliskie 1 potwierdzaj¡ linio-

w¡ zale»no±¢ czasu od rozmiaru grafu.
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B.4. Test wydajno±ci algorytmu kolorowania grafu
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log(t) = a |V| + b
data

fit
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fit

Rysunek B.4. Wykresy wydajno±ci algorytmu kolorowania grafu dla dwóch
ró»nych implementacji grafów peªnych. Wykresy wydaj¡ si¦ potwierdza¢ za-

le»no±¢ wykªadnicz¡, cho¢ ilo±¢ danych nie jest du»a.
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B.5. Test wydajno±ci algorytmu wyszukiwania spójnych
skªadowych
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Rysunek B.5. Wykresy wydajno±ci algorytmu wyszukiwania spójnych skªa-
dowych grafu dla dwóch ró»nych implementacji grafów peªnych. Implemen-
tacja graph5 jest szybsza od graph6. Wspóªczynniki a bliskie 1 potwierdzaj¡

liniow¡ zale»no±¢ czasu od rozmiaru grafu.

79

2429120057(83)



B.6. Test wydajno±ci algorytmu wyszukiwania
domkni¦cia przechodniego

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8

lo
g
(t

im
e
 [

s]
)

log(V)

domknięcie przechodnie, complete graph, graph5, E=V*(V-1)/2

a = 2.754625 +/- 0.040140

b = -6.177109 +/- 0.084037

log(t) = a log(V) + b
data

fit

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8

lo
g
(t

im
e
 [

s]
)

log(V)

domknięcie przechodnie, complete graph, graph6, E=V*(V-1)/2

a = 2.808560 +/- 0.058521

b = -6.277576 +/- 0.122519

log(t) = a log(V) + b
data

fit

Rysunek B.6. Wykresy wydajno±ci algorytmu wyszukiwania domkni¦cia
przechodniego grafu dla dwóch ró»nych implementacji grafów peªnych. Im-
plementacja graph5 jest szybsza od graph6. Wspóªczynniki a bliskie 3 po-

twierdzaj¡ zale»no±¢ O(V 3).
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