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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacje w jezyku Python wybranych algo-
rytmoéw 1 struktur danych dla algorytmoéow bez wag. Zdefiniowano wspolny
interfejs dla graféw prostych i multigraféw, oparty na trzech klasach: Edge
(dla krawedzi skierowanych), Graphs i MultiGraph. Stworzono sze$¢ roznych
implementacji realizujacych interfejs graféw, tacznie z generatorami pewnych
typow grafow.

W pracy zaimplementowano dwa najwazniejsze algorytmy przeszukiwa-
nia graféw: przeszukiwanie wszerz i przeszukiwanie w glab. Zaimplemento-
wano dwa rozne algorytmy sortowania topologicznego grafow acyklicznych
skierowanych. Pokazano algorytmy wyznaczania sktadowych spojnych grafu
nieskierowanego i silnie spojnych sktadowych grafu skierowanego. Zaimple-
mentowano dwa sposoby wyznaczania domkniecia przechodniego, oraz kilka
algorytmoéw do kolorowania wierzchotkéw i krawedzi grafu.

Dla grafow dwudzielnych stworzono implementacje algorytmu sprawdza-
jacego dwudzielnosé¢ grafu, oraz implementacje trzech algorytmoéw wyzna-
czania maksymalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych: algorytm $ciezek
powiekszajacych, algorytm Hopcrofta-Karpa, a takze algorytm oparty o me-
tode Forda-Fulkersona.

Kazdemu algorytmowi odpowiada osobna klasa, oraz odpowiedni zestaw
testow jednostkowych, przygotowanych z wykorzystaniem standardowych na-
rzedzi wspomagajacych sprawdzanie kodu w Pythonie. Ponadto dla wybra-
nych implementacji wykonano eksperymenty komputerowe sprawdzajace zgod-
nos¢ rzeczywistej wydajnosci kodu z przewidywaniami teoretycznymi.

Slowa kluczowe: grafy, multigrafy, przeszukiwanie wszerz, przeszukiwanie
w glab, sortowanie topologiczne, sktadowe spodjne, silnie spdjne sktadowe,
grafy dwudzielne, maksymalne skojarzenie, domkniecie przechodnie, koloro-
wanie grafu, grafy eulerowskie, grafy hamiltonowskie
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Abstract

Python implementations of selected graph algorithms and data structures
for unweighted graphs are presented. Graphs interface is defined which is
suitable for simple graphs and for multigraphs. The interface is based on
three classes: the Edge class (for directed edges), the Graph class, and the
MultiGraph class. Some graph generators are also included.

The algorithms are implemented using a unified approach. There are se-
parate classes devoted to different algorithms. All algorithms were tested by
means of the standard Python unit testing framework. Additional computer
experiments were done in order to compare real and theoretical computatio-
nal complexity.

Two algorithms for traversing of a graph are presented: breadth-first se-
arch and depth-first search. Two algorithms for finding a topological ordering
of a dag are shown. Algorithms to compute the connected components of an
undirected graph and to compute the strongly connected components of a
directed graph are presented. There are two algorithms for computing the
transitive closure of a graph, several algorithms for a vertex coloring and for
an edge coloring. There are also algorithms connected with Eulerian graphs
and Hamiltonian graphs.

For the case of bipartite graphs, there are algorithms for bipartiteness
testing and for finding a maximum bipartite matching: the augmenting path
algorithm, the Hopcroft-Karp algorithm, and the algorithm based on the
Ford-Fulkerson method.

Keywords: graphs, multigraphs, breadth-first search, depth-first search, to-
pological sorting, connected components, strongly connected components,
bipartite graphs, maximum bipartite matching, transitive closure, graph co-
loring, Eulerian graphs, Hamiltonian graphs
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1. Wstep

Tematem niniejszej pracy jest Implementacja wybranych algorytmow dla
grafow bez wag w jezyku Python. Praca skupia sie na przedstawieniu w przej-
rzysty sposob algorytmow grafowych, ich implementacji w jezyku Python,
oraz analizie ich wydajnosci. Wraz z rozwojem informatyki, oraz jej gléwnej
galezi algorytmiki, coraz szybciej mozemy obliczaé¢ interesujace nas zagadnie-
nia zwiazane z grafami. Przy implementacji algorytmoéow grafowych niewat-
pliwie duze znaczenie ma w jakim jezyku tworzymy implementacje. Niektore
jezyki pozwalaja na mniej, badZ bardziej wydajne implementacje, poprzez
wewnetrzne optymalizacje zwigzane z pamiecig, operacjami na zmiennych,
przechowywaniem danych w réznych strukturach, oraz réznicami w imple-
mentacji kontenerow w bibliotece standardowej. W pracy zostal uzyty jezyk
Python, ktory taczy w sobie przejrzystosé, czytelnosé, oraz wydajnos$é pisa-
nych w nim aplikacji.

Tematyka pracy byta juz wezesniej podejmowana w wielu ksigzkach, mie-
dzy innymi w klasycznym podreczniku Cormena [1|, jednak rzadko kiedy
autorzy skupiali sie na implementacji w konkretnym jezyku programowania.
Czesciej publikacje maja charakter bardziej teoretyczny i skupiaja sie na
matematycznej stronie teorii grafow 2], [3]. Jednym z wyjatkow jest ksiazka
Sedgewicka, prezentujaca implementacje w C++ [4].

Praca podzielona zostata na szes$¢ rodzialéw. Na poczatku zostana omo-
wione podstawowe pojecia zwigzane z grafami oraz jezykiem Python, ktory
zostal wykorzystany do przedstawienia implementacji algorytmoéw. Nastepnie
opisane sa pojecia zwigzane z teorig grafow, ktore zostaly wykorzystane w
roznych czesciach pracy. W nastepnej kolejnosci znajduje sie rozdziat poswie-
cony algorytmom i ich implementacjom w jezyku Python. Praca nie zawiera
dowodow poprawnosci algorytmow, poniewaz sg one znane w literaturze za-
mieszczonej w bibliografii. Na koricu pracy znajduja sie dodatki zawierajace
kody zZrodlowe podstawowych klas grafowych, oraz omoéwienie testéow kom-
puterowych. Praca ta oczywisdcie nie wyczerpuje calosci tematu, a stanowi
jedynie solidng baze do dalszej analizy algorytmoéw grafowych. Przyjete kon-
wencje prezentacji algorytméw ulatwiaja zapisywanie, analize, rozumienie i
rozwijanie nowych ideii.

1.1. Grafy

Grafem nazywamy pare skladajaca sie ze zbioru obiektow (wierzchotkow)
oraz ze zbioru polaczen miedzy tymi obiektami (krawedzie). W celu ozna-
czenia wierzchotkow w grafie najczesciej stosowane sg liczby naturalne albo
etykiety tekstowe. Krawedzie grafu obrazuja relacje pomiedzy jego wierz-
chotkami i czesto posiadaja dodatkowe atrybuty, takie jak waga, kolor lub
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dhugos¢. Dzieki grafom mozna latwiej analizowaé rézne relacje i procesy w
uktadach biologicznych, fizycznych, spotecznych i informatycznych. Zapisanie
badanego problemu w jezyku teorii grafow utatwia korzystanie ze znanych
rozwiagzan, doktadnych lub przyblizonych.

Dziatem matematyki i informatyki, zajmujacym sie badaniem wtasno-
Sci grafow, jest teoria graféow 3. Grafy mozemy podzieli¢ ze wzgledu na typ
krawedzi. W grafach skierowanych krawedzie posiadaja okreslony kierunek,
jest wierzchotek poczatkowy i wierzchotlek koncowy dla kazdej krawedzi. W
grafach nieskierowanych krawedzie nie maja okreslonego kierunku, natomiast
w grafach mieszanych wystepuja oba rodzaje krawedzi.

(a) graf skierowany (b) graf nieskierowany (c) graf mieszany

Rysunek 1.1. (a) Graf skierowany - krawedzie taczace wierzchotki maja okre-

slony kierunek. (b) Graf nieskierowany - krawedzie laczace wierzchotki nie

maja okreslonego kierunku. (¢) Graf mieszany - zawiera oba rodzaje krawe-
dzi.

1.2. Multigrafy

Multigrafy sa uogo6lnieniem grafow, ktore czesto jest potrzebne w zasto-
sowaniach. Dopuszcza sie istnienie petli (krawed? taczaca wierzcholek z nim
samym) oraz krawedzi wielokrotnych (kilka krawedzi ma ten sam wierzcholek
poczatkowy 1 koricowy). W pracy bedziemy uzywa¢ nazwy multigraf tylko
tam, gdzie dopuszczalne sa petle i krawedzie wielokrotne. W przeciwnym
wypadku bedziemy korzysta¢ z nazwy graf lub graf prosty.

1.3. Organizacja pracy

Rozdzial 1 zawiera wstep do pracy magisterskiej. Rozdzial 2 zawiera
wprowadzenie do jezyka Python. Zostaly w nim przedstawione podstawo-
we struktury danych oraz cechy jezyka, ktore nalezy pozna¢, aby zrozumieé
implementacje algorytmoéw. Rozdziat 3 wprowadza podstawowe pojecia z za-
kresu teorii grafow. Do tych poje¢ czesto odwolujemy sie w innych czesciach
pracy. Rozdzial 4 opisuje zagadnienia zwigzane z grafami istotne dla ich im-
plementacji, oraz interfejs uzyty przy tworzeniu obiektow grafow, ktore poz-
niej zostaly uzyte przy implementacji algorytmoéw. Rozdzial 5 przedstawia
opis oraz implementacje wybranych algorytméw grafowych. W rozdziale tym
mozna réwniez napotka¢ uwagi przydatne przy implementacji algorytmow.
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Rozdzial 6 jest ostatnim rozdziatlem zawierajacym podsumowanie pracy. Do-
datkowo na koncu pracy znajduja sie dodatki zawierajace kod klas grafowych
oraz wyniki testow algorytmow.
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2. Wprowadzenie do Pythona

Python jest obiektowo-zorientowanym jezykiem programowania wysokie-
go poziomu [5]. Oznacza to, ze jego skladnia oraz stowa kluczowe zostaly
stworzone tak, aby byly w jak najwiekszym stopniu zrozumialte i wygodne
dla cztowieka, a nie dla maszyny. Python zostal stworzony zgodnie z para-
dygmatem programowania obiektowego (ang. object-oriented programming),
w mniejszym stopniu wspiera rowniez programowanie proceduralne i funkcyj-
ne. W jezyku tym wszystko jest obiektem, a okre§lone zachowania zdefniowa-
ne dla obiektéw nazwane sa metodami. Python zawiera rozbudowany zbior
pakietow nazywany bibliotekq standardowg, ktory znaczaco ulatwia wydaj-
ne tworzenie oprogramowania. Jezyk cechuje czytelna i klarowna sktadnia.
W celu poprawienia czytelnosci stosowany jest system wcie¢ do zaznacze-
nia bloku instrukcji. Dla usprawnienia zarzadzania pamiecia, oraz eliminacji
trudnych do wykrycia bltedéw programistycznych, zastosowano automatycz-
ne zarzadzanie pamiecia za pomoca tzw. od$miecania pamieci (ang. garbage
collection). Jezyk posiada typy dynamiczne, czyli zmienne w programie nie
maja okreslonych typéw, natomiast moga przechowywacé tacza do obiektow
roznych typéw. Ten sam kod moze byé wykorzystywany na réznych plat-
formach, poniewaz Python nie jest zalezny od konkretnego systemu opera-
cyjnego. Interpretery jezyka Python dostepne sa dla wickszosci popularnych
systemow operacyjnych.

2.1. Typy i struktury danych

Python posiada wiele wbudowanych typow oraz struktur danych. W pro-
gramie nie ma potrzeby definiowania typu danej zmiennej, jak w jezykach
z typami statycznymi, poniewaz Python jest jezykiem dynamicznie typowa-
nym. Rozpoznaje on typy obiektéw i przypisuje do zmiennej tacze do obiektu.
Wszystkie zmienne w Pythonie przenoszone sg przez referencje, a nie przez
wartosé. Oznacza to, ze funkcja otrzymuje tacze do oryginatu obiektu, a nie
do jego niezaleznej kopii. Wszystkie operacje wykonane na obiekcie wewnatrz
funkeji beda widoczne po wyjsciu z funkcji. Oczywiscie w razie potrzeby moz-
na tatwo wykonaé¢ pelng, niezalezna kopie kazdego obiektu (modut copy), ale
zwykle nie jest to potrzebne.

2.1.1. Typy proste

Wsrod typow prostych mozna wyrdzni¢ typy numeryczne i tekstowe. Po-
miedzy typami numerycznymi nastepuje niejawna automatyczna konwersja,
dlatego nie trzeba jawnie konwertowaé liczb catkowitych na liczby zmienno-
przecinkowe. Jezyk Python jest jezykiem silnie typowalnym oznacza to, ze

8
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tam gdzie niejawna konwersja mogltaby powodowaé utrate precyzji albo nie-
jednoznacznosci, nalezy samemu dokona¢ jawnej konwersji. Tekst zawierajacy
liczbe musi by¢ wiec jawnie konwertowany na liczbe i odwrotnie, liczba musi
by¢ jawnie konwertowana na tekst. Ponizsza tabelka zwiera typy podstawowe

w Pythonie.
Tabela 2.1. Typy proste w Pythonie.
Typ Opis Przyktad
None obiekt pusty (odpowiednik null) | None
bool wartosé¢ logiczna True, False
int liczba calkowita 875, —3
long liczba catkowita dtuga 123456789000
float liczba zmiennoprzecinkowa 13.128, 2e3
complex | liczba zespolona 4+2.5j, —7J
str tekst "tekst”, "tekst"

2.1.2. Kolekcje

Kolekcje w Pythonie zostaly zaprojektowane tak, zeby mozna bylo je
elastycznie uzywac¢. Python nie posiada tablicy o stalym rozmiarze tylko
liste, ktora mozna dowolnie rozszerzaé¢. Szeroki zbior kolekeji wbudowanych,
takich jak lista, krotka, zbior, czy slownik, umozliwia bardzo efektywne i
szybkie pisanie programéw. W celu uzycia dowolnej kolekcji wystarczy do
nazwy zmiennej przypisa¢ obiekt kolekcji, co ilustruje przyktad ponizej.

Listing 2.1. Tworzenie kolekcji.

lista = list ()
krotka = tuple ()
zbior = set ()
slownik = dict ()

Podstawowe kolekcje, ktore zostaly uzyte podczas pisania pracy, wraz z
przyktadem uzycia, prezentuje tabela 2.2.

Tabela 2.2. Kolekcje w Pythonie.

Typ Opis Przyktlad

list lista (zmienna dlugosé i zawartosé ) | [1, "a", True]

tuple krotka (niezmienna) (1, "a", True)

set zbior (zmienny) set ([1, "a", True])
frozenset | zbior (niezmienny) frozenset ([1, "a", True])
dict stownik (zmienny) {’a’: 1.2, 1: True}

2.2. Skladnia jezyka

2.2.1. System wcieé
Aby zapewnié¢ czytelno$¢ kodu oraz ustandaryzowac sposob pisania pro-

gramow, Python zamiast nawiasow ograniczajacych ({ }) stosuje system wciec.

9
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Instrukcje konczg sie wraz z koricem linii, chyba ze jawnie zlamiemy wiersz
znakiem uko$nika wstecznego \ (ang. backslash).

Listing 2.2. System wcie¢ w Pythonie.

for x in xrange(20):

if x < 10:
if x — 5:
print "x = 5"
else:
print "x < 10 and x != 5"
else:
if x — 15:
print "x=15"
else:
print "x >= 10 and x != 15"

2.2.2. Operatory

Podstawowe operatory logiczne w Pythonie to koniunkcja and oraz alter-
natywa or. Dzialajg w ten sposob, ze zwracaja wartos¢ ostatniego obliczonego
wyrazenia. W przypadku wyrazenia 1 and 0 or 5 wynikiem bedzie 5. Python
posiada rowniez operatory poréwniania (==, =, <, >, <=, >=, is), negacji not
oraz zawierania in. Operatory te zwracaja warto$¢ logiczna True lub False.

2.2.3. Komentarze

Kiedy chcemy dodaé¢ luzne uwagi w kodzie programu, ktoére nie beda in-
terpretowane przez interpreter jezyka, mozna uzy¢ jednego z dwoch typow
kometarzy jakie posiada Python: komentarz jednoliniowy lub komentarz wie-
loliniowy. Komentarz jednoliniowy tworzy sie przez wstawienie przed zawar-
toscia komentarza znaku hash (#). Caly tekst znajdujacy sie po tym znaku,
az do korica linii, nie jest interpretowany. Komentarz wieloliniowy tworzy sie
przez umieszczenie komentarza pomiedzy potrojnymi apostrofami () lub
cudzystowami (7""). Kiedy uzywamy komentarza wieloliniowego na poczat-
ku modutu, klasy lub funkcji, to petni on dodatkowo fukcje dokumentacy;j-
ng. Aby zobaczy¢ opis modutu, klasy lub funkcji, ktory stworzyliSmy przez
dodanie komentarza wieloliniowego, nalezy skorzysta¢ z atrybutu _ doc_
Python wspiera takze automatyczne generowanie dokumentacji dla progra-
mu.

2.3. Instrukcje sterujace

Python, podobnie jak wiekszo$¢ jezykoéw programowania, posiada instruk-
cje sterujace przebiegiem wykonania programu. Do podstawowych instrukcji
sterujacych opisanych w tym paragrafie naleza petle oraz instrukcje warun-
kowe.
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2.3.1. Instrukcja warunkowa

Python posiada instrukcje warunkowa if, ktora umozliwia sterowanie
przebiegiem wykonania programu. Jako wyrazenie warunkowe niekoniecznie
musi zostaé¢ uzyta wartos¢ logiczna, jak w innych jezykach. Kazda liczba z
wyjatkiem zera jest traktowana jako prawda, a zero jako falsz. W Pythonie
obiekt None, a takze puste kolekcje list (), set (), dict() interpretowane sg jako
fatsz.

Listing 2.3. Instrukcja warunkowa if w Pythonie.

if expression 1:
instructions

elif expression 2: # opcjonalnie
instructions

else: # opcjonalnie
instructions

2.3.2. Petle

Do powtarzania tej samej czynnosci wiele razy Python udostepnia dwa
rodzaje petli, petle while oraz petle for. Petla for dziala inaczej niz w innych
jezykach. Nie zwiekszamy jawnie indeksu iteratora, tylko iterujemy po kolek-
cji obiektow. Fukcja xrange(n) tworzy generator liczb z zakresu od 0 don — 1,
po ktorym nastepnie przechodzimy. W petlach mozna réwniez zastosowaé in-
strukcje break (natychmiastowe wyjscie z petli) oraz continue (kontynuowanie

petli).

Listing 2.4. Petla for od 0 do 9 w Pythonie.

for i in xrange(10):
instructions

Petla while dziala podobnie jak w innych jezykach. Jesli wyrazenie wa-
runkowe jest prawdziwe, to zawarto$é¢ petli jest wykonywana, w przeciwnym
wypadku program nie wykonuje petli.

Listing 2.5. Petla while w Pythonie.

while expression:
instructions

2.4. Funkcje

Funkcje w Pythonie definiujemy za pomoca stowa kluczowego def. W de-
finicji funkcji nie podajemy ani zwracanego typu, ani czy w ogole funkcja
zwraca jakas warto$¢. Jesli chcemy, zeby funkcja zwracala jakas wartosc,
wewnatrz funkcji musimy uzy¢ stowa kluczowego return, a po nim wartosc,
ktora ma by¢ zwrocona. Do funkeji mozemy przekazaé takze dowolna iloéé
argumentow, mozna roéwniez stworzy¢ funkcje, ktora przyjmuje nieokreslong
liczbe argumentow.
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Listing 2.6. Przyktad funkcji w Pythonie.

def function(a, b):
return a * b

Wygodna funkcjonalnoscia oferowana przez Pythona sa argumenty do-
my$lne dla funkcji. W definicji funkeji po nazwie argumentu wystarczy przy-
pisa¢ do niego jego wartos¢ domyélng. Jezeli funkcja zostanie wywotana bez
danego argumentu, to zostanie mu przypisana jego warto$¢ domyslna.

Przy wywolywaniu funkcji mozemy podawaé argumenty w takiej kolej-
nosci, w jakiej zostaly podane w definicji funkcji, ale mozna zmienié¢ ich
kolejnos¢é poprzedzajac przekazywana warto$¢ argumentu jego nazwa oraz
znakiem réwnosci.

Listing 2.7. Przyktad funkcji z argumentami domy$lnymi.

def function(a=5, b=10):
return a x b

# argument b przyjmuje wartosc domysina 10
result = function (20) # wynik to 200

# argument a przyjmuje wartosc domyslna 5
result = function(b=20) # wynik to 100

2.5. Moduly

Moduty w jezyku Python to pliki z rozszerzeniem .py. Kazdy modut po-
winien zawiera¢ odrebng funkcjonalno$¢ programu. Moduty importujemy do
swojego programu za pomocg stowa kluczowego import. Kazdy modut po-
siada atrybut _ name , ktory w zaleznosci czy modul jest uruchomiony
czy tez importowany wewnatrz jakiego$ innego modutu ustawiany jest jako
wartos¢ " main__ " lub jako nazwa modutu.

Listing 2.8. Przyktad importowania modutéw w Pythonie.

import importlib
import os, sys
from collections import deque

Kiedy chcemy przejrzeé zawartosé modutu mozemy uzy¢ funkcji dir. Wy-
Swietli ona wszystkie funkcje i klasy dostepne w module.

Listing 2.9. Przyklad uzycia funkcji dir.

>>> import io

>>> dir (io)

[ ’BlockingIOError’, ’BufferedlOBase’, ’'BufferedRWPair’,
"BufferedRandom ’, ’'BufferedReader’, ’BufferedWriter’,
"BytesIO’, DEFAULT BUFFER _SIZE’, ’FilelO’, ’'IOBase’,
"IncrementalNewlineDecoder’, ’OpenWrapper’, ’RawlOBase’,
'SEEK_CUR’, ’SEEK END’, ’SEEK SET’, ’StringlO’,
"TextIOBase’, 'TextIOWrapper’, ’UnsupportedOperation’,

o all ) 7 author 7, 7’ builtins__’, ’ doc__ 7,
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) ) M 7 )

» file 7, 7 name 7, ’ package ’, ’ _io’, ’abc’,
"open ' |

2.6. Obiektowosé w Pythonie

Python jest zorientowanym obiektowo jezykiem programowania. Wspiera
dziedziczenie, polimorfizm, abstrakcje i enkapsulacje.

2.6.1. Klasy

Klasa to szablon wedtug ktorego beda tworzone obiekty danego typu. Kla-
sy tworzy sie za pomoca stowa kluczowego class, a po nim podajemy nazwe
klasy. Python posiada takze metody specjalne dla klasy, jedna z nich jest
metoda _ _init__ inicjalizujaca obiekt danej klasy. Metoda ta moze posia-
da¢ argumenty, ktore zostang przekazane do obiektu podczas jego tworzenia.
Kazda metoda wewnatrz klasy, jesli nie jest to metoda statyczna, posiada
jako pierwszy argument zmienng self, ktora jest referencja do obiektu, na
ktorym wykonywana jest metoda. Pola w klasach nie posiadaja modyfika-
tora dostepu. Wszystkie pola sa domyslnie publiczne i dostepne z kazdego
poziomu.

Listing 2.10. Przyktad deklaracji klasy w Pythonie.

class MyClass:
////V/Opl's kla,sy'///!//

def  init (self):
"hInicjalizacja obiektu.
pass

nimnn

2.6.2. Obiekty

Obiekty sa zwykle instancjami pewnych klas. W obiekcie przechowywane
sa atrybuty, do ktorych mozemy sie odwolywaé¢ w trakcje zycia obiektu. W
Pythonie nie musimy jawnie niszczy¢ obiektu, robi to za nas od$miecacz pa-
mieci, kiedy nie ma juz zadnych odniesien do istniejacego obiektu. Obiekty w
Pythonie tworzymy w bardzo prosty sposob, poprzez wywotanie nazwy kla-
sy, z ewentualnymi argumentami. Referencje do obiektu zwykle zapisujemy
w jakiej$ zmiennej.

Listing 2.11. Przyktad tworzenia obiektu w Pythonie.

instance = MyClass ()

2.6.3. Dziedziczenie
Dziedziczenie jest jedna z cech obiektowosci, ktora pozwala na wspot-

dzielnie przez klasy funkcjonalnogci, oraz na ominieciu powielania kodu przy
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tworzeniu klas. Python zapewnia bardzo prosty sposéb dziedziczenia, wy-
starczy nazwe klasy, z ktorej chcemy oddziedziczy¢, umiedci¢ w nawiasach
po nazwie klasy dziedziczacej.

Listing 2.12. Przyktad dziedziczenia w Pythonie.

class A:
def  init (self):
pass

class B(A): # klasa B dziedziczy z klasy A
def  init (self):
pass

Python obstugie rowniez dziedziczenie wielokrotne. Pozwala to na jeszcze
wieksze wspotdzielenie funkcjonalnosci przez klasy.

Listing 2.13. Przyktad dziedziczenia wielokrotnego w Pythonie.

class A:
def  init (self):
pass
class B:
def  init (self):
pass

class C(A, B): # dziedziczenie z klas A i B
def  init (self):

pass

2.6.4. Wyjatki

Wyjatki sa bardzo wygodna i nowoczesng metoda sygnalizacji bltedow i
sytuacji nietypowych w programie. Python wspiera obstluge wyjatkow. W
Pythonie wyrézniamy kilka typoéw wyjatkow: informujace o btedach sktadni,
wyjatki wbudowane oraz definiowane przez uzytkownika. Wyjatki sa obecnie
klasami, a ich instancje sa zwyklymi obiektami, ktéore mozemy przechwyty-
wacé 1 wykonywa¢ na nich pewne operacje. Najczestsza operacja jest pobranie
informacji o btedzie z wyjatku. Jesli podczas pisania programu uzyjemy nie-
dozwolonej sktadni jezyka, to otrzymamy wyjatek SyntaxError.

Listing 2.14. Przyktad btedu skladni w Pythonie.

>>> while True print ’Hello world’
File "<stdin>", line 1, in ?
while True print ’Hello world’

SyntaxError: invalid syntax

Kiedy chcemy zdefiniowa¢ wtasny wyjatek, wystarczy stworzy¢ klase dzie-
dziczaca po klasie Exception.

Listing 2.15. Przykltad tworzenia wyjatku w Pythonie.

class MyError (Exception):
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def  init  (self):

pass

def  str  (self):

return "MyError"

Aby rzuci¢ wyjatek, nalezy uzy¢ stowa kluczowego raise. Jesli otoczymy
segment kodu, w ktérym uzyto raise, blokiem try, except, to bedziemy mogli
przechwyci¢ rzucony wyjatek.

Listing 2.16. Przyktad obstugiwania wyjatku w Pythonie.

try:
raise MyError ()

except MyError as exception:
print "Exception:", exception

2.7. Testowanie

Do tworzenia testow jednostkowych w Pythonie stuzy modul unittest.
Podstawowy test weryfikujacy poprawnos$é¢ dzialania danej czesci programu
nazywamy TestCase. Natomiast grupa TestCase tworzy TestSuite. Do testowania
zaleznosci, jakie zachodza pomiedzy obiektami, uzywa sie funkcji assertEqual,
ktora sprawdza czy warto$¢ podana w pierwszym argumencie jest identycz-
na z wartoécig podang w drugim argumencie. Do zainicjalizowania poczat-
kowych danych potrzebnych do testow nalezy w klasie testujacej umiescié
metode setUp. Do dziatan czyszczacych stosuje sie metode tearDown. Nazwy
klas i metod testujacych nalezy tworzy¢ zgodnie z konwencja.

Listing 2.17. Przyklad testow w Pythonie.

import unittest
class TestValue(unittest.TestCase):

def setUp(self):
self.value = 100

def test int(self):
self.assertEqual (self.value, 100)

def test bool(self):
self.assertTrue (self.value)

def tearDown(self):

pass
if name — " mamn_ ":
unittest . main () # uruchomienie testow
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2.8. Wydajnosé

Duza zaleta Pythona jest jego wysoka wydajnosé¢ w poréwnaniu z innymi
jezykami skryptowymi. Wiekszos¢ podstawowych modutéw Pythona napisa-
na jest w jezyku C, dlatego tworzenie nawet duzych projektow w Pythonie
ma sens. Dla zwiekszenia wydajnoséci Python moze skompilowaé pliki zro-
dlowe do bajtkodu (pliki z rozszerzeniem .pyc) i tym samym przyspieszy¢
ich wykonywanie. Czesto tworzona aplikacja ma pewien krytyczny fragment,
ktory wystarczy napisa¢ w jezyku C/C++, a cala reszte sterowania mozna
wygodnie budowa¢ w Pythonie.

Przy tworzeniu wydajnych programéw przydaje sie wiedza o implemen-
tacji danych obiektéw wbudowanych, czy mechanizméw Pythona. Z drugiej
strony zamiast polegac¢ na intuicji warto przeprowadzac testy praktyczne roz-
nych realizacji obliczeri, aby wybra¢ optymalne rozwiazanie. Jest to tez istot-
ne z powodu szybkiego rozwoju jezyka i ulepszania wielu jego elementow.

1616110335(20)



3. Teoria graféw

W réznych podrecznikach dotyczacych teorii graféw mozna spotkaé nieco
roznigce sie definicje, dlatego podamy definicje pojeé¢ uzywanych w niniejszej
pracy. Wiodacym zréodlem bedzie ksiazka Cormena [1].

3.1. Multigrafy skierowane

Multigraf (ang. multigraph) jest to uporzadkowana para G = (V| E),
gdzie V' to zbiér wierzchotkow (skoniczony i niepusty), a E to wielozbior
(multizbior, rodzina) krawedzi. Jest istotne, ze elementy wielozbioru moga
sie powtarza¢, cho¢ ich kolejnos¢ nie jest ustalona. Krawedzia nazywamy
uporzadkowane pare (s,t) dwoch wierzchotkow ze zbioru V. Tak okreslona
krawedz jest skierowana z s do t, a multigraf G nazywamy skierowanym. Kra-
wedz (s,t) jest wychodzgca z wierzchotka s i jest wchodzgea do wierzchotka
t. Wierzchotek t jest sgsiedni wzgledem wierzchotka s, jezeli w multigrafie
istnieje krawedz (s, t) (relacja sasiedztwa). Petla jest to krawedz postaci (s, s).

Multigraf G' = (V' E') jest podmultigrafem multigrafu G = (V) E), jezeli
V' jest podzbiorem V| oraz E’ zawiera sie w E. Symbole |V| i |E| oznaczaja
odpowiednio liczbe wierzchotkow i liczbe krawedzi multigrafu (z powtorze-
niami). W zapisie z notacja O bedziemy dla prostoty pisa¢ V' i E.

Stopniem wyjSciowym wierzchotka s nazywamy liczbe krawedzi wycho-
dzacych 7z s i oznaczamy przez outdeg(s). Stopniem wejsciowym wierzchotka
s nazywamy liczbe krawedzi wchodzacych do s i oznaczamy przez indeg(s).

Lemat o u$ciskach dloni (multigrafy skierowane): Dany jest multigraf
skierowany G = (V, E)). Spelniona jest zaleznos¢

> indeg(s) = |E| = > outdeg(s). (3.1)

seV seV

3.2. Multigrafy nieskierowane

Czesto definiuje sie krawedzie nieskierowane jako dwuelementowe pod-
zbiory zbioru V, np. {s,t}. Mozna powiedzie¢, ze w wielozbiorze E istnieja
jednoczesnie dwie krawedzie skierowane (s,t) i (¢, s), ktore sa liczone jako
jedna krawed?z nieskierowana. Petla nieskierowana jest wtedy reprezentowa-
na przez (s,s), czy raczej przez maly wielozbior {s, s}. Multigraf zawiera-
jacy tylko krawedzie nieskierowane nazywamy multigrafem nieskierowanym.
Krawedz {s,t} jest incydentna z wierzchotkami s i t. W multigrafie nieskie-
rowanym relacja sgsiedztwa jest symetryczna.
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3.3. Grafy regularne

Stopien wierzchotka deg(s) w multigrafie nieskierowanym jest to liczba
krawedzi incydentnych z wierzchotkiem s, przy czym petle sa liczone po-
dwojnie. Graf regularny stopnia n (inaczej: graf n-regularny) jest to graf
nieskierowany, w ktorym wszystkie wierzchotki sg stopnia n. Szczegolnym
przypadkiem grafow regularnych sa grafy kubiczne (grafy 3-regularne). Cie-
kawe grafy kubiczne to graf Wagnera (|V| = 8, |E| = 12) i graf Petersena
(|V| =10, |E| = 15).

Lemat o uSciskach dloni (multigrafy nieskierowane): Dany jest mul-
tigraf nieskierowany G = (V, E). Spelniona jest zaleznosé

> deg(s) = 2|E|. (3.2)
seV
Jako wniosek otrzymujemy fakt, ze w dowolnym multigrafie nieskierowanym
liczba wierzchotkéw o nieparzystych stopniach jest parzysta.

3.4. Sciezki

Scieikq (drogg) P z s do t w multigrafie G = (V, E) nazywamy sekwencje
wierzchotkow (vg, vy, va, ..., v,), gdzie vog = s, v, = t, oraz (v;_1,v;) (i =
1,...,n) sa krawedziami z E. Dtugosé ciezki P wynosi n. Sciezka sktadajaca
sie 7 jednego wierzchotka ma dtugos$c zero. Jezeli istnieje Sciezka z s do ¢, to
mowimy, ze t jest osiggalny z s. Sciezka prosta to $ciezka, w ktorej wszystkie
wierzchotki sa rézne.

3.5. Cykle

Cykl jest to $ciezka, w ktorej pierwszy i ostatni wierzchotek sg takie same,
Vo = vp. Cykl prosty jest to cykl, w ktorym wszystkie wierzchotki sa rézne, z
wyjatkiem ostatniego. Wydaje sie, ze w literaturze $ciezki typu (s) i (s,t,s)
[multigraf nieskierowany z pojedyncza krawedzia {s,t}] nie sa uwazane za
cykle proste. Natomiast multigraf z petla [skierowana (s, s) lub nieskierowana
{s,s}] lub Sciezka (s,t,s) [multigraf nieskierowany z krawedia wielokrotna
{s,t} lub multigraf skierowany z krawedziami (s,t) i (¢, s)| bedzie uwazany
za cykliczny.

Multigraf niezawierajacy cykli prostych nazywamy acyklicznym, a w Swie-
tle poprzednich rozwazan bedzie to graf acykliczny. Graf skierowany acyklicz-
ny nazywamy dagiem (ang. directed acyclic graph).

3.6. Sp6jnosé

Multigraf nieskierowany jest spdjny (ang. connected), jezeli kazdy wierz-
chotek jest osiagalny ze wszystkich innych wierzchotkow. Multigraf skierowa-
ny jest silnie spdjny (ang. strongly connected), jesli kazde dwa wierzcholki sa
osiagalne jeden z drugiego.
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3.7. Grafy hamiltonowskie

Sciezka Hamiltona to $ciezka przechodzaca przez kazdy wierzchotek mul-
tigrafu doktadnie raz. Cykl Hamiltona jest to cykl prosty przebiegajacy przez
wszystkie wierzchotki multigrafu doktadnie jeden raz, oprocz ostatniego wierz-
chotka. Graf hamiltonowski to graf zawierajacy cykl Hamiltona. Graf potha-
miltonowskr to graf zawierajacy $ciezke Hamiltona.

Problem znajdowania $ciezki Hamiltona jest NP-zupeiny. Nieformalnie
mozna powiedzieé, ze graf jest hamiltonowski, jezeli tylko ma on odpowiednio
duzo krawedzi w stosunku do iloSci wierzchotkéw.

3.8. Grafy eulerowskie

Sciezka Eulera jest to $ciezka przechodzaca przez kazda krawedz multi-
grafu doktadnie raz. Cykl Fulera jest to cykl przechodzacy przez wszystkie
krawedzie multigrafu doktadnie jeden raz. Graf eulerowski to graf zawierajacy
cykl Eulera. Graf poteulerowski to graf zawierajacy Sciezke Eulera.

Jezeli wszystkie wierzchotki grafu nieskierowanego maja stopien parzysty,
to da sie skonstruowaé cykl Fulera. Jezeli najwyzej dwa wierzchotki maja
stopien nieparzysty, to istnieje Sciezka Eulera.

Graf skierowany jest eulerowski, jezeli jest silnie spojny, oraz w kaz-
dym wierzchotku stopienn wchodzacy jest rowny stopniowi wychodzacemu.
Graf skierowany bedzie poteulerowski, gdy wszystkie wierzchotki z wyjatkiem
dwoch maja takie same stopnie wychodzace i wchodzace, w jednym z tych
dwoch wierzchotkéw stopient wychodzacy jest o jeden wiekszy niz wchodzacy
a w drugim odwrotnie. Algorytm Fleury’ego pozwala na odszukanie cyklu
Eulera w grafie eulerowskim.

3.9. Drzewa 1 las

Drzewo (ang. tree) jest to graf prosty nieskierowany, spojny i acykliczny.
Drzewo rozpinajgee (ang. spanning tree) multigrafu G jest to drzewo, ktore
zawiera wszystkie wierzchotki multigrafu G i jest podgrafem G. Las jest to
niespojny graf nieskierowany i acykliczny, czy suma roztacznych drzew.

Drzewo ukorzenione jest to drzewo, w ktéorym wyrédzniono jeden wierzcho-
lek, zwany korzeniem (ang. root). Dla dowolnej $ciezki prostej rozpoczyna-
jacej sie od korzenia stosuje sie takie pojecia, jak przodek, potomek, rodzic
lub ojciec, dziecko lub syn. Krawedzie w drzewie ukorzenionym moga by¢
zorientowane w kierunku od korzenia (drzewo zstepujace) lub do korzenia
(drzewo wstepujace).

3.10. Grafy dwudzielne

Graf dwudzielny (ang. bipartite graph) jest to graf prosty nieskierowany
G = (V, E), ktorego zbior wierzchotkow V mozna podzieli¢ na dwa rozlaczne
zbiory Vi i V5 tak, ze krawedzie nie tacza wierzchotkéw tego samego zbioru.
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Niech |Vi| =7 i |Va| = s, czyli |[V| = r + s. Jezeli pomiedzy wszystkimi
parami wierzcholkow nalezacych do réznych zbioréw istnieje krawedz, to taki
graf nazywamy pefnym grafem dwudzielnym K, ;. Liczba krawedzi dla K, g
wynosi |E| =rs.

Twierdzenie: Niech G = (V, E) bedzie grafem dwudzielnym i niech V' =
Vi U V4 bedzie podzialem wierchotkow G. Jezeli G ma cykl Hamiltona, to
(V1| = |Va]. Jezeli G ma $ciezke Hamiltona, to ||Vi| — |Va|| < 1. Dla grafow
dwudzielnych pelnych zachodza tez implikacje w lewo |6].

3.11. Skojarzenia

Skojarzeniem (ang. matching) w grafie nieskierowanym G = (V| E) na-
zywamy podzbior krawedzi M, taki ze krawedzie z M sa parami roztacz-
ne (nie maja wspolnych wierzchotkow). Najliczniejszym skojarzeniem (ang.
mazimum-cardinality matching) nazywamy kazde skojarzenie o maksymalne;
licznosci. Problem znalezienia najliczniejszego skojarzenia jest w ogolnosci
do$¢ trudny, czesto rozwarza sie go w odniesieniu do graféw dwudzielnych.
W algorytmach korzysta sie czesto z pojecia $ciezki powiekszajacej (ang.
augmenting path). Jest to Sciezka zawierajaca na przemian krawedzie nale-
zace i nie nalezgce do skojarzenia, przy czym Sciezka zaczyna sie i konczy
wierzchotkami nie pokrytymi w danym skojarzeniu.

Twierdzenie Berge’a o ciezkach powiekszajacych: Skojarzenie M jest
maksymalne, gdy nie istnieje wzgledem niego zadna Sciezka powiekszajaca.
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4. Implementacja multigrafow

Na ogét uwagi o multigrafach dotycza tez graféow, chyba ze osobno wspo-
minamy o grafach.

4.1. Obiekty zwigzane z multigrafami

Wierzcholek: W najprostszej sytuacji wierzchotki sa liczbami catkowitymi
od 0 do n — 1, gdzie n jest liczba wierzchotkéw multigrafu. W implementa-
cjach stownikowych wierzchotki zwykle sa stringami jednowierszowymi, ale
w ogolnosci maja by¢ obiektami hashowalnymi (jako klucze w stownikach) z
pewnym porzadkiem umozliwiajagcym sortowanie.

Krawedz: Krawedzie sg instancjami klasy Edge(s, t, weight=1), przy czym
nalezy poda¢ wierzchotek poczatkowy s, wierzchotek koncowy ¢, ewentual-
nie wage w. Dla krawedzi edge mamy dostep do wierzchotkéw za pomoca
atrybutéw edge.source 1 edge.target. Krawedzie sa skierowane, przy czym grafy
nieskierowane traktuja Edge(s, t) i Edge(t, s) jako te samg krawedz. Krawedzie
sg hashowalne i mozna je poréwnywac.

Multigraf, graf: Multigrafy sa instancjami klasy MultiGraph(n), gdzie n jest
liczba wierzchotkow. Grafy proste sa instancjami klasy Graph(n). Interfejs
obu klas jest wspoélny, choé¢ inna jest interpretacja atrybutu G.weight(edge).
W implementacjach stownikowych parametr n jest ignorowany i stuzy do
zapewnienia kompatybilnosci z implementacjami macierzowymi. Opcjonal-
nym parametrem klas jest directed=True dla multigraféw skierowanych, oraz
directed=False dla multigraféw nieskierowanych. Domys$lnie tworzone sa obiek-
ty nieskierowane (brak parametru directed).

Sciezka, cykl: Sciezki i cykle sa listami Pythona zawierajacymi kolejne
wierzchotki.

Drzewo swobodne (nieskierowane): Drzewo swobodne jest grafem pro-
stym nieskierowanym, wiec do jego przechowywania mozna wykorzysta¢ obie
klasy: MultiGraph i Graph.

Drzewo ukorzenione (skierowane): Drzewo ukorzenione powstaje natu-
ralnie w wielu algorytmach, np. w algorytmach przeszukiwania multigrafow.
Wygodnym sposobem przedstawienia takiego drzewa jest stownik, gdzie klu-
czami sa dzieci, a wartoSciami ich rodzic. Rodzicem korzenia jest wartos$¢
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None. Innym sposobem przechowywania drzewa ukorzenionego jest klasa dla
grafu prostego skierowanego.

Las: Las drzew swobodnych mozna przedstawi¢ jako graf prosty nieskiero-
wany, a las drzew ukorzenionych jako stownik z wieloma korzeniami (lub graf
prosty skierowany).

Skojarzenie: 7 definicji skojarzenie mozemy reprezentowac jako zbior kra-
wedzi, przy czym dla krawedzi Edge(s, t) powinien dla jednoznacznosci zacho-
dzi¢ warunek s < t (reprezentant krawedzi nieskierowanej).

Inna wydajna reprezentacja to stownik pair, zawierajacy jako klucze wszyst-
kie wierzchotki grafu. Jezeli wierzchotek v nie jest pokryty przez skojarzenie,
to pair[v] = Nome. Jezeli krawedZ Edge(s, t) nalezy do skojarzenia, to ustawia-
my pair[s] =t oraz pair[t] = s. Wykorzystanie pamieci wynosi wtedy O(V).

4.2. Interfejs multigraféw

Dla operacji na multigrafach i grafach prostych zaproponowano interfejs
przestawiony w tabeli 4.1.

4.3. Sposoby reprezentacji grafow

W pracy przygotowano kilka reprezentacji grafow.

— Modut graphsl - lista list z bool.

— Modut graphs2 - lista z listami sasiedztwa.

— Modutl graphs3 - stownik ze zbiorami sasiadow.
— Modut graphs4 - stownik z listami sasiadow.
— Modut graphs5 - stownik stownikéw z wagami.
— Modul graphs6 - lista list z wagami.
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Tabela 4.1. Interfejs multigrafow i graféw prostych. G i T sa multigrafami,

n jest liczba catkowita dodatnia.

Operacja Znaczenie Metoda
G = MultiGraph(n) multigraf nieskierowany __init_
G = MultiGraph(n, directed=True) | multigraf skierowany __init_

G.is_ directed()
G.v()

G.e()
G.add_node(node)
G.del _node(node)
G.has_node(node)
G.add _edge(edge)
G.del _edge(edge)
G.has_edge(edge)
G.weight(edge)
G.degree(node)
G.indegree(node)
G.outdegree(node)
G.iternodes()
G.iteredges ()
G.iteradjacent (node)
G .iteroutedges(node)
G.iterinedges (node)
G.show()

G..copy()
G.transpose()

G -——

G!=T
G.add_graph(T)

czy jest skierowany

liczba wierzchotkow

liczba krawedzi

dodanie wierzchotka

usuniecie wierzchotka

czy istnieje wierzchotek

dodanie krawedzi

usuniecie krawedzi

czy istnieje krawedz

liczba krawedzi rownoleglych
stopien wierzchotka (G nieskierowany)
stopien wejsciowy wierzchotka
stopien wyjsciowy wierzchotka
iterator wierzchotkow

iterator krawedzi

iterator wierzchotkéw sasiednich
iterator krawedzi wychodzacych
iterator krawedzi przychodzacych
wyswietlanie matych multigrafow
zwraca kopie multigrafu

zwraca multigraf transponowany
poréwnywanie multigrafow
poréwnywanie multigrafow
dodawanie multigrafow

is _directed
v
e
add _node
del node
has node
add_edge
del edge
has edge
weight
degree
indegree
outdegree
iternodes
iteredges
iteradjacent
iteroutedges
iterinedges
show
copy
transpose
__eq__
ne

add_graph

1714846265(27)
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5. Algorytmy i ich implementacje

Istnieje duza cze$¢ problemoéw informatycznych dla ktérych naturalnym
sposobem reprezentacji sa grafy, a metody rozwigzywania tych problemoéw sa
opisywane przez algorytmy grafowe. W tym rozdziale przedstawimy wybrane
algorytmy dla graféw bez wag. Dla kazdego algorytmu zamieszczamy jego
implementacje w jezyku Python.

5.1. Przeszukiwanie grafow

Dwa podstawowe algorytmy przeszukiwania graféw to przeszukiwanie
wszerz (ang. breadth-first search, BFS) i przeszukiwanie w glab (ang. depth-first
search, DFS). Pewne algorytmy sa modyfikacjami wlasnie tych dwoch algo-
rytmow.

5.1.1. Przeszukiwanie wszerz (BFS)

Algorytm przeszkuiwania wszerz jest jednym z podstawowych algoryt-
moéw operujacych na grafach. Odwiedza wierzchotki grafu w taki sposob, ze
najpierw zostaja odwiedzone wierzcholki o miejszej liczbie krawedzi na $ciez-
ce taczacej je z wierzchotkiem zrodtowym. Algorytm przeszukiwania wszerz
jest czesto wykorzystywany w innych algorytmach, dlatego jego zrozumienie
jest bardzo wazne. Dziala on zaréwno dla graféw skierowanych jak i nieskie-
rowanych.

Dane wejsciowe: Dowolny multigraf, opcjonalnie wierzchotek poczatkowy.
Problem: Przeszukiwanie grafu wszerz.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od dowolnego wierzchotka gra-
fu. Na poczatku wszystkie wierzchotki grafu oznaczamy jako nieodwiedzo-
ne. Nastepnie poczatkowy wierzchotek wstawiamy do kolejki przechowujacej
wierzchotki, ktore jeszcze nalezy odwiedzi¢. Pobieramy wierzchotki z poczat-
ku kolejki tak dlugo, az kolejka nie bedzie pusta. Dla kazdego pobranego
wierzchotka oznaczamy go jako odwiedzony oraz przegladamy jego liste sa-
siadow, a sasiadow jeszcze nieodwiedzonych wstawiamy do kolejki.

Jezeli na poczatku podano wierzchotek poczatkowy, to algorytm zbada
spojna sktadowa zawierajaca ten wierzcholtek. W przeciwnym wypadku algo-
rytm bedzie przeszukiwaé kolejne spdjne sktadowe, wybierajac losowy wierz-
chotek z nowej sktadowej spojnej.
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Rysunek 5.1. Kolejnos¢ odwiedzania wierzchotkéw w algorytmie przeszuki-
wania wszerz.

Zlozonodé: Ztozonosé czasowa algorytmu jest uzalezniona jest od sposobu
reprezentacji grafu. Jesli graf jest reprezentowany za pomoca macierzy sa-
siedztwa, to zlozono$é¢ czasowa wynosi O(V?), poniewaz tyle czasu zajmuje
przegladanie sasiadow. Natomiast przy reprezentacji grafu za pomocg list
sasiedztwa zlozonosé czasowa wynosi O(V + E).

Ztozono$¢ pamieciowa algorytmu wynosi O(V), poniewaz w pesymistycz-
nym przypadku musimy przechowywaé¢ w kolejce wszystkie wierzchotki jed-
noczesnie.

Uwagi: Dla algorytmu przeszukiwania wszerz wydajniejsza implementacja
jest lista sasiedztwa.

Listing 5.1. Modutl bfs.

#1/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —x—
#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:

#
# Python Algorithms: Mastering Basic Algorithms in

# the Python Language
# Copyright (C) 2010 by Magnus Lie Hetland

#
# http://pl.wikipedia.org/wiki/Przeszukiwanie wszerz

from collections import deque
from main.structures.edges import Edge

class Bfs(object):
" Algorytm przeszukiwania grafu wszerz. """

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem, ktory bedzie

przeszukiwany . """
self.graph = graph
self . previous = dict ()
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def run(self, source=None, pre action=None, post action=None):

def

def

" Metoda uruchamiajaca algorytm przeszkiwania wszerz.
Opcjonalnymi argumentami metody jest wierzcholek , od
ktorego zostanie rozpoczete przeszukiwanie oraz pre i post
akcja wywolywana dla kazdego wierzcholka. Wynik zapisywany
jest w zmiennej self.previous.”"""
if source is mnot None: # z source sprawdzamy jeden

self. visit(source, pre action, post action)
else: # bez source sprawdzamy wszystkie

for source in self.graph.iternodes ():

if source not in self.previous:
self. visit(source, pre action, post_ action)

_visit (self, source, pre action, post_ action):
" Metoda odwiedzajaca kazdy wierzcholek. Jesli
graf mnie jest spojny zostanie wywolana kilka razy.
queue = deque ()
self.previous[source| = None
queue . append (source)
if pre_ action: # po queue.append
pre_action(source)
while queue:
parent = queue.popleft ()
for child in self.graph.iteradjacent (parent):
if child not in self.previous:
self.previous|[child] = parent
queue.append (child)
if pre action: # po queue.append
pre action(child)
if post_action: # akcja przy opuszczaniu parent
post _action (parent)

nnn

to_dag(self):
" Metoda zwracajaca skierowany acykliczny graf dwudzielny
na podstawie listy poprzednikow. """
dag = self.graph. class (self.graph.v(), directed=True)
for node in self.graph.iternodes ():

if self.previous|[node| is not None:

dag.add edge(Edge(self.previous[node]|, node))

return dag

5.1.2. Przeszukiwanie w glab (DFS)

Algorytm przeszkuiwania w gltab jest obok algorytmu przeszukiwania
wszerz jednym z podstawowych algorytmoéw operujacych na grafach. Odwie-
dza wierzchotki grafu w taki sposob, ze zanim wroéci do wierzchotka, z ktérego
dany wierzchotek zostal odwiedzony, musi przeszuka¢ wszystkie sasiadujace z
nim wierzchotki. Algorytm przeszukiwania w glab jest czesto wykorzystywa-

3737140139(30)
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ny w innych algorytmach, dlatego jego zrozumienie jest bardzo wazne. Dziata
on zaréowno dla graféw skierowanych jak i nieskierowanych.

Dane wejsciowe: Dowolny multigraf, opcjonalnie wierzchotek poczatkowy.
Problem: Przeszukiwanie grafu w gtab.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od dowolnego wierzchotka gra-
fu. Na poczatku wszystkie wierzchotki grafu oznaczamy jako nieodwiedzo-
ne. Nastepnie przechodzimy do poczatkowego wierzchotka i sprawdzamy, czy
posiada jeszcze nieodwiedzonych sasiadow. Jesli posiada to przechodzimy
to pierwszego nieodwiedzonego sasiada i powtarzamy cala procedure. Nato-
miast jesli wszyscy sasiedzi pewnego wierzchotka ¢ sa zbadani, albo nie ma on
sagsiadow, algorytm wraca do wierzchotka s, z ktorego t zostat odwiedzony.

Jezeli na poczatku podano wierzchotek poczatkowy, to algorytm zbada
spojna sktadowa zawierajaca ten wierzcholek. W przeciwnym wypadku algo-
rytm bedzie przeszukiwaé kolejne spojne sktadowe, wybierajac losowy wierz-
chotek z nowej sktadowej spojne;j.

Rysunek 5.2. Kolejnos¢ odwiedzania wierzchotkéw w algorytmie przeszuki-
wania w glab.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(V + E) w reprezenta-
cji list sasiedztwa, na co sktada sie poczatkowa inicjalizacja i przechodzenie
po wszystkich sgsiadach kazdego wierzchotka. W reprezentacji macierzowej
ztozonos¢ wynosi natomiast O(V?).

Ztozono$¢ pamieciowa algorytmu wynosi O(V), poniewaz w pesymistycz-
nym przypadku, kiedy graf jest $ciezka zapamietujemy poprzednika kazdego
wierzchotka.

Uwagi: Dla algorytmu przeszukiwania w glab wydajniejsza implementacja
jest lista sasiedztwa.

Listing 5.2. Modutl dfs.

#!/usr/bin/python
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# —x— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:

#

# Python Algorithms: Mastering Basic Algorithms in

# the Python Language

# Copyright (C) 2010 by Magnus Lie Hetland

#

# http://pl.wikipedia.org/wiki/Przeszukiwanie_w_ g%C5%82%C4%85b

from collections import deque
from main.structures.edges import Edge

class Dfslterative (object):
" iteracyjny algorytm przeszukiwania grafu w glab. """

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem, ktory bedzie
przeszukiwany . """
self.graph = graph
self.previous = dict ()

def run(self, source=None, pre action=None, post action=None):
" Metoda uruchamiajaca algorytm przeszkiwania w glab.
Opcjonalnymi argumentami metody jest wierzcholek , od
ktorego zostanie rozpoczete przeszukiwanie, oraz pre i post
akcja wywolywana dla kazdego wierzcholka. Wynik zapisywany
jest w zmiennej self.previous. """
if source is mnot None: # z source sprawdzamy jeden
self. visit(source, pre action, post_ action)
else: # bez source sprawdzamy wszystkie
for node in self.graph.iternodes():
if node not in self.previous:
self. visit(node, pre_ action, post_ action)

def visit(self, source, pre action, post_ action):
" Metoda odwiedzajaca kazdy wierzcholek. Jesli
graf mnie jest spojny zostanie wywolana kilka razy."""
stack = deque()
self.previous[source| = None
stack .append(source)
if pre action: # po stack.append
pre action(source)
while stack:
parent = stack.pop()
for child in self.graph.iteradjacent (parent):
if child not in self.previous:
self.previous|[child] = parent
stack .append (child)
if pre action: # po stack.append
pre action(child)
if post_action: # akcja przy opuszczaniu parent
post _action (parent)

def to_dag(self):
"""Metoda zwracajaca skierowany acykliczny graof dwudzielny
na podstawie listy poprzednikow. """
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dag = self.graph. class (self.graph.v(), directed=True)
for node in self.graph.iternodes():
if self.previous[node] is not None:
dag.add edge(Edge(self.previous|[node], node))
return dag

class DfsRecursive (object):

""" Rekurencyjny algorytm przeszukiwania grafu w glab."""
def  init (self, graph):

" Inicjalizacja algorytmu grafem, ktory bedzie

przeszukiwany . """
self.graph = graph
self.previous = dict ()

def run(self, source=None, pre action=None, post action=None):
"nipMetoda wruchamiajaca algorytm przeszkiwania w glab.
Opcjonalnymi argumentami metody jest wierzcholek , od
ktorego zostamie Tozpoczete przeszukiwanie oraz pre i post
akcja wywolywana dla kazdego wierzcholka. Wynik zapisywany
jest w zmiennej self.previous.”"""
if source is not None:
self.previous|[source| = None # before wisit
self. visit(source, pre action, post_ action)
else:
for source in self.graph.iternodes ():
if source not in self.previous:
self.previous[source] = None # before wvisit
self. visit(source, pre action, post_ action)

def visit(self, source, pre action, post_ action):
"ipMetoda rekurencyjnie odwiedzajaca kazdy wierzcholek.
if pre action: # akcja przy wejsciu do source
pre _action(source)
for child in self.graph.iteradjacent (source):
if child not in self.previous:

nimnn

self.previous|[child] = source # before wvisit
self. visit(child, pre action, post action)
if post action: # akcja przy opuszczaniu source

post _action(source)

def to_dag(self):

"niMetoda zwracajaca skierowany acykliczny graf dwudzielny
na podstawie listy poprzednikow. """

dag = self.graph. class (self.graph.v(), directed=True)
for node in self.graph.iternodes():

if self.previous|[node| is not None:
dag.add edge(Edge(self.previous|[node], node))

return dag

5.2. Sortowanie topologiczne

W rozwiazywaniu probleméw informatycznych czesto zachodzi potrzeba
posortowania pewnych obiektéw wedle liniowego porzadku. Przyktadem moze
by¢ potrzeba posortowania zadan powiazanych ze soba w taki sposob, zeby
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najpierw zostato wykonane to, ktore nie zalezy od zadnego innego, a dopiero
pozniej te zadania, ktore uzalezniaja swoje wykonanie od innych. Z rozwia-
zaniem tego problemu przychodzi wlasnie algorytm sortowania topologicz-
nego. Wierzchotkami grafu w tym przykladzie sa zadania do wykoniania, a
krawedzie skierowane to powiazania pomiedzy tymi zadaniami. Procedura
sortowania topologicznego moze wykorzystywaé¢ do swojego dziatania zarow-
no algorytm przeszukiwania w gtab, albo by¢ wykonana za pomoca usuwania
wierzchotkéw niezaleznych grafu, czyli takich, do ktorych nie prowadzi zadna
krawedz. Dla danego grafu moze istnie¢ kilka réznych poprawnych rozwigzan
problemu sortowania topologicznego.

5.2.1. Sortowanie topologiczne na bazie DFS

Jedna z mozliwoéci napisania algorytmu sortowania topologicznego jest
wykorzystanie algorytmu przeszukiwania w gltab. W tym celu wystarczy uzy¢
klasycznego algorytmu przeszukiwania w glab i podczas wychodzenia z prze-
tworzonych wierzchotkéw umieszczac je na na poczatku listy.

Dane wejsciowe: Acykliczny graf skierowany (dag).
Problem: Sortowanie topologiczne wierzchotkéw dagu.

Opis algorytmu: Algorytm bazuje na algorytmie przeszukiwania grafu w gtab.
Dodatkowo podczas opuszczania odwiedzanych wierzchotkow kazdy z nich
dodajemy na poczatek listy, zawierajacej posortowane topologicznie wierz-
chotki.

Rozpoczynamy od wierzchotka poczatkowego. Nastepnie dodajemy go na
poczatek listy, ktora przechowuje posortowane topologicznie wierzchotki i
przechodzimy do dowolnego nieodwiedzonego jeszcze wierzchotka sgsiaduja-
cego z danym. Procedure tg powtarzamy tak dtugo, az dany wierzchotek nie
posiada nieodwiedzonych sasiadow. Jesli odwiedziliémy wszystkie wierzchotki
sasiadujace z danym wierzchotkiem, to wracamy do wierzchotka z ktérego ten
wierzchotek zostal odwiedzony. Algorytm koriczy sie w momencie, w ktérym
nie ma juz zadnych nieodwiedzonych wierzchotkéw. Otrzymang lista zawiera
wierzchotki posortowane topologicznie.

Przyklad: Wynik dziatania algorytmu dla grafu ponizej to lista wierzchol-
kow w kolejnosci [1, 2, 3, 4, 5] lub [1, 3, 2, 4, 5] (dwa rozwiazania).

Zlozonosé: Ztozonosé czasowa algorytmu wynosi tyle samo, co dla algoryt-
mu DFS, czyli O(V + E) dla reprezentacji list sasiedztwa lub O(V?) dla
reprezentacji macierzowe;j.
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Ztozonos¢ pamieciowa algorytmu wynosi O(V'), czyli rowniez tyle samo
co dla algorytmu DF'S.

Listing 5.3. Modut topsort _dfs.

#!/usr/bin/python

# —x— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:
#

# Wprowadzenie do algorytmow

# Cormen Thomas H., Leiserson Charles E.,

# Rivest Ronald, Stein Clifford

#
# hittp://en. wikipedia.org/wiki/Topological sorting

from main.algorithms.dfs import DfsRecursive

class TopologicalSortUsingDfs (object ):
" Algorytm sortowania topologicznego wykorzystujacy
algorytm dfs. """

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem, ktorego
wierzcholki zostana przeszukane."""
self.graph = graph
self.order = list ()

def run(self):
" pMetoda wruchamiajaca algorytm sortowania
topologicznego. Wynik zostanie zapisany w
zmiennej self.order. """
DfsRecursive (self.graph).run(
post action=lambda node: self.order.append(node))
self.order.reverse ()

5.2.2. Sortowanie topologiczne na bazie usuwania wierzcholkéw
niezaleznych

Inna mozliwo$cig zaimplementowania sortowania topologicznego jest stop-
niowe usuwanie wierzchotkéw, ktére nie posiadaja krawedzi wchodzacych
wraz z krawedziami, ktoére z nich wychodza.

Dane wejsSciowe: Acykliczny graf skierowany (dag).

Problem: Sortowanie topologiczne wierzchotkéw dagu.

Opis algorytmu: Rozpoczynamy od stworzenia zbioru A wszystkich wierz-
chotkéw o stopniu wchodzacym 0, czyli takich, do ktorych nie prowadzi zadna
krawedz. Nastepnie wyciagamy dowolny wierzchotek ze zbioru A, dodajemy
go do listy wierzchotkéw posortowanych topologicznie i przechodzimy po jego
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sasiadach, usuwajac krawedzie ich taczace z grafu. Jesli do sasiada nie pro-
wadzi zadna krawedz, to dodajemy ten wierzchotek do zbioru A. Algorytm
powtarzamy, az w zbiér A stanie sie pusty.

Zlozono$é: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(V + E) dla reprezentacji
list sasiedztwa lub O(V?) dla reprezentacji macierzowej.

Listing 5.4. Modut topsort edges.

#!1/usr/bin/python

# —x— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:
#

# Wprowadzenie do algorytmow
# Cormen Thomas H., Leiserson Charles E.,
# Rivest Ronald, Stein Clifford

#
# http://en. wikipedia.org/wiki/Topological sorting

class TopologicalSortThroughErasingEdges (object ):
" Algorytm sortowania topologicznego wykorzystujacy
usuwanie wierzcholkow niezaleznych. """

def  init (self, graph):
"t Inicjalizacja algorytmu grafem, ktorego
wierzcholki zostana przeszukane."""
self.graph = graph
self.order = list ()

def run(self):
" pMetoda wruchamiajaca algorytm sortowania
topologicznego. Wynik zostanie zapisany w
zmiennej self.order. """
inedges = dict ((node, 0) for node in self.graph.iternodes())
Q = set ()
for edge in self.graph.iteredges ():
inedges[edge.target] += 1
for node in self.graph.iternodes ():
if inedges[node] ==
Q.add (node)
while Q:
source = Q.pop ()
self.order.append(source)
# usuvwanie wszystkich zewnetrznych krawedzi
for target in self.graph.iteradjacent (source):
inedges|[target] —= 1
if inedges|[target] = 0:
Q.add(target)

5.3. Sp6jnosé

Definicje zwiazane ze spojnoscia grafow zostaly podane w rozdziale 3.6.
Dla grafu nieskierowanego wyznacza sie sktadowe spéjne. Mozna to zrobié
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tatwo i szybko, wiec nie warto rezygnowac ze sprawdzenia spojnosci niezna-
nego grafu, szczeg6lnie w algorytmach wymagajacych spdjnego grafu. Do
znajdowania sktadowych spdjnych mozna wykorzysta¢ BES lub DFS, gdzie
sukcesywnie bedziemy eksplorowaé¢ kolejne sktadowe. Jezeli struktura grafu
ma sie zmienia¢ dynamicznie, to lepszym rozwigzaniem jest skorzystanie ze
struktury danych zbioréw roztacznych.

Dla graféw skierowanych wyznacza sie silnie spdjne sktadowe, co jest kla-
sycznym zastosowaniem DFS [1].

5.3.1. Skladowe spdéjne w grafach nieskierowanych

Algorytm znajdowania sktadowych spojnych grafu jest kolejnym algoryt-
mem, ktory opiera sie na algorytmie DFS badz BFS. Wykorzytujemy w nim
fakt, ze algorytm DFS i BFS odwiedzaja wszystkie wierzchotki w sktadowe;j
spojnej grafu.

Dane wej$ciowe: Graf nieskierowany G.

Problem: Wyznaczenie sktadowych spojnych G.

Opis algorytmu: Dla dowolnego wierzchotka uruchamiamy algorytm BEFS
lub DFS, a odwiedzone wierzchotki zaznaczamy jako nalezgce do jednej skta-
dowej spojnej. Jezeli pozostana jeszcze jakies nieodwiedzone wierzchotki gra-
fu, to czynno$ci powtarzamy, zaznaczajac przynaleznosé¢ wierzchotkow do

innej sktadowej spojnej.

Przykltad: Wynik dziatania algorytmu dla grafu ponizej sa dwa zbiory wierz-

chotkéw [1, 2, 3] oraz [4, 5, 6].
(>
e‘
®

Zlozonodé: Ztozonos¢ czasowa wynosi tyle samo, co dla algorytmu DFS.

Listing 5.5. Modut cc.

#!/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:

#

# Wprowadzenie do algorytmow
# Cormen Thomas H., Leiserson Charles E.,
# Rivest Ronald, Stein Clifford

from main.algorithms.bfs import Bfs
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from main. algorithms.dfs import DfsIterative

class ConnectedComponents(object ):
" Algorytm wyszukiwania spojnych skladowych grafu.”""”

def  init (self, graph):
""Inicjalizacja algorytmu grafem.
if graph.is directed ():
raise ValueError ("Graf jest skierowany.")
self.graph = graph
self.connected components = []

mnimnn

def run(self):
" Metoda uruchamiajaca algorytm. Wynik przechowywany
jest w zmiennje self.connected components. """
visited = set ()
dfs = Dfslterative (self.graph)
for source in self.graph.iternodes():
if source in visited:

continue

component = set ()

dfs.run(source, pre action=lambda node: component.add (
node))

self.connected components.append (component )
visited .update (component)

class ConnectedComponentsBFS:
" Algorytm wyszukiwania spojnych skladowych grafu. """

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem. """
if graph.is directed ():
raise ValueError ("Graf jest skierowany.")
self.graph = graph

self.connected components = dict (
(node, None) for node in self.graph.iternodes())
self.n cc =0

def run(self):
" Metoda uruchamiajaca algorytm. Wynik przechowywany
jest w zmiennje self.connected components. """
algorithm = Bfs(self.graph)
for source in self.graph.iternodes():
if self.connected components|[source]| is None:
algorithm .run(source, pre action=lambda
node: self.connected components. _ setitem  (
node, self.n cc))
self.n _cc =1

class ConnectedComponentsDFS:
"t Algorytm wyszukiwania spojnych skladowych grafu.””"”

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem. """
if graph.is_ directed ():
raise ValueError ("Graf jest skierowany.")
self.graph = graph
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self.connected components = dict (
(node, None) for node in self.graph.iternodes())
self.n_cc =0

def run(self):
" Metoda uruchamiajaca algorytm. Wynik przechowywany
jest w zmiennje self.connected components. """
dfs = Dfslterative (self.graph)
for source in self.graph.iternodes():
if self.connected components|[source] is None:
dfs .run(source, pre_ action=lambda
node: self.connected components. _ setitem _ (
node, self.n_cc))
self.n cc +=1

5.3.2. Silnie spdjne sktadowe w grafach skierowanych

Algorytm wyszukiwania silnie spojnych sktadowych opiera sie na podwoj-
nym zastosowaniu algorytmu DFS dla przekazanego grafu oraz dla grafu
transponowanego w stosunku do niego.

Dane wejéciowe: Graf skierowany G.
Problem: Wyznaczenie silnie spéjnych sktadowych G.

Opis algorytmu: Na poczatku wykonujemy algorytm DFS w celu wyzna-
czenia czasow przetworzenia wierzchotkow grafu G = (V, E). Nastepnie wy-
konujemy algorytm DFS dla grafu transponowanego G = (V, ET) (krawe-
dzie maja odwrocone kierunki), przy czym rozwazamy wierzchotki w kolejno-
Sci malejacych czasow przetworzenia z pierwszego etapu. Otrzymane drzewa
przeszukiwania w glab reprezentujag szukane silnie spojne skltadowe.

Przyktad: Wynik dziatania algorytmu dla grafu ponizej s trzy zbiory wierz-
chotkow |[a, b, ¢|, [f, g| oraz [c, d, h].

Zlozono$é: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(V + F) dla reprezentacji
list sasiedztwa, poniewaz dwa razy wykonywany jest algorytm DFS.

Listing 5.6. Modut scc.

#!1/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —x—
#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:
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#

# Wprowadzenie do algorytmow

# Cormen
# Rivest

Thomas H., Leiserson Charles E.,
Ronald, Stein Clifford

from main.algorithms.dfs import DfsRecursive

class StronglyConnectedComponents(object ):
" Algorytm wyszukiwania silnie spojnych skladowych

dla

def

def

grafu skierowanego grafu.”"""

__init__ (self graph):
"""Inicjalizacja algorytmu grafem.
self.graph = graph

self.scc = []

mnimn

run(self):
" Metoda wruchamiajaca algorytm. Wynik przechowywany
jest w zmiennje self.scc. """
processing order = []
dfs = DfsRecursive(self.graph)
# uzycie post_action
dfs.run(

post action=lambda node: processing order.append(node))
processing order.reverse ()
dfs = DfsRecursive(self.graph.transpose())
visited = set ()
for source in processing order:

if source in visited:

continue
component = set ()
dfs.run(source,
pre action=lambda node: component.add(node))
self.scc.append(component)
visited .update (component)

class StronglyConnectedComponents2:
" Algorytm wyszukiwania silnie spojnych skladowych

dla

def

def

2206568130(40)

grafu skierowanego grafu."""

__init_ (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem.
if not graph.is directed ():

raise ValueError ("graph is not directed")
self.graph = graph
self.scc = dict(

(node, None) for node in self.graph.iternodes())
self.n scc =0

nmnn

run(self):
" Metoda uruchamiajaca algorytm. Wynik przechowywany
jest w zmiennje self.scec. """
dfs = DfsRecursive(self.graph)
processing order = []
# uzycie post_action
dfs.run(
post action=lambda node: processing order.append(node))
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processing order.reverse()
dfs = DfsRecursive(self.graph.transpose())
for source in processing order:
if self.scc[source] is None:
dfs .run(source, pre_ action=lambda
node: self.scc. _setitem _ (node, self.n scc))
self.n scc +=1

5.4. Skojarzenia w grafach dwudzielnych

Pojecie grafu dwudzielnego zostalo zdefiniowane w rozdziale 3.10, do-
tyczacym teorii grafow. Jednym z problemoéw zwigzanych z dwudzielnoscig
grafow jest odpowiedz na pytanie, czy dany graf jest grafem dwudzielnym. W
rozdziale tym zostanie oméwiony algorytm sprawdzania dwudzielnosci grafu,
oparty na algorytmie przeszukiwania wszerz, oraz trzy algorytmy znajdowa-
nia najwiekszego skojarzenia w grafie dwudzielnym. Skojarzenia zdefiniowano
w rozdziale 3.11.

5.4.1. Sprawdzanie dwudzielnoéci grafu na bazie BFS

Sprawdzanie dwudzielnosci grafu za pomoca algorytmu przeszukiwania
wszerz polega na stopniowym przechodzeniu wierzchotkéw i nadawaniu im
koloréow niebieskiego albo czerwonego w taki sposob, zeby dwa sasiednie
wierzchotki nie miaty tego samego koloru.

Dane wejéciowe: Graf skierowany lub nieskierowany G.

Problem: Sprawdzenie, czy graf G jest grafem dwudzielnym, oraz pokolo-
rowanie wierzchotkow w przypadku grafu dwudzielnego.

Opis algorytmu: Algorytm bazuje na algorytmie przeszukiwania grafu wszerz
BFS. Podczas wykonywania algorytmu BFS przypisujemy kazdemu wierz-
chotkowi kolor czerwony (liczba 1) lub niebieski (liczba -1), w zaleznosci od
tego, jaki kolor mial wierzchotek prowadzacy do danego. Kolor zostaje nada-
ny tak, aby nie istniala krawedz sktadajaca sie z wierzchotkow tego samego
koloru. Jesli w grafie pojawi sie taka krawedz, to graf nie jest grafem dwu-
dzielnym. Wynik dziatania algorytmu zapisywany jest w zmiennej logicznej
is_ bipartite.
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Rysunek 5.3. Przyktad grafu dwudzielnego.

Zlozono$é: Ztozonos¢ pamieciowa algorytmu wynosi O(V'), poniewaz zapa-
mietujemy tylko kolory odwiedzanych wierzchotkow w stowniku color. Ztozo-
no$¢ czasowa wynosi tyle samo co dla algorytmu BFS.

Uwagi: Zamiast algorytmu BFS mozna wykorzysta¢ algorytm DFS. Algo-
rytm dziata prawidtowo w przypadku graféw spojnych i niespojnych.

Listing 5.7. Modut bipartite.

#1/usr/bin/python

# —x— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:
#

# http://edu.i—lo.tarnow.pl/inf/utils /002_roz/0l022.php
from collections import deque

class Bipartite(object):
" Algorytm badajacy dwudzielnosc grafu. """
def  init  (self, graph):
"rInicjalizacja algorytmu grafem, na ktorym
bedzie sprawdzana dwudzielnosc."""
self.graph = graph
self.is bipartite = True
self.color = dict (
((node, None) for node in self.graph.iternodes()))

def run(self):
"nipMetoda wruchamiajaca algorytm sprawdzajacy
dwudzielnosc grafu. Wynik zapisywany jest w
zmiennej self.is bipartite. """
for source in self.graph.iternodes():
if self.color[source]| is None:
self. visit(source)

def visit(self, source):
" Metoda odwiedzajaca kazdy wierzcholek i
nadajaca kolory poszczegolnym wierzcholkom .
queue = deque ()
self.color[source] =1
queue . append (source)

mnimnn
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while queue:
parent = queue.popleft ()
for child in self.graph.iteradjacent (parent):
if self.color[child] is None:
self.color[child] = —self.color[parent]
queue.append (child)
else: # child byl odwiedzony

if self.color[parent] = self.color[child]:
self.is bipartite — False
return

5.4.2. Maksymalne skojarzenie w grafie dwudzielnym - metoda
Forda-Fulkersona

Sposob wyszukiwania maksymalnego skojarzenia metoda Forda-Fulkersona
opiera si¢ na stworzeniu sieci przeptywowej, gdzie waga krawedzi to jeden i
wyszukaniu maksymalnego przepltywu w tej sieci.

Dane wejsciowe: Spojny nieskierowany graf dwudzielny G.

Problem: Znalezienie najliczniejszego skojarzenia w G.

Opis algorytmu: Algorytm stosuje metode Forda-Fulkersona. Konstruuje-
my sie¢ przeplywowa (graf skierowany) G’ = (V', E’) przez dodanie 7rodla
s iujscia t, V' =V U{s,t}. Niech V = V; UV, bedzie podziatem grafu
dwudzielnego G. Zbiér krawedzi skierowanych budujemy z trzech zbioréw:
E ={(s,u) :ueVi}U{(u,v): (u,v) € E}U{(v,t) :v € Vy}.

Kazdej krawedzi z E’ przypisujemy jednostkowa przepustowos$é¢. Maksymalny
przeplyw znajdujemy metoda Forda-Fulkersona. Przeptyw w sieci G’ odpo-
wiada najliczniejszemu skojarzeniu w G.

Przyktad: Wynik dzialania algorytmu dla grafu ponizej jest zbiér krawedzi
(1,6), (2,3), (4,7), (5,9), (8,12), (10,11).
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Rysunek 5.4. Maksymalne skojarzenie w grafie.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(V E).

Listing 5.8. Modul matching ff.

#1/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —x—
#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:
#

# Wprowadzenie do algorytmow

# Cormen Thomas H., Leiserson Charles E.,

# Rivest Ronald, Stein Clifford

from main.structures.edges import Edge
from bipartite import Bipartite
from fordfulkerson import FordFulkerson

class MatchingFordFulkerson:
" Algorytm znajdujacy maksymalne skojarzenie w grafie
dwudzielnym za pomoca algorytmu Forda Fulkersona."""

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem, w ktory bedzie
szukane maksymalne skojarzemnie. """
self.graph = graph
self.pair = dict(
(node, None) for node in self.graph.iternodes())
self.cardinality = 0
algorithm = Bipartite (self.graph)
algorithm .run ()
self.vl = set ()
self.v2 = set ()
for node in self.graph.iternodes():
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if algorithm.color [node] = 1:
self.v1l.add(node)
else:

self.v2.add(node)

def run(self):
""" Metoda uruchamiajaca algorytm szukania maksymalnego
skojarzenia . Wynik zapisywany jest w zmiennej
self. cardinality oraz self.pair."""
size = self.graph.v()
# tworzenie sieci przeplywowej
network = self.graph. class (size + 2, directed=True)
self.source = size
self.sink = size + 1
network.add node(self.source)
network.add node(self.sink)
for node in self.graph.iternodes ():
network .add node(node)
for node in self.vl:
network .add edge(Edge(self.source, node))
for edge in self.graph.iteredges ():
if edge.source in self.vl:
network .add edge(Edge(edge.source, edge.target))
else:
network .add edge(Edge(edge.target , edge.source))
for node in self.v2:
network.add edge(Edge(node, self.sink))
algorithm = FordFulkerson (network)
algorithm .run(self.source, self.sink)
for source in self.vl:
for target in self.v2:
if algorithm.flow [source][target] —

self.pair[source| = target
self.pair[target] = source
self.cardinality = algorithm .max flow

5.4.3. Maksymalne skojarzenie w grafie dwudzielnym - $ciezka
powiekszajaca

Innym podej$ciem do szukania maksymalnego skojarzenia w grafie dwu-
dzielnym jest metoda $ciezki powiekszajacej. Metoda Sciezki powiekszajacej
polega na stopniowym powiekszaniu skojarzenia przez wyszukiwanie tzw.
Sciezki powiekszajacej 3.11.

Dane wejsciowe: Spdjny nieskierowany graf dwudzielny G.

Problem: Znalezienie najliczniejszego skojarzenia w G.

Opis algorytmu: Algorytm bazuje na wyszukiwania $ciezki powiekszajacej.
Czynno$¢ szukania $ciezki powiekszajacej powtarzamy az do momentu, kiedy
nie uda sie¢ znalez¢ zadnej Sciezki. Wtedy konczymy dziatanie algorytmu.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa wynosi O(V E).
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Listing 5.9. Modutl matching ap.

#1/usr/bin/python

# —x— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:
#

# hittp://wazniak.mimuw. edu. pl/index.php?title=
# Zaawansowane_algorytmy i_struktury danych/Wyklad_7

from bipartite import Bipartite
from main.structures.edges import Edge

class MatchingUsingAugmentingPath(object ):
" Algorytm znajdujacy maksymalne skojarzenie w grafie
dwudzielnym. Algorytm wykorzystuje sciezke powiekszajaca.""”

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem, w ktory bedzie
szukane maksymalne skojarzemie. """
self.graph = graph
self.pair = dict(
(node, None) for node in self.graph.iternodes())
self.cardinality = 0
algorithm = Bipartite (self.graph)
algorithm .run ()

self.v1 set ()
self.v2 set ()
for node in self.graph.iternodes ():
if algorithm.color [node] =— 1:
self.vl.add(node)
else:

self.v2.add(node)

def run(self):
" pMetoda wruchamiajaca algorytm szukania maksymalnego
skojarzenia . Wynik zapisywany jest w zmiennej
self. cardinality oraz self.pair."""
while True:
augmenting path = self. find augmenting path ()
if augmenting path:
self.pair.update(self. fill pairs())
self.cardinality +=1
else:

break

def find augmenting path(self):
" Metoda szukajaca sciezki powiekszajacey. """

self . vifree = [vertex for vertex in self.vl if
self.pair[vertex] is None]
self.v2free = [vertex for vertex in self.v2 if

self.pair|[vertex] is None]
for vl in self.vifree:
self.visited e = list ()
self.visited v = list ()
last v = self. visite(vl)
if last_v in self.v2free:
return True
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return False

def visite(self, parent):
" pMetoda oparta ma dfs ’ie szukajaca maksymalnego
skojarzenia . """
self.visited v .append(parent)
children = self.graph.iteradjacent (parent)
for child in children:
if Edge(parent, child) not in self.visited e:
if self. is entering(child, parent) or \
self. is outgoing(child, parent):
self.visited e.append(Edge(parent, child))
self.visited e.append(Edge(child, parent))
size len(self.visited v)
last self. visite(child)
if last in self.v2free:
return last
else:
self.visited v = self.visited v [:size]

return parent

def is entering(self, child, parent):
return child in self.v2 and self.pair[child] != parent

def is outgoing(self, child, parent):
return child in self.vl and self.pair|child]

parent

def fill pairs(self):
""rMetoda zwracajeaca mowe skojarzenie.
path = self. remove cycles(self.visited v)
return self. create pairs(path)

ninn

@classmethod
def create pairs(cls, path):
"I Tworzenie wierzcholkow mnalezacych do skojarzenia.
pair = dict ()
i=0
while i < len(path):
first = path[i]
second = path[i + 1]

nimnn

pair[first] = second
pair [second] = first
i 4= 2

return pair

@classmethod
def remove cycles(cls, path):
i suwanie cykli ze sciezki."""
new path = list ()
for item in path:
if path.count(item) > 1:
d = path[:: —1]
size = len(path)
i = size — d.index(item) — 1
new_path.extend (path[i:])
return cls. remove cycles(new path)
else:
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new path.append(item)
return new _path

5.4.4. Maksymalne skojarzenie w grafie dwudzielnym - algorytm
Hopcrofta-Karpa

Najmniej ztozonym czasowo algorytmem wyszukiwania maksymalnego
skojarzenia w grafie dwudzielnym jest algorytm Hopcrofta-Karpa. Algorytm
ten takze wykorzystuje Sciezki powiekszajace 3.11 ale w celu przyspieszenia
nie szuka ich pojedynczo, tylko wyszukuje kilka na raz.

Dane wej$ciowe: Spdjny nieskierowany graf dwudzielny G.

Problem: Znalezienie najliczniejszego skojarzenia w G.

Opis algorytmu: Algorytm w petli zwieksza rozmiar skojarzenia przez znaj-
dowanie Sciezek powiekszajacych. Zamiast poszukiwaé pojedynczych Sciezek,

algorytm znajduje maksymalny zbiér najkrétszych Sciezek.

Ztozonosé: Zlozonos¢ czasowa wynosi O(vVVE).

Listing 5.10. Modul matching hk.

#!1/usr/bin/python

# —x— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:
#

# http://wazniak.mimuw. edu. pl/index.php?title=
# Zaawansowane_algorytmy i struktury danych/Wyklad_7

#
# http://en. wikipedia.org/wiki/Hopcroft%E2%80%93Karp algorithm

from collections import deque
from bipartite import Bipartite

class HopcroftKarp:
" Algorytm Hopcroft—Karp znajdujacy maksymalne
skojarzenie w grafie dwudzielnym. """

def  init (self, graph):

" Inicjalizacja algorytmu grafem, w ktory bedzie

szukane maksymalne skojarzemie. """

self.graph = graph

self.pair = dict ((node, None) for node in self.graph.iternodes())

self.dist = dict ()

self.cardinality = 0

algorithm = Bipartite (self.graph)

algorithm .run ()

self.vl = set ()

self.v2 = set ()

for node in self.graph.iternodes ():
if algorithm.color[node] =— 1

self.v1l.add(node)
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else:
self.v2.add(node)
self.queue = deque () # for modes from self.uvl

def run(self):
" pMetoda wruchamiajaca algorytm szukania maksymalnego
skojarzenia . Wynik zapisywany jest w zmiennej
self. cardinality oraz self.pair."""
while self. bfs stage():
for node in self.vl:
if self.pair[node] is None and self. dfs stage(node):
self.cardinality = self.cardinality + 1
#print self.pair

def bfs stage(self):
"nipMetoda wruchamiajaca etap bfs algorytmu.
for node in self.vl:
if self.pair[node] is None:
self . dist [node] = 0
self.queue.append (node)
else:
self. dist [node] = float ("inf")
self.dist [None] = float ("inf")
while self.queue:
node = self.queue.popleft ()
if self.dist[node] < self.dist[None]:
for target in self.graph.iteradjacent (node):
if self.dist[self.pair[target]] — float("inf"):
self. dist [self.pair[target]|] = self.dist[node] + 1
self.queue.append(self.pair[target])
return self.dist[None| != float ("inf")

nnn

def dfs stage(self, node):
""" Metoda uruchamiajaca etap dfs algorytmu .
if node is not None:
for target in self.graph.iteradjacent (node):
if self.dist[self.pair|[target]|] = self.dist[node] + 1:
if self. dfs stage(self.pair|[target]):
self.pair[target] = node
self.pair[node] = target
return True
self. dist [node] = float ("inf")
return False
return True

mnimnn

5.5. Domkniecie przechodnie

Mamy dany graf skierowany G = (V, E'). Domknieciem przechodnim (ang.
transitive closure) grafu G nazywamy graf skierowany G+ = (V, E™), w kto-
rym E7T jest takim zbiorem krawedzi (s,t), ze istnieje Sciezka z wierzchotka
s do wierzchotka ¢ w grafie GG. Inaczej mowiac, chcemy zbudowaé strukture
danych, za pomoca ktorej szybko bedzie mozna odpowiedzie¢ na pytanie
dotyczace osiggalnosci (czy mozna jakos dotrzec¢ z s do t). Takie problemy
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pojawiaja sie np. w bazach danych, arkuszach kalkulacyjnych (aktualizacja
komorek po zmianie danych).

Domkniecie przechodnie grafu zawsze istnieje. Ogolnie domkniecie prze-
chodnie okresla si¢ dla relacji binarnej w pewnym zbiorze. Jednym z algo-
rytméw pozwalajacych na wyznaczenie domkniecia przechodniego jest algo-
rytm bliski algorytmowi Floyda-Warshalla. Dla graféow rzadkich lepszy moze
okaza¢ sie algorytm oparty o BFS lub DFS. W naszych implementacjach do-
zwolone sa rowniez grafy nieskierowane, dla ktorych przyjmujemy, ze istnieja
krawedzie skierowane w obu kierunkach.

5.5.1. Domkniecie przechodnie na bazie algorytmu
Floyda-Warshalla

Dane wejéciowe: Graf skierowany lub nieskierowany.
Problem: Wyznaczenie domkniecia przechodniego grafu.

Opis algorytmu: Algorytm bazuje na algorytmie Floyda-Warshalla wyzna-
czania $ciezek pomiedzy wszystkimi parami wierzchotkéw. Jednak operacje
arytmetyczne sg zamienione na operacje logiczne, przez co na pewnych kom-
puterach dostajemy wieksza szybkosé¢ i zmniejszone wymagania pamieciowe.
W wyniku dziatania algorytmu otrzymujemy macierz T', gdzie T[s][t]=True,
jezeli istnieje Sciezka z s do t. W przeciwnym wypadku dostajemy wartosé

False.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa wynosi O(V3), tak samo jak w algorytmie
Floyda-Warshalla.

Listing 5.11. Modut closure.

#!/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —x—
#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:

#
# http://pl.wikipedia.org/wiki/Algorytm_Floyda—Warshalla

class TransitiveClosure(object ):
" Algorytm wyszukujacy zamkniecie przechodnie grafu."""
def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem, ma ktory bedzie
wywolywany algorytm . """
self.graph = graph
self.connections = dict ()
for source in self.graph.iternodes():
self.connections[source] = dict ()
for target in self.graph.iternodes ():
self.connections [source][target] = False
self.connections[source|[source| = True
for edge in self.graph.iteredges ():
self.connections[edge.source][edge.target]| = True
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if not self.graph.is directed ():
self.connections [edge.target |[ edge.source| = True

def run(self):
" Metoda uruchomiajaca algorytm. Wynik algorytmu
przechowywany jest w zmiennej self.connections. """
for node in self.graph.iternodes():
for source in self.graph.iternodes ():
for target in self.graph.iternodes():
if not self.connections[source|[target]:
self.connections[source|[target] =\
self.connections [source ][ node] \
and self.connections[node][target]

5.5.2. Domkniecie przechodnie na bazie BFS

Dane wejsciowe: Graf skierowany lub nieskierowany.
Problem: Wyznaczenie domkniecia przechodniego grafu.

Opis algorytmu: Dla kazdego wierzchotka s grafu uruchamiamy algorytm
BFS, a przy kazdym napotkanym wierzchotku ¢ zaznaczamy istnienie pola-
czenia od s do t.

Zlozonodé: Ztozonosé czasowa wynosi w reprezentacji list sasiedztwa wynosi
O(V?+VE), poniewaz dla kazdego wierzchotka wykonujemy algorytm BFS o
ztozonoéci O(V +E). W reprezentacji macierzowej zlozonosé wyniesie O(V?).

Listing 5.12. Modut closure bfs.

#!1/usr/bin/python

# —x— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:
#

# http://pl.wikipedia.org/wiki/Algorytm Floyda—Warshalla
from main.algorithms.bfs import Bfs

class TransitiveClosureBfs(object ):
" Algorytm wyszukujacy zamkniecie przechodnie grafu
na bazie BFS. """

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem, na ktory bedzie
wywolywany algorytm. """
self.graph = graph

self.connections = dict ()
for source in self.graph.iternodes():
self.connections[source] = dict ()
for target in self.graph.iternodes ():
self.connections [source|[target] = False
self.connections[source|[source| = True

for edge in self.graph.iteredges ():
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self.connections|[edge.source|[edge.target]| = True
if not self.graph.is directed ():
self.connections [edge.target |[ edge.source| = True

def run(self):
" Metoda uruchomiajaca algorytm. Wynik algorytmu
przechowywany jest w zmiennej self.connections. """
for source in self.graph.iternodes():
algorithm = Bfs(self.graph)
algorithm .run(source, pre_ action=lambda node:
self.connections|[source]. _setitem  (node, True))

5.6. Grafy eulerowskie

Pojecie grafu eulerowskiego zostalo wyjasnione w rodziale 3.8, dotycza-
cym teorii grafow. Z grafami eulerowskim zwiazana jest réwniez pewna klasa
algorytmow, ktore pozwalajg na wyszukanie Sciezki Eulera lub cyklu Eulera.

Jednym z glownych probleméw zwigzanych z grafami eulerowskim jest
tzw. problem chinskiego listonosza (ang. Chinese Postman Problem, CPP).
Listonosz roznoszac listy musi przejs¢ przez wszystkie ulice w swojej dziel-
nicy co najmniej jeden raz i wréci¢ na poczte. Poniewaz jest cztowiekiem
leniwym (nie odnosi sie to do pozostatych listonoszy, tylko do tego konkretne-
go), chcialby mie¢ jak najkrotszg do przejscia trase. W grafach eulerowskich
problem ten sprowadza si¢ do wyznaczenia cyklu Eulera, gdzie krawedzie to
ulice jakimi przemieszcza sie listonosz, a wierzcholki to skrzyzowania tych
ulic. W tym rodziale zostana omoéwione dwa algorytmy znajdowania cyklu
Eulera oraz jeden algorytm znajdowania $ciezki Eulera.

5.6.1. Algorytm Fleury’ego

Algorytm Fleury’ego pozwala znalez¢ cykl Eulera w grafie eulerowskim.
Jego zaleta jest prosty zapis oraz intuicyjnos¢. Natomiast problematyczng
kwestia algorytmu jest implementacja testu sprawdzajacego, czy krawedz
jest mostem, czyli krawedzia rozspajajaca graf w przypadku jej usuniecia.

Dane wej$ciowe: Graf eulerowski.
Problem: Znalezienie cyklu Eulera w grafie eulerowskim.

Opis algorytmu: Pierwszym krokiem jest wybranie wierzchotka poczatko-
wego, z ktérego zamierzamy rozpocza¢ znajdowanie cyklu. Nastepnie wybie-
ramy dowolna krawedz wychodzaca z tego wierzchotka pamietajac, ze most
wybieramy w ostateczno$ci. Zapamietujemy, ze dana krawedz zostata odwie-
dzona, badz usuwamy ja z grafu i przechodzimy do nastepnego wierzchotka.
Nastepnie powtarzamy cata procedure az przejdziemy do wierzchotka, ktory
nie bedzie mial juz zadnych krawedzi do odwiedzenia.

Przyktad: Dla przedstawionego ponizej grafu, cyklem Fulera jest $ciezka
przechodzaca przez wierzcholki w nastepujacej kolejnosci: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 4,
1.
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Ztozono$é: Ztozonosé czasowa w duzej mierze zalezy od implementacji testu
sprawdzajacego, czy krawedz jest mostem. Samo przechodzenie i oznaczanie
krawedzi jako odwiedzone ma ztozonosé¢ liniowg w stosunku do liczby kra-
wedzi O(F). Najszybsza implementacja algorytmu opisana przez Mikkel’a
Thorup’a pozwala uzyskaé¢ ztozonosé O(FE log® E'loglog E). Natomiast zto-
7ono$¢ algorytmu przedstawionego w pracy wynosi O(EV?), poniewaz test
sprawdzania, czy krawedzZ jest mostem, opiera sie na algorytmie przeszuki-
wania w glab, ktorego ztozonosé dla macierzy sasiedztwa wynosi O(V?).

Uwagi: Najwickszg uwage nalezy zwroci¢ na implementacje testu sprawdza-
jacego czy krawedz jest mostem, poniewaz w duzej mierze ona wypltywa na
ztozono$¢ algorytmu. Do algorytmu mozna takze doda¢ warunki sprawdza-
jace, czy graf jest grafem eulerowskim 3.8, zeby nie wykonywa¢ algorytmu w
przypadku, kiedy wynik i tak bedzie niepoprawny.

Listing 5.13. Modut euler _fleury.

#1/usr/bin/python

# —x— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:
#

# http://www. austincc . edu/powens/+Topics /HIML/05—6/05—6. html
from main.algorithms.dfs import DfslIterative

class Fleury(object):
" Algorytm wyszukujacy cykl Eulera w grafie. """

def  init (self, graph):
"Inicjalizacja algorytmu grafem na, ktorym
zostanie wywolany algorytm szukania cyklu Fulera.
self.graph = graph

nimnn

def run(self, source):

" Metoda wruchamiajaca algorytm szukajacy

cyklu Eulera. Wynik algorytmu, czyli sciezka

jaka mnalezy przejsc aby uzyskac cykl FEulera

zapisywany jest w zmiannej self.current trail.

node = source

self.current trail = [node]

graph copy = self.graph.copy ()

while list (graph copy.iteradjacent (node)):
for edge in list (graph copy.iteroutedges(node)):

if not self. is bridge(edge, graph copy):
break

nimn

49
7427137831(53)



graph copy.del edge(edge)
self.current trail.append(edge.target)
node = edge.target

def is bridge(self, edge, graph):
"nipMetoda sprawdza, czy podana krawedz w grafie
przekazanym jako drugi argument jest mostem,
czyli krawedzia rozpojniajaca graf w przypadku
jej usuniecia. """
dfs = DfsIterative (graph)
listl = list ()
list2 = list ()
dfs.run(edge.source
pre action=lambda node: listl .append(node))
graph.del edge(edge)
dfs .run(edge.source
pre_action=lambda node: list2 .append(node))
graph.add edge(edge)
return len(listl) != len(list2)

5.6.2. Algorytm znajdowania cyklu Eulera (ze stosem)

Kolejny algorytm pozwala na znajdowanie cyklu Eulera w grafie eulerow-
skim. Do swojego dzialania wykorzystuje stos, na ktorym przechowuje wierz-
chotki. Dzieki wykorzystaniu stosu mozna pomingé¢ problematyczny aspekt
szukania mostu dla algorytmu Fleury’ego 5.6.1. Chociaz zaleta algorytmu
Fleury’ego byta prostota zapisu i intuicyjno$¢, ktéra umozliwiata tatwe zro-
zumienie algorytmu, to algorytm ze stosem jest tatwiejszy do implemetacji.
Algorytm wykorzystuje do swojego dzialania oprocz stosu réowniez algorytm
przegladania w glab, ktory zostal omoéwiony wezesniejszym rodziale 5.1.2.

Dane wej$ciowe: Graf eulerowski G.
Problem: Znalezienie cyklu Eulera dla grafu G.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od wybrania dowolnego wierz-
chotka poczatkowego, z ktoérego zamierzamy rozpoczaé¢ znajdowanie cyklu.
Nastepnie, jesli istnieja nieodwiedzone dotad krawedzie incydentne z bieza-
cym wierzchotkiem, to wybieramy dowolng z nich, przechodzimy do kolejnego
wierzchotka i odktadamy aktualny na stos. W przeciwnym razie, jesli zadne
krawedzie nieodwiedzone nie istnieja, to przenosimy wierzchotek do rozwigza-
nia i zdejmujemy go ze stosu. Nastepnie przechodzimy do wierzchotka, ktory
jest na szczycie stosu i powtarzamy cala procedurem dla niego. Algorytm
powtarzamy dotad, az stos bedzie pusty.

Zlozonos§é: Zlozono$¢ czasowa uzalezniona jest od liczby krawedzi oraz wierz-
chotkéw w grafie, poniewaz zar6wno kazda krawedz jak i wierzchotek musimy
dowiedzi¢ i wynosi ona O(V + E).

Uwagi: Tak samo jak dla poprzedniego algorytmu znajdowania cyklu Eulera
waznym elementem przed przystapieniem do gtéwnej czesci algorytmu jest
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sprawdzenie warunkoéw koniecznych, ktore graf musi spetnia¢ aby posiadal

taki cykl.

Listing 5.14. Modul euler cycle.
#!/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —x—
#
# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:
#

# http://wuww. algorytm.org/algorytmy—grafowe/cykl—eulera . html
from euler path import EulerPath

class EulerCycle(object):
" Algorytm wyszukujacy cykl Eulera w grafie. """

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem na, ktorym
zostanie wywolany algorytm szukania cyklu Fulera.
self.graph = graph
self.cycle = []

nnn

def run(self, source):
"nipMetoda wruchamiajaca algorytm szukajacy
cyklu FEulera. Wynik algorytmu, czyli sciezka
jaka mnalezy przejsc aby uzyskac cykl FEulera
zapisywany jest w zmiannej self. cycle. """
if self.graph.is directed ():
if not self. check directed condition ():
return
else:
if not self. check undirected condition ():
return
euler path = EulerPath(self.graph)
euler path.run(source)
if euler path.path[0] == euler path.path[—1]:
self.cycle = euler path.path

def check directed condition(self):
" Warunek istnienia cyklu FEulera dla grafu skierowanego.
for source in self.graph.iternodes():
if len(list (self.graph.iteroutedges(source))) != len(
list (self.graph.iterinedges (source))):
return False
return True

nnn

def check undirected condition(self):
" Warunek istnienia cyklu Eulera dla grafu nieskierowanego.
for source in self.graph.iternodes():
if len(list (self.graph.iteradjacent (source))) % 2 != 0:
return False
return True

nimnn
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5.6.3. Algorytm znajdowania §ciezki Eulera

Nastepnym zagadnieniem zwigzanym z grafami eulerowskimi jest szuka-
nie §ciezki Eulera. Sciezka Eulera rézni sie od cyklu tym, ze wierzcholek
poczatkowy, z ktorego rozpoczynamy wyszukiwanie nie musi zgadzaé sie z
wierzchotkiem koricowym, jak miato to miejsce w przypadku cyklu Eulera.
Nalezy rowniez pamietac, ze cykl Eulera takze jest szczegolnym przypadkiem
Sciezki Eulera. Problem ten wiec zawiera si¢ w problemie znajdowania cyklu
Eulera, dlatego tez do rozwigzania go mozna wykorzysta¢ dowolny algorytm
znajdujacy cykl Eulera opisany w tym rozdziale.

Dane wejsciowe: Graf eulerowski G.
Problem: Znalezienie Sciezki Eulera dla grafu G.

Opis algorytmu: Do znajdowania cyklu wykorzystujemy algorytm Fleu-
ry’ego, badz algorytm znajdowania cyklu Eulera ze stosem.

Zlozonos§é: Zlozonosé czasowa zalezy od wybranego algorytmu.

Uwagi: Tak samo jak dla poprzednich algorytmoéw znajdowania cyklu Eule-
ra waznym elementem przed przystapieniem do gtéwnej czesci algorytmu jest
sprawdzenie warunkéw koniecznych, ktore graf musi spelniaé, aby posiadal
Sciezke Eulera. Warunki dla wyszukiwania $ciezki sa mniej restrykcyjne niz
dla cyklu, ale sprawdzenie ich i tak pozwala zaoszczedzié¢ czas, jesli wejsciowy
graf ich nie spelnia.

Listing 5.15. Modut euler path.

#1/usr/bin/python

# —x— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:
#

# http://edu.i—lo.tarnow.pl/inf/alg /001 search/0135. php

class EulerPath(object):
" Algorytm wyszukujacy sciezke FEulera w grafie. """
def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem na, ktorym
zostanie wywolany algorytm szukania sciezki FEulera.
self.graph = graph
self.path = []
self.visited = set ()

nnn

def run(self, source):
"ipMetoda wruchamiajaca algorytm szukajacy
sciezki FEulera. Wynik algorytmu, czyli sciezka
jaka nalezy przejsc aby uzyskac sciezke FEulera
zapisywany jest w zmiannej self.path. """
self. visit(source)

def visit(self, source):
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"ipMetoda odwiedzajaca kazda krawedz grafu spojnego. """

stack = [source]
while stack:
parent = stack|[—1]

edges = list (self.graph.iteroutedges (parent))
for edge in edges:
if edge not in self.visited:
self.visited .add(edge)
if not self.graph.is directed ():
self.visited .add("edge)
stack .append(edge.target)
break
elif edge =— edges[—1]:
self.path.append(stack.pop())
self.path.reverse ()

5.7. Grafy hamiltonowskie

Definicja grafu hamiltonowskiego zostala oméwiona w rodziale dotycza-
cym teorii grafow 3.7. Z grafami hamiltonowskimi wigze sie réwniez wiele
zagadnien algorytmicznych. Jednym z badanych probleméw jest znajdowa-
nie $ciezki lub cyklu Hamiltona. Problem ten jest analogiczny jak dla grafow
eulerowskich z tym, ze odnosi si¢ do wierzchotkéw a nie do krawedzi, oraz
jego rozwigzanie jest znacznie trudniejsze. Nalezy wiec znalezé taka $ciez-
ke, ktora odwiedza wszystkie wierzchotki grafu tylko raz i w zaleznosci czy
rozpatrujemy cykl czy $ciezke, wierzcholek koncowy musi byé¢ taki sam jak
poczatkowy lub nie. Problem znajdowania S$ciezki Hamiltona jest problemem
NP-zupelnym.

Problem NP-zupelny, czyli problem niedeterministyczny wielomianowy
zupely (ang. nondeterministic polynomial), jest to w teorii obliczeniowej
problem decyzyjny, ktorego rozwiazanie mozna zweryfikowaé w czasie wielo-
mianowym, oraz wszystkie problemy w klasie NP sa redukowalne do niego
w czasie wielomianowym. Do dzisiaj nie wiadomo, czy problemy NP-zupelne
mozna rozwigza¢ w czasie wielomianowym, jest to wiec problem otwarty.

5.7.1. Algorytm znajdowania cyklu Hamiltona

Przedstawiony przez ze mnie algorytm znajdowania cyklu Hamiltona opar-
ty jest na rekurencyjnym wywolywaniu algorytmu DFS. Istnieja inne bardziej
wydajne algorytmy znajowania cyklu Hamiltona, jeden z nich znalez¢ pod
adresem [7]. Na poczatku nalezy rowniez sprawdzi¢ warunki dla grafu hamil-
tonowskiego, poniewaz algorytm dla innych graféw bedzie dziatal blednie.
Istnieja grafy, ktore zawsze s hamiltonowskie. Sg to grafy petne z conajm-
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niej trzema wierzchotkami oraz grafy opisujace wielosciany foremne. Dla tych
graféw mozna pomingé sprawdzanie warunkéw poczatkowych w algorytmie.

Dane wej$ciowe: Graf hamiltonowski G.
Problem: Znalezienie cyklu Hamiltona dla grafu G.

Opis algorytmu: Algorytm startuje od dowolnego wierzchotka, ktory wsta-
wiamy do kolejki. Nastepnie sprawdzamy, czy rozmiar kolejki to liczba wierz-
chotkow grafu, jesli tak to nalezy sprawdzié¢, czy ostatni wierzchotek ma kra-
wedz taczaca go z wierzcholkiem poczatkowym. W przypadku kiedy istnieje
taka krawedz oznacza to, ze znalezlismy cykl Hamiltona i koticzymy wykony-
wanie algorytmu. Natomiast w przeciwnym wypadku zaznaczamy wierzcho-
tek jako odwiedzony i przechodzimy do dowolnego jego sasiada, powtarzajac
cala procedure algorytmu.

Przyktad: Dla przedstawionego ponizej grafu (szescian, 4-pryzma, kostka
Q3), cyklem Hamiltona jest $ciezka przechodzaca przez wierzchotki w naste-
pujacej kolejnosci: 1, 5, 6, 7, 8, 4, 3, 2, 1.

@ (2)
—©)
(—)

O @

Zlozonosé: Algorytm w pesymistycznym przypadku ma ztozonosé O(V!) co
oznacza, ze dziala w czasie wykladniczym.

Uwagi: Algorytm dziala tylko dla graféw hamiltonowskich. Nalezy wiec
sprawdzié, czy graf spelnia odpowiednie zalozenia. Nalezy réwniez pamietac,
ze algorytm ma duzg zlozonosé czasowa, wiec jego stosowanie dla grafow z
powyzej dwudziestoma wierzchotkami nie jest zalecane.

Listing 5.16. Modul hamilton.

#1/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —x—
#

# Implementacja algorytmu na podstawie zrodel:

7
# http://edu.i—lo.tarnow.pl/inf/utils /002_roz/0l025.php
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from collections import deque

class HamiltonCircuit (object ):
" Algorytm wyszukujacy cykl Hamiltona w grafie.

nmnn

def  init (self, graph):
""mInicjalizacja algorytmu grafem, na
ktorym zostanie wywolany algorytm szukania
cyklu Hamiltona. """
self.graph = graph
self.current trail = list ()
self.queue = deque ()

self.visited = set ()

def run(self, source):
"nipMetoda wruchamiajaca algorytm szukajacy
cyklu Hamiltona. Wynik algorytmu, czyli sciezka
jaka nalezy przejsc aby uzyskac cykl Hamiltona
zapisywany jest w zmiannej self.current trail.
self.start = source
self. hamilton dfs(source)

mimn

def hamilton dfs(self, source):
" Metoda uruchamia rekurencyjny algorytm dfs
z podanego wierzcholka. """
if self.current trail:
return
self.queue.append(source)
if len(self.queue) = self.graph.v():
if self.start in self.graph.iteradjacent (self.queue[—1]):
self.current trail = list (self.queue)
else:
self.visited .add(source)
for node in self.graph.iteradjacent (source):
if node not in self.visited:
self. hamilton dfs(node)
self.visited .discard (source)
self.queue.pop()

5.8. Kolorowanie wierzcholkéow

Kolorowanie grafow (ang. graph coloring) jest bardzo waznym zagadnie-
niem zwigzanym z algorytmami grafowymi. Problem kolorowania grafu od-
nosi si¢ zarowno do wierzchotkéw, jak i do krawedzi grafu. W przypadku
wierzchotkéw moéwimy o nadaniu koloréw wierzchotkom grafu w taki sposob,
zeby dwa sasiednie wierzchotki nie mialy tego samego koloru. Minimalng
liczbe koloréw uzyta do pokolorowania grafu G nazywamy liczba chro-
matyczng grafu i oznaczamy y(G). Ze wzgledu na szerokie zastosowanie
optymalnego kolorowania grafu we wspotczesnej informatyce prowadzone sg
rozleglte badania na ten temat. Problem kolorowania graféw nalezy do pro-
bleméw NP-zupelnych, podobnie jak szukanie cyklu Hamiltona, dlatego tez
w praktycznych zastosowaniach uzywane sg algorytmy przyblizone. Algoryt-
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my przyblizone nie gwarantuja znalezienia optymalnego rozwiazania, jednak
dzialaja w czasie wielomianowym.

Ponizej zostanie opisanych pie¢ algorytméw kolorowania wierzchotkow
grafu. Pierwszy algorytm jest algorytmem dokladnym, sprawdza wszystkie
mozliwosci i wybiera optymalne rozwiazanie. Pozostate algorytmy sa algo-
rytmami przyblizonymi i dziataja w czasie wielomianowym. W algorytmach
przyblizonych wyréznia sie najmniejszy graf do§é¢ trudny i najmniejszy graf
trudny. Najmniejszy graf do$¢ trudny to graf, dla ktérego algorytm mo-
ze znalez¢ nieoptymalne rozwigzanie, natomiast najmniejszy graf trudny to
graf, dla ktérego algorytm zawsze znajduje nieoptymalne rozwiazanie. Ko-
lorowanie wierzchotkéw grafu bylto stosowane we wcezesniejszym rozdziale do
sprawdzania dwudzielnosci grafu 5.4. Jesli wierzchotki grafu spojnego da sie
pokolorowa¢ dwoma kolorami, to jest on grafem dwudzielnym.

5.8.1. Dokladny algorytm kolorowania wierzcholtkéw grafu

Dane wej$ciowe: Dowolny multigraf G.
Problem: Kolorowanie wierzchotkéow G.

Opis algorytmu: Algorytm sktada sie z dwoch faz. W pierwszej fazie ge-
nerujemy kolejne kombinacje kolorow dla wierzchotkéw. Kombinacje kolorow
najlatwiej generuje sie za pomoca licznika. Metoda ta polega na stworzeniu
licznika, ktorego cyfry reprezentuja kolor danego wierzchotka. Tlo$¢ cyfr w
liczniku to ilos¢ wierzchotkow. Na poczatku licznik moze przyjmowac tylko
dwie cyfry zero i jeden. Jesli wszystkie kombinacje z dwoma cyframi zostang
sprawdzone to sukcesywnie dodaje sie kolejne cyfry. W kolejnej fazie spraw-
dzamy, czy kombinacja jest poprawna i zadne dwa wierzcholki potaczone
krawedzig nie maja tego samego koloru. Jesli jest poprawna, to konczymy
algorytm, w przeciwnym wypadku sprawdzamy kolejne kolorowanie wierz-
chotkow.

Zlozono$é: Zlozono$c obliczeniowa algorytmu wynosi O(2"), poniewaz opie-
ra si¢ na sprawdzaniu wszystkich kombinacji kolorowania wierzchotkéw.

Uwagi: Algorytm ma ztozonoéé¢ wykladnicza co sprawia, ze nawet dla malej
liczby wierzchotkow jego wykonanie zajmuje duzo czasu.

Listing 5.17. Modul coloring.

#!/usr/bin/python

# —x— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu sprawdzania dwudzielnosci grafu na
# podstawie artykulow ze stron:

# http://edu.i—lo.tarnow.pl/inf/alg /001 search/0142.php

# http://pl. wikipedia.org/wiki/Kolorowanie_grafu

# kaims.pl/ deren/ag/wyklady /14 kolorowanie.pdf

from heapq import heappush, heappop
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class VerticesColoring(object ):
" Algorytm kolorowania grafu.”""

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem, ktorego wierzcholkom
zostana mnadane kolory."""
self.graph = graph

def run(self):
"niMetoda wruchamiajaca algorytm kolorowania wierzcholkow

grafu. Kolory to liczby calkowite od zera. Wynik
zapisywany jest w zmiennej self.color. """

self.color = dict(
((node, 0) for node in self.graph.iternodes()))
self.number of color =1
is_colored = False
while not is_colored:
is colored = True

for source in self.graph.iternodes ():
for target in self.graph.iteradjacent (source):
if self.color[source] = self.color[target]:
is colored = False
break
if not is colored:
roll = False
for node in self.color:
if self.color[node] == self.number_ of color — 1:
roll = True
self.color[node] = 0
else:
roll = False
self.color[node] +=1
break
if roll:
self.number of color += 1
self.color = dict (((node, 0) for node in
self.graph.iternodes()))

5.8.2. Przyblizony algorytm kolorowania wierzchotkéw grafu S
(ang. sequential)

Dane wej$ciowe: Dowolny multigraf G.
Problem: Kolorowanie wierzchotkow G.

Opis algorytmu: Uporzadkowane w dowolny sposéb wierzchotki grafu od-
wiedzamy kolejno nadajac im kolory w sposéb zachtanny, czyli wybieramy
optymalne rozwiagzanie lokalne dla danego wierzchotka. Sprawdzamy kolory
sasiadow wierzchotka, a nastepnie wybieramy pierwszy kolor, ktéry nie zostat
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jeszcze uzyty. Algorytm konczy sie, kiedy wszystkim wierzchotkom zostanie
przydzielony kolor.

Zlozonosé: Zlozonosé obliczeniowa algorytmu wynosi O(E + V).

Uwagi: Algorytm nie zawsze znajduje optymalne rozwigzanie. Najmniej-
szym dos¢ trudnym grafem jest graf P,. Nie istniejg grafy trudne dla tego

algorytmu.
Listing 5.18. Modut coloring seq.
#!/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —*—
#

# Implementacja algorytmu sprawdzania dwudzielnosci grafu na
# podstawie artykulow ze stron:

# http://edu.i—lo .tarnow.pl/inf/alg /001 search/0142.php

# http://pl. wikipedia.org/wiki/Kolorowanie_grafu

# kaims.pl/ deren/ag/wyklady /14 kolorowanie.pdf

class VerticesColoringSequential (object ):
" Algorytm kolorowania grafu.”""

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem, ktorego wierzcholkom
zostana mnadane kolory."""
self.graph = graph

def run(self):

" pMetoda uwruchamiajaca algorytm kolorowania wierzcholkow
grafu. Kolory to liczby calkowite od zera. Wynik
zapisywany jest w zmiennej self.color. """
self.color = dict (

((node, None) for node in self.graph.iternodes()))
for node in self.graph.iternodes ():

self.color[node] = self. get color(node)

def get color(self, source):
" Metoda przydzielajaca kolor danemu wierzcholkows .
occupied colors — set ()
for target in self.graph.iteradjacent (source):
if target in self.color:
occupied colors.add(self.color[target])
for i in xrange(len(occupied colors)):
if i not in occupied colors:
return i
return len (occupied colors)

mnimnn
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5.8.3. Przyblizony algorytm kolorowania wierzchotkéw grafu LF
(ang. largest first)

Dane wejsciowe: Dowolny multigraf G.
Problem: Kolorowanie wierzcholkow G.

Opis algorytmu: Na poczatku nalezy uporzadkowaé¢ wierzchotki nierosng-
co wedhug ich stopni. Nastepnie tak uporzadkowane wierzchotki grafu od-
wiedzamy kolejno nadajac im kolory w sposéb zachtanny, czyli wybieramy
optymalne rozwiagzanie lokalne dla danego wierzchotka. Sprawdzamy kolory
sasiadow wierzchotka, a nastepnie wybieramy pierwszy kolor, ktéry nie zostat
jeszcze uzyty. Algorytm konczy sie, kiedy wszystkim wierzcholtka zostanie
przydzielony kolor.

Zlozono$é: Ztozonosé obliczeniowa algorytmu wynosi O(E+V'). Sortowanie
wierzchotkéw uzyte na poczatku algorytmu mozna wykonaé w czasie linio-
wym za pomoca sortowania przez zliczanie (ang. counting sort).

Uwagi: Algorytm nie zawsze znajduje optymalne rozwigzanie. Najmniej-
szym do$¢ trudnym grafem jest graf Fs. Najmniejszym grafem trudnym jest
koperta. Do optymalnego kolorowania koperty potrzeba trzech koloréw, na-
tomiast algorytm ten uzywa czterech.

Listing 5.19. Modut coloring 1f.

#!/usr/bin/python

# —x— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu sprawdzania dwudzielnosci grafu na
# podstawie artykulow ze stron:

# http://edu.i—lo.tarnow.pl/inf/alg /001 search/0142.php

# http://pl.wikipedia.org/wiki/Kolorowanie grafu

# kaims.pl/ deren/ag/wyklady /14 kolorowanie. pdf

from heapq import heappush, heappop

class VerticesColoringLF (object ):
" Algorytm kolorowania grafu.”""

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem, ktorego wierzcholkom
zostana mnadane kolory."""
self.graph = graph

def run(self):
" Metoda uruchamiajaca algorytm kolorowania wierzcholkow
grafu. Kolory to liczby calkowite od zera. Wynik
zapisywany jest w zmiennej self.color. """

self.color = dict(
((node, None) for node in self.graph.iternodes()))
sorted vertices = self. sort vertices()

while sorted vertices:
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node = heappop(sorted vertices)[1]
self.color [node] = self. get color(node)

def sort_ vertices(self):
"nipMetoda sortujaca wierzcholki grafu malejaco wedlug ich
stopni (liczby krawedzi z nich wychodzacych). """
priority queue = []
for node in self.graph.iternodes():
heappush (priority queue, (
—len(list (self.graph.iteroutedges(node))), node))
return priority queue

def get color(self, source):
" Metoda przydzielajaca kolor danemu wierzcholkows .
occupied colors = set ()
for target in self.graph.iteradjacent (source):
if target in self.color:
occupied colors.add(self.color[target])
for i in xrange(len(occupied colors)):
if i not in occupied colors:
return i
return len (occupied colors)

mnimnn

5.8.4. Przyblizony algorytm kolorowania wierzchotkéw grafu SL
(ang. smallest last)

Dane wejsciowe: Dowolny multigraf G.
Problem: Kolorowanie wierzchotkow G.

Opis algorytmu: Zaczynamy od znalezienia wierzchotka o minimalnym
stopniu, a nastepnie usuwamy go z grafu. Czynno$c¢ ta powtarzamy az graf be-
dzie pusty, a kolejnos$¢ usuwania zapamietujemy. Uporzadkowane w ten spo-
sob wierzchotki kolorujemy w sposob zachtanny, czyli wybieramy optymalne
rozwiazanie lokalne dla danego wierzchotka. Sprawdzamy kolory sasiadow
wierzchotka, a nastepnie wybieramy pierwszy kolor, ktéry nie zostal jeszcze
uzyty. Algorytm konczy sie kiedy wszystkim wierzchotka zostanie przydzie-
lony kolor.

Zlozonosé: Zlozonosé obliczeniowa algorytmu wynosi O(E + V).

Uwagi: Algorytm nie zawsze znajduje optymalne rozwiazanie. Najmniej-
szym do$¢ trudnym rozwiazaniem jest "pryzma'". Najmniejszym trudnym
grafem jest "pryzmatoid". Algorytm stosunkowo dobrze sobie radzi, gdy ko-
lorowanym grafem jest drzewo, koto, grafy jednocykliczne, grafy Mycielskiego
lub grafy Johnsona.

Listing 5.20. Modut coloring 1f.

#1/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —x—
#
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# Implementacja algorytmu sprawdzania dwudzielnosci grafu na
# podstawie artykulow ze stron:

# http://edu.i—lo.tarnow.pl/inf/alg /001 search/0142.php

# http://pl.wikipedia.org/wiki/Kolorowanie_grafu

# kaims.pl/ deren/ag/wyklady /14 kolorowanie.pdf

from heapq import heappush, heappop

class VerticesColoringLF (object ):
" Algorytm kolorowania grafu."""

def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem , ktorego wierzcholkom
zostana mnadane kolory."""
self.graph = graph

def run(self):

""" Metoda uruchamiajaca algorytm kolorowania wierzcholkow
grafu. Kolory to liczby calkowite od zera. Wynik
zapisywany jest w zmiennej self.color. """
self.color = dict(

((node, None) for node in self.graph.iternodes()))
sorted vertices = self. sort vertices ()
while sorted vertices:

node = heappop(sorted vertices)[1]

self.color[node] = self. get color(node)

def sort_ vertices(self):
""" Metoda sortujaca wierzcholki grafu malejaco wedlug ich
stopni (liczby krawedzi z nich wychodzacych). """
priority queue = []
for node in self.graph.iternodes ():
heappush (priority queue, (
—len(list (self.graph.iteroutedges(node))), node))
return priority queue

def get color(self, source):
" pMetoda przydzielajaca kolor danemu wierzcholkowi. """
occupied colors = set ()
for target in self.graph.iteradjacent (source):
if target in self.color:
occupied colors.add(self.color|[target])
for i in xrange(len(occupied colors)):
if i not in occupied colors:
return i
return len (occupied colors)
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5.8.5. Przyblizony algorytm kolorowania wierzchotkéw grafu SLF
(ang. saturated largest first)

Dane wej$ciowe: Dowolny multigraf G.
Problem: Kolorowanie wierzcholkow G.

Opis algorytmu: Dopoki istnieja niepokolorowane wierzchotki w grafie, na-
lezy wybraé¢ wierzchotek o maksymalnym stopniu z wierzchotkéw o mak-
symalnym stopniu nasycenia, gdzie stopienn nasycenia wierzchotka to ilosé
roznych koloréow wierzchotkow incydentalnych z nim. Wybrany wierzcholtek
kolorujemy w sposob zachtanny, czyli wybieramy optymalne rozwigzanie lo-
kalne dla danego wierzchotka. Sprawdzamy kolory sasiadow wierzchotka, a
nastepnie wybieramy pierwszy kolor, ktory nie zostat jeszcze uzyty. Algorytm
konczy sie kiedy wszystkim wierzchotkom zostanie przydzielony kolor.

Zlozonosé: Zlozonosé obliczeniowa algorytmu wynosi O(E log V).

Uwagi: Algorytm nie zawsze znajduje optymalne rozwiazanie.

Listing 5.21. Modul coloring_ slf.

#!/usr/bin/python

# —— coding: utf—8 —x—

#

# Implementacja algorytmu sprawdzania dwudzielnosci grafu na
# podstawie artykulow ze stron:

# http://edu.i—lo.tarnow.pl/inf/alg /001 search/0142.php

# http://pl.wikipedia.org/wiki/Kolorowanie grafu

# kaims.pl/ deren/ag/wyklady /14 kolorowanie.pdf

from heapq import heappush, heappop

class VerticesColoringLF (object ):
" Algorytm kolorowania grafu.”""

def  init (self, graph):
""Inicjalizacja algorytmu grafem, ktorego wierzcholkom
zostana mnadane kolory."""
self.graph = graph

def run(self):

" Metoda wruchamiajaca algorytm kolorowania wierzcholkow
grafu. Kolory to liczby calkowite od zera. Wynik
zapisywany jest w zmiennej self.color. """
self.color = dict(

((node, None) for node in self.graph.iternodes()))
sorted vertices = self. sort vertices()
while sorted vertices:

node = heappop(sorted vertices)[1]

self.color [node] = self. get color(node)

def sort vertices(self):
""" Metoda sortujaca wierzcholki grafu malejaco wedlug ich
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stopni (liczby krawedzi z nich wychodzacych).
priority queue = []
for node in self.graph.iternodes():

heappush (priority queue, (

—len(list (self.graph.iteroutedges(node))), node))
return priority queue

def get color(self, source):
" Metoda przydzielajaca kolor danemu wierzcholkows .
occupied colors = set ()
for target in self.graph.iteradjacent (source):
if target in self.color:
occupied colors.add(self.color[target])
for i in xrange(len(occupied colors)):
if i not in occupied colors:
return i
return len (occupied colors)

mnimnn

5.9. Kolorowanie krawedzi

Kolorowaniem krawedzi grafu nazywamy takie nadanie koloréow krawe-
dziom grafu, zeby zadne stykajace sie krawedzie nie mialy tego samego kolo-
ru. Minimalng liczba koloréw uzyta do kolorowania krawedzi grafu nazywamy
indeksem chromatycznym grafu i oznaczamy x'(G).

Twierdzenie (Vizig, 1964): Jezeli G jest grafem prostym, w ktérym naj-
wiekszy stopient wierzchotka wynosi A to A < }¥'(G) < A+ 1.

5.9.1. Algorytm kolorowania krawedzi grafu

Dane wej$ciowe: Dowolny multigraf G.
Problem: Kolorowanie krawedzi G.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od stworzenia grafu krawedzio-
wego dla wejsciowego grafu. Graf krawedziowy tworzymy w taki sposob, ze
krawedzie z grafu wejSciowego staja sie wierzchotkami w grafie krawedzio-
wym. Nastepnie na tak przygotowanym grafie wykonujemy algorytm koloro-
wania wierzchotkow 5.8.1

Zlozono$é: Zlozonosé obliczeniowa algorytmu wynosi O(2"), poniewaz opie-
ra sie na sprawdzaniu wszystkich kombinacji kolorowania krawedzi.

Uwagi: Algorytm ma ztozonodé¢ wykladnicza co sprawia, ze nawet dla malej
liczby krawedzi jego wykonanie zajmuje duzo czasu.

Listing 5.22. Modut coloring edges.

#1/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —x—
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#

# Implementacja algorytmu sprawdzania dwudzielnosci grafu mna
# podstawie artykulow ze stron:

# hittp://edu.i—lo.tarnow.pl/inf/alg/001 search/0142.php

# http://pl.wikipedia.org/wiki/Kolorowanie_grafu

# kaims.pl/ deren/ag/wyklady /14 kolorowanie.pdf

from coloring import VerticesColoring
from main.structures.edges import Edge

class EdgesColoring(object):
" Algorytm kolorowania krawedzi grafu."""
def  init (self, graph):
" Inicjalizacja algorytmu grafem, ktorego krawedziom
zostana mnadane kolory."""
self.graph = graph
self.color = dict (
((node, 0) for node in self.graph.iternodes()))
self.number_ of color = 1

def run(self):
" Metoda wruchamiajaca algorytm kolorowania krawedzi
grafu. Kolory to liczby calkowite od zera. Wynik
zapisywany jest w zmiennej self.color. """
graph e = self.graph. class _(self.graph.e(),
self.graph.is directed())
i=20
edges = dict ()
for source in self.graph.iternodes():
for targetl in self.graph.iteradjacent (source):
for target2 in self.graph.iteradjacent (targetl):
if target2 != source:
if (source, targetl) not in edges:
edges[(source, targetl)] = i
if not graph e.is directed ():
edges[(targetl, source)] = i
i4=1
if (targetl, target2) not in edges:
edges|[(targetl, target2)] = i
if not graph e.is directed ():
edges|[(target2, targetl)] = i
i4=1
graph e.add edge(
Edge(edges[(source, targetl)],
edges [(targetl , target2)]))
algorithm = VerticesColoring (graph e)
algorithm .run ()
self.color = algorithm. color
self . number of color = algorithm .number of color
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6. Podsumowanie

W pracy przedstawiono implementacje grafow i wielu algorytmow gra-
fowych, zwigzanych z grafami bez wag. Implementacja zostata wykonana w
jezyku Python, poniewaz taczy on wydajnosé, czytelno$é¢ kodu i dostepnosé
struktur danych wysokiego poziomu. Dzieki temu kod zréodtowy moze petnié
role pseudokodu uzywanego w literaturze do prezentacji algorytmow, a z dru-
giej strony kod mozna uruchomié¢ w wybranym systemie operacyjnym w celu
rozwiazania Sredniej wielkoéci probleméw grafowych. Przyktady korzystania
z algorytmow sg zawarte w dostarczonych testach jednostkowych.

Prezentowany kod jest zgodny z formalnymi standardami jezyka Python
(PEPS), oraz z praktykami dobrego programowania: adekwatne nazwy zmien-
nych, odpowiednie komentarze, logiczny podzial kodu na moduty, klasy, funk-
cje. Poprawno$¢ kodu zostata potwierdzona poprzez testy jednostkowe.

W pracy zebrano podstawowe algorytmy przeszukiwania graféw, sorto-
wania topologicznego, znajdowania sktadowych spéjnych i silnie spdjnych
sktadowych. Pokazano rowniez algorytmy znajdowania maksymalnego skoja-
rzenia w grafach dwudzielnych, obliczania domkniecia przechodniego grafu,
kolorowania wierzchotkow i krawedzi grafu. W koricu zaimplementowano tak-
ze algorytmy zwiazane z grafami eulerowskimi i hamiltonowskimi.

Cze$¢ teoretyczna pracy uzywa glownie multigrafow, ktore sa uogoélnie-
niem grafoéw prostych. Dzialanie algorytmoéw przedstawionych w pracy spraw-
dzono tylko dla graféow prostych. Dostosowanie kodu do pracy z multigrafami
wymaga jeszcze dodatkowych prac, z ktérych zrezygnowano na korzys$é po-
wiekszenia bazy algorytmow. Warto zwrdci¢ uwage na kilka elementow, ktore
roznig implementacje graféw prostych i multigrafow.

— G.weight(edge) dla grafow prostych stuzy do odezytu wagi krawedzi, a dla
multigraféw chcemy odcezytaé liczbe krawedzi réwnoleglych. W reprezen-
tacji macierzy sasiedztwa wtasnie ta liczba znajduje sie w miejscu wagi.
Stad w tej implementacji nie mozna przedstawi¢ multigraféw wazonych.
Mozna ewentualnie wykorzystaé¢ atrybut krawedzi edge.weight do reprezen-
towanie peku krawedzi réwnolegtych pomiedzy dwoma wierzchotkami.

— G.iteradjacent (source) zwraca iterator kolejnych sgsiadéw danego wierzchot-
ka (bez powtorzen), niezaleznie od liczby krawedzi rownoleglych prowa-
dzacych do sasiada.

— G.iteredges(), G.iterinedges(source), G.iteroutedges(source) zwracaja iteratory
krawedzi, przy czym dla krawedzi réwnoleglych pojawig sie powtdrzenia
krawedzi.

— W multigrafach zezwalamy na dodawanie petli i kolejnych krawedzi row-
nolegltych, a dla graféw prostych wyzwalane sa wyjatki.

W $wiecie oprogramowania mozna znalez¢ wiele bibliotek grafowych, ale
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nie jest nam znany przykltad takiego potaczenia czytelnosci, elastycznosci i
dostepnosci kodu, ktory mogtby spetnia¢ nasze oczekiwania. Z drugiej stro-
ny warto zapoznac¢ sie z mozliwo$ciami innych bibliotek, aby skorzysta¢ z
dodatkowych algorytmow, czy tez narzedzi do graficznej prezentacji grafow.
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A. Kod zrodlowy dla krawedzi 1 grafow

Dwie podstawowe klasy wykorzystywane we wszystkich algorytmach to
klasa Edge, reprezentujaca krawedzie skierowane, oraz klasa Graph, reprezen-
tujaca grafy skierowane i nieskierowane. Sprawdzono sze$¢ implementacji kla-
sy Graph, cztery implementacje nie korzystajace z wag, oraz dwie implemen-
tacje przygotowane do obstugi graféw wazonych, ale w naszych rozwazaniach
wszystkie wagi byty domyslnie rowne 1.

A.1. Klasa Edge

Listing A.1. Modut edges.

#!/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —x—
#

# Uniwersalna klasa dla krawedzi.

# Hashable edges — pomysl na __hash__ na podstawie
# http://stackoverflow.com/questions/793761/

# built—in—python—hash—function

class Edge(object):
"M"Klasa reprezentujaca krawedz skierowana w grafie. """
def  init (self, source, target, weight=1):
"irInicjalizuje obiekt krawedzi.
Jesli graf ma wagi, to mozna przekazac dodatkowo
wage krawedzi, ktora dla grafu bez wag przyjmuje
wartosc domyslna rowna 1."""
self.source = source
self.target = target
self.weight = weight

def  repr (self):
mnn Zwraca krawedz w reprezentacji tekstowej.
if self.weight — 1:
return "Edge(%s, %s)" % (
repr (self.source),
repr(self.target))

nmnn

else:
return "Edge(%s, %s, %s)" % (
repr(self.source),
repr(self.target),
repr(self.weight))

def anp (self, other):

" Porownywanie krawedzi.
if self.weight > other.weight:

nimnn
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return 1

if self.weight < other.weight:
return —1

if self.source > other.source:
return 1

if self.source < other.source:
return —1

if self.target > other.target:
return 1

if self.target < other.target:
return —1

return 0

def  hash (self):
Ml Zwraca hash dla krawedzi.
return hash(repr(self))

nnn

def  invert (self):
" Zwraca nowa krawedz z przeciwnym kierunkiem .
return Edge(self.target , self.source, self.weight)

nimnn

inverted = _  invert

A.2. Klasa Graph (stownik stownikéw)

Listing A.2. Modul graphsb.

#1/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —x—

from edges import Edge

class Graph(dict):
mimn
Podejscie z listami sasiedztwa. Sasiednie wierzcholki
trzymane sa w slownikach. Wierzcholki moga byc zarowno
liczbami jaki i dowolnymi obiektami np. stringami, itp.
{/IA//'.{NB/I..I //C//'.g} HBN.'{HCN.'(? HD//'.4} //CH'.{HDN..5}
/IDI/..{HCI/'.b’} I/EII:{IIC/I:7} IIFN..{}}

mmn

def  init (self, n=0, directed=False):
" Inicjalizacja obiektu grafu.”"""
self.n = n # kompatybilnosc z Sedgewickiem
self.directed = directed

def is directed (self):
" Sprawdza, czy graf jest skierowany, czy nieskierowany.
return self.directed

nnn

def v(self):
" Zwraca liczbe wierzcholkow grafu.
return len(self)

mimn

def e(self):
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def

def

def

def

def

def

def

def

6086993598(73)

" Zwraca liczbe krawedzi grafu. """
edges = sum(len(self[node]) for node in self)
return (edges if self.is directed () else edges / 2)

add node(self, node):
"""Dodaje nowy wierzcholek do grafu."""
if node not in self:

self[node] = dict ()

has node(self, node):
mnnSprawdzenie , czy wierzcholek nalezy do grafu. """
return node in self

del node(self, node):

"iUsuwa wierzcholek z grafu.”""

for edge in list (self.iterinedges(node)):
self.del edge(edge)

if self.is directed ():
for edge in list (self.iteroutedges(node)):

self.del edge(edge)
del self[node]

add edge(self, edge):
"""Dodaje nowa krawedz do grafu.
if edge.source =— edge.target:
raise ValueError("petle sa zabronione")
self.add node(edge.source)
self.add node(edge.target)
if edge.target not in self[edge.source]:
self[edge.source|[edge.target] = edge.weight
else:
raise ValueError ("krawedzie rownolegle sa zabronione")
if not self.is directed ():
if edge.source not in self[edge.target]:
self[edge.target |[edge.source] = edge.weight
else:
raise ValueError("krawedzie rownolegle sa zabronione™)

mnimnn

del edge(self, edge):
"rUsuwa istniejaca krawedz grafu.
del self[edge.source][edge.target]
if not self.is directed ():

del self[edge.target|[edge.source]

mnimnn

has edge(self, edge):
"rSprawdza czy krawedz istnieje w grafie.
return edge.source in self and edge.target in self[edge.source]

mnimnn

weight (self, edge):
" Zwraca wage krawedzi lub zero.
if edge.source in self and edge.target in self[edge.source]:
return self[edge.source|[edge.target ]
else:
return 0

mnimn

iternodes (self):

" Zwraca iterator do listy wierzcholkow grafu. """
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def

def

def

def

def

def

def

def

def
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return self.iterkeys ()

iteradjacent (self, source):
" Zwraca iterator wierzcholkow sasiednich.
return self[source].iterkeys ()

nnn

iteroutedges (self, source):
" Zwraca iterator krawedzi wychodzacych grafu.
for target in self[source]:

yield Edge(source, target, self[source][target])

nimnn

iterinedges (self, source):
" Zwraca iterator krawedzi wchodzacych grafu.
if self.is directed (): # O(V) time
for (target, sources dict) in self.iteritems ():
if source in sources dict:
yield Edge(target , source, sources dict[source])

mimn

else:
for target in self[source]:
yield Edge(target, source, self[target|[source])

iteredges(self):
" Zwraca iterator krawedzi grafu.
for source in self.iternodes ():
for target in self[source]:
if self.is_directed () or source < target:
yield Edge(source, target, self[source][target])

mnimnn

show (self):
"rPrezentacja grafu.
for source in self.iternodes ():

print source, ":",
for edge in self.iteroutedges (source):

print "%s(%s)" % (edge.target , edge.weight),
print

nimnn

copy (self):

" Zwraca kopie grafu.

new graph = Graph(n=self.n, directed=self.directed)

for node in self.iternodes ():
new _graph[node] = dict(self[node])

return new _graph

nnn

transpose (self):
" Zwraca graf tramsponowany.
new graph = Graph(n=self.n, directed=self.directed)
for node in self.iternodes ():

new graph.add node(node)
for edge in self.iteredges ():

new graph.add edge(~edge)
return new graph

nimnn

_eq_ (self, other):
mnnSprawdzenie , czy grafy sa rowne.
raise NotImplementedError ()

nimnn

_ne  (self, other):
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def

mninSprawdzenie , czy grafy sa rozme. """

return not self — other

add graph(self, other):

"mrDolacza inny graf do istniejacego.

for node in other.iternodes ():
self.add node(node)

for edge in other.iteredges ():
self.add edge(edge)

nnn

A.3. Klasa Graph (lista list)

Listing A.3. Modut graphs6.

#1/usr/bin/python
# —x— coding: utf—8 —x—

from edges import Edge

class Graph(object):

"M"Klasa reprezentujaca graf skierowany lub mnieskierowany.

def

def

def

def

def

3466459359(75)

nnn

(self, n, directed=False):

nimnn

~_init
"rInicjalizacja obiektu grafu.
if n < O:

raise ValueError("n musi byc liczba dodatnia)
self.n =n
self.directed = directed
self.data = [[0] * self.n for node in xrange(self.n)]

is_directed (self):
" Sprawdza, czy graf jest skierowany, czy nieskierowany.
return self.directed

nnn

v(self):
" Zwraca liczbe wierzcholkow grafu.
return self.n

mimn

e(self):
" Zwraca liczbe krawedzi grafu. """
counter = 0

for source in xrange(self.n):
for target in xrange(self.n):
if self.data[source]|[target]| != O:
counter — counter + 1
return (counter if self.directed else counter / 2)

add node(self, node):

nnn

Metoda dodaje wierzcholek. W przypadku macierzy sasiedztwa
funkcja nie jest zaimplementowana, poniewaz wszystkie

wierzcholki sa dodane od razu.
nnn

pass
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def

def

def

def

def

def

def

def

def
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has node(self, node):
"rSprawdzenie , czy wierzcholek nalezy do grafu.
return 0 <= node < self.n

nimnn

del node(self, source):

nimnn

Metoda usuwa wierzcholek. W przypadku macierzy
sasiedztwa funkcja nie jest zaimplementowana .
nnn

pass

add edge(self, edge):
"""Dodaje nowa krawedz do grafu.
if edge.source =— edge.target:
raise ValueError("petle sa zabronione")
self.add node(edge.source)
self.add node(edge.target)
if self.data[edge.source]|[edge.target] = O0:
self.data[edge.source|[edge.target]| = edge.weight
else:
raise ValueError ("krawedzie rownolegle sa zabronione")
if not self.directed:
if self.datafedge.target][edge.source] =
self.data[edge.target |[edge.source]| = edge weight

mnimnn

else:
raise ValueError ("krawedzie rownolegle sa zabronione")

del edge(self, edge):
"rUsuwa istniejaca krawedz grafu.
self.data[edge.source][edge.target] = 0
if not self.directed:
self.data[edge.target |[edge.source] = 0

nimnn

has edge(self, edge):
"rSprawdzenie , czy krawedz istnieje w grafie.
return self.dataf[edge.source|[edge.target] != 0

mimn

weight (self, edge):
" Zwraca wage krawedzi lub zero.
return self.data[edge.source|[edge.target |

nimnn

iternodes (self):
" Zwraca iterator do listy wierzcholkow grafu.”""
return iter (xrange(self.n))

iteradjacent (self, source):
" Zwraca iterator do listy wierzcholkow sasiednich. """
for target in xrange(self.n):
if self.data[source]|target] = 0:
yield target

iteroutedges (self, source):
" Zwraca iterator krawedzi wychodzacych. """
for target in xrange(self.n):
if self.data[source][target] != 0:
yield Edge(source, target, self.data[source][target])
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def

def

def

def

def

def

def

def

iterinedges (self, source):
" Zwraca iterator krawedzi wchodzacych .
for target in xrange(self.n):
if self.data[target|[source] != 0:
yield Edge(target , source, self.data[target|[source])

nimnn

iteredges (self):
" Zwraca iterator krawedzi grafu.
for source in xrange(self.n):
for target in xrange(self.n):
if self.data[source][target] != 0 and \
(self.directed or source < target):
yield Edge(source, target, self.data[source][target])

mnmnn

show (self):
"nirPrezentacja grafu.
for source in xrange(self.n):

print source, ":",
for target in self.iteradjacent (source):

print "%s(%s)" % (target, self.data[source]|[target]),
print

nnn

copy (self):
" Zwraca kopie grafu.
new graph = Graph(n=self.n, directed=self.directed)
for source in xrange(self.n):
for target in xrange(self.n):
new _graph.data[source|[target] = self.data[source][target]
return new graph

mnimnn

transpose (self):
" Zwraca graf tramsponowany.
new graph = Graph(n=self.n, directed=self.directed)
for source in xrange(self.n):
for target in xrange(self.n):
new graph.data[source|[target]| — self.data[target |[source]
return new _graph

nnn

eq_ (self, other):

77"Sp?"awdzem'e, czy grafy sa Towne.
raise NotImplementedError ()

mnimn

~ne (self, other):

7"”Sprmudzem'e, czy grafy sa rozne.
return not self — other

nimnn

add graph(self, other):

""mDolacza inny graf do istniejacego

for node in other.iternodes ():
self.add node(node)

for edge in other.iteredges ():
self.add edge(edge)

nimn
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1398369459(78)
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B. Testy wydajnosciowe wybranych
algorytmow

B.1. Test wydajnosci algorytmu przeszukiwania wszerz

bfs, complete graph, graph5, E=V*(V-1)/2

T T T T T T T
log(t) = alog(V+E) + b -
-0.5 - data =
fit

= 0.892291 +/- 0.039122 f
b =-6.084711 +/- 0.168539 f

log(time [s])
N
w
T

log(V+E)

bfs, complete graph, graph6, E=V*(V-1)/2

T T T T T T T
log(t) = alog(V+E) + b
0 data =
fit

log(time [s])
N
I

a = 0.945104 +/- 0.025947 f
b =-5.860653 +/- 0.111781 f

log(V+E)

Rysunek B.1. Wykresy wydajnosci algorytmu przeszukiwania wszerz dla
dwoéch roznych implementacji graféw pelnych. Dla grafu pelnego dla du-
zych grafoéw szybsza jest implementacja graphd oparta na stowniku stownika.
Wspolezynniki a bliskie 1 potwierdzaja liniowa zalezno$¢ czasu od rozmiaru

grafu.
75
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B.2. Test wydajnosci algorytmu przeszukiwania w glab
iteracyjnego

dfs iter, complete graph, graph5, E=V*(V-1)/2

I I I I I I
log(t) = alog(V+E) + b n
-0.5 - data =
fit

Z0.901460 +/- 0.032384 §
b = -6.105488 +/- 0.139513 y

log(V+E)

dfs iter, complete graph, graph6, E=V*(V-1)/2

T T T T T T T
log(t) = alog(V+E) + b
0r data =
fit

a = 0.960065 +/- 0.018674 T
b =-5.916274 +/- 0.080449 T

log(time [s])
N
I

log(V+E)

Rysunek B.2. Wykresy wydajnosci algorytmu przeszukiwania w glab itera-

cyjnego dla dwoch réznych implementacji graféw pelnych. Implementacja

graphd jest szybsza od graph6. Wspotczynniki a bliskie 1 potwierdzaja linio-
wa zaleznosé czasu od rozmiaru grafu.
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B.3. Test wydajnosci algorytmu przeszukiwania w glab
rekurencyjnego

dfs rec, complete graph, graph5, E=V*(V-1)/2

-1 T T T
log(t) = alog(V+E) + b
data =

fit

a = 0.859614 +/- 0.047275

b =-5.890872 +/- 0.168566

4.5 \ \ \ \ \ \ \
1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5

log(V+E)

dfs rec, complete graph, graph6, E=V*(V-1)/2

T I T T T T
log(t) = alog(V+E) + b

data =

fit

a = 0.956806 +/- 0.017662

b =-5.913515 +/- 0.062979

log(time [s])

4.5 \ \ \ \ \ \ \
1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5

log(V+E)

Rysunek B.3. Wykresy wydajnosci algorytmu przeszukiwania w glab reku-

rencyjnego dla dwoch réznych implementacji grafow petnych. Implementacja

graphd jest szybsza od graph6. Wspotczynniki a bliskie 1 potwierdzaja linio-
wa zaleznosé czasu od rozmiaru grafu.
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B.4. Test wydajnosci algorytmu kolorowania grafu

kolorowanie, complete graph, graph5, E=V*(V-1)/2

1 T T T T
log(t) =a |V|+b .
data =
0 fit
~ 1 .
“
(]
£ -2 - 7
‘§~. a =1.050692 +/- 0.084095
- 3 b =-6.929642 +/- 0.404762
-4 4
L
-5 | | | |
2 3 4 5 6 7
VI
kolorowanie, complete graph, graph6, E=V*(V-1)/2
1 T I I I
log(t) =a|V|+b
data =
0 fit f
~ -1~ n
0
(]
E 2 .
=3 a = 1.057525 +/- 0.070185
(o]
- -3 b =-6.687446 +/- 0.337815 -
-4 4
L
-5 | | | |
2 3 4 5 6 7

VI

Rysunek B.4. Wykresy wydajnosci algorytmu kolorowania grafu dla dwoch
roznych implementacji grafow pelnych. Wykresy wydaja sie potwierdzaé za-
lezno$¢ wyktadnicza, cho¢ ilo$¢ danych nie jest duza.
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B.5. Test wydajnosci algorytmu wyszukiwania spéjnych
skltadowych

spéjne sktadowe, complete graph, graph5, E=V*(V-1)/2

I I I I I I
log(t) = alog(V+E) + b -
data =
fit

©
(6,]
T

=
wn
T

~ 0.873123 +/- 0.032257

N
U
T

log(time [s])

b =-5.963549 +/- 0.138964 —

w
n
T

log(V+E)

spdjne sktadowe, complete graph, graph6, E=V*(V-1)/2

T T T T T T T T
log(t) = alog(V+E) + b -
0r data =
fit

" a = 0.906501 +/- 0.032192 T
b =-5.662357 +/- 0.138684 T

log(time [s])
N
I

log(V+E)

Rysunek B.5. Wykresy wydajnosci algorytmu wyszukiwania spdjnych skta-

dowych grafu dla dwéch réznych implementacji graféw petnych. Implemen-

tacja graphb jest szybsza od graph6. Wspélczynniki a bliskie 1 potwierdzaja
liniowa zaleznos$¢ czasu od rozmiaru grafu.
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B.6. Test wydajnosci algorytmu wyszukiwania
domkniecia przechodniego

domkniecie przechodnie, complete graph, graph5, E=V*(V-1)/2

T T T T T
log(t) = alog(V) + b
1r data =
fit

log(time [s])
N
T

a = 2.754625 +/- 0.040140
b=-6.177109 +/- 0.084037

\ \ \ \ \ \ \ \
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8

log(V)

domkniecie przechodnie, complete graph, graph6, E=V*(V-1)/2

I I I I I I I
log(t) = a log(V) + b 2
1r data =
fit

log(time [s])
=
I

a = 2.808560 +/- 0.058521 T
b =-6.277576 +/- 0.122519 T

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8
log(V)

Rysunek B.6. Wykresy wydajnosci algorytmu wyszukiwania domkniecia

przechodniego grafu dla dwoch réznych implementacji grafow petnych. Im-

plementacja graphb jest szybsza od graph6. Wspotczynniki a bliskie 3 po-
twierdzaja zalezno$é O(V3).
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