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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacje w jezyku Python wybranych algoryt-
mow i struktur danych dla grafow z wagami. Zdefiniowano interfejs grafow
wazonych i stworzono dwie klasy o odmiennych wlasciwosciach, realizujace
ten interfejs. Klasa MatrixGraph bazuje na reprezentacji macierzy sasiedztwa,
natomiast klasa DictGraph jest zblizona do reprezentacji list sasiedztwa. Dla
krawedzi stworzono osobne klasy, mianowicie Edge oraz UdirectedEdge. Dodano
takze generatory dla kilku typow grafow.

W pracy zaimplementowano algorytmy grafowe zwiazane z przeszukiwa-
niem grafow, wyznaczaniem minimalnego drzewa rozpinajacego, wyznacza-
niem najkrétszych Sciezek z jednego i wielu Zrédet, znajdowania maksymalne-
go przeptywu w sieci przepltywowej. Kazdemu algorytmowi odpowiada osobna
klasa, a w danej klasie moze by¢ zawartych kilka réznych implementacji. W
pracy pojawily sie tez pewne pomocnicze algorytmy i struktury danych, np.
przeszukiwanie grafow wszerz i przeszukiwanie w gtab. Przeszukiwanie w gltab
wykorzystano do sortowania topologicznego wierzchotkéow dagu. Korzystano
rowniez ze struktury danych zbioréow roztacznych.

Zaimplementowano trzy algorytmy rozwigzujgce problem minimalnego
drzewa rozpinajacego: algorytm Boruvki, algorytm Prima (trzy implemen-
tacje), algorytm Kruskala. Zaimplementowano trzy algorytmy rozwiazujace
problem najkrotszych Sciezek z jednym zrodltem: najkrotsze Sciezki w dagu,
algorytm Bellmana-Forda, algorytm Dijkstry (dwie implementacje). Zaimple-
mentowano dwa algorytmy rozwigzujace problem najkrotszych $ciezek mie-
dzy wszystkimi parami wierzchotkow: algorytm Floyda-Warshalla, algorytm
Johnsona. W konicu zaimplementowano dwa algorytmy rozwigzujace problem
maksymalnego przeptywu w sieci przeptywowej: algorytm Forda-Fulkersona,
algorytm Edmondsa-Karpa.

Dla wszystkich algorytmow przygotowano testy poprawnosci z wykorzy-
staniem modutu unittest, ktory jest standardowym narzedziem wspomagaja-
cym sprawdzanie kodu w Pythonie. Ponadto wykonano eksperymenty kom-
puterowe sprawdzajace zgodnosé¢ rzeczywistej wydajnosci kodu z przewidy-
waniami teoretycznymi.

Slowa kluczowe: grafy wazone, przeszukiwanie wszerz, przeszukiwanie w

glab, sortowanie topologiczne, minimalne drzewo rozpinajace, najkrotsze $ciez-
ki, sieci przeptywowe, maksymalny przeptyw
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Abstract

Python implementations of weighted graphs and selected graph algorithms
are presented. Graphs interface is defined and two different classes are cre-
ated which implement this interface. The MatrixGraph class is based on the
adjacency-matrix representation of graphs. The DictGraph class is based on
the adjacency-list representation, but with fast lookup of nodes and neighbo-
urs (dict-of-dict structure). There are also classes for graph edges: Edge and
UdirectedEdge. Some graph generators are also included.

In this work, many graph algorithms are implemented using a unified
approach. There are separate classes devoted to different algorithms, but
sometimes several algorithm versions are included in the same class. Some
auxilliary algorithms and data structures are used. Two graphs searching
or traversing algorithms are implemented: breadth-first search (BFS) and
depth-first search (DFS). Topological sorting algorithm is based on DFS. A
disjoint-set data structure is also included.

Three algorithms for finding a minimum spanning tree are implemen-
ted: the Boruvka’s algorithm, the Prim’s algorithm (three implementations),
and the Kruskal’s algorithm. Three algorithms for solving the single-source
shortest path problem are implemented: the dag shortest path algorithm,
the Bellman-Ford algorithm, and the Dijkstra’s algorithm (two implemen-
tations). Two algorithms for solving all-pairs shortest path problem are im-
plemented: the Floyd-Warshall algorithm and the Johnson’s algorithm. Two
algorithms for computing the maximum flow in a flow network are imple-
mented: the Ford-Fulkerson algorithm and the Edmonds-Karp algorithm.

All algorithms were tested by means of the unittest module, the Python
unit testing framework. Additional computer experiments were done in order
to compare real and theoretical computational complexity.

Keywords: weighted graphs, breadth-first search, depth-first search, topo-

logical sorting, minimum spanning tree, shortest paths, flow networks, ma-
ximum flow
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1. Wstep

Algorytmy towarzyszyly nam od zawsze, byty nawet dtugo przed pojawie-
niem sie komputeréw, a wraz z ich pojawieniem zaczety sie bardzo dynamicz-
nie rozwija¢. Od wyboru algorytmu zalezy, czy przetwarzanie danych przez
komputer bedzie szybkie (wydajnodé¢ czasowa), albo czy w ogole wykonalne
(wydajnos¢ pamieciowa).

Praca magisterska poswiecona jest algorytmom grafowym zwigzanym z
grafami wazonymi. Powstata po pierwsze w celu dydaktycznym, aby przed-
stawi¢ w intuicyjny i zwiezly sposéb czesto skomplikowane algorytmy. Dru-
gim celem byto stworzenie dzialajacego i przetestowanego kodu, ktéry pozwo-
li na rozwigzywanie $redniej wielkosci problemoéw obliczeniowych zwigzanych
z grafami. Nie bedziemy si¢ zajmowa¢ problemem wizualizacji grafow.

Do prezentacji algorytméw wybrano jezyk Python [1], ktory w swoich
zatozeniach mial na uwadze czytelnos¢ kodu, przejrzysta sktadnie i tatwosé
nauki (rozdzial 2). Dla algorytmow powstaly testy jednostkowe (ang. unit
tests), ktore testuja poprawnos¢ implementacji.

1.1. Grafy

Graf jest to zbior obiektow (wierzchotkow), gdzie pewne pary obiektow sg
ze sobg powiazane za pomoca taczy (krawedzi) [2], [3]. Jest to struktura mate-
matyczna, ktora pozwala na modelowanie r6znego rodzaju relacji i proceséw
w uktadach fizycznych, biologicznych, spotecznych i informatycznych. W za-
leznosci od potrzeb strukture grafu mozna wzbogacaé¢ o dodatkowe elementy,
np. krawedzie moga mie¢ kierunek (grafy skierowane) lub przypisana pewna
liczbe, nazywana wagq (grafy wazone). Za pierwszego badacza grafow uwaza
sie Leonarda Eulera, ktory rozstrzygnat zagadnienie mostow krolewieckich w
XVIIT wieku.

7 nastaniem komputeréow grafy mozemy reprezentowaé za pomoca struk-
tur danych, ktore utatwiaja i przyspieszaja obliczenia. Ze strukturami danych
nierozerwalnie taczg sie algorytmy, ktore je przetwarzaja. W pracy przebada-
no wydajnosé algorytmow grafowych bazujacych na dwoch implementacjach
grafow - stownikowej (rozdzial 4.2.3) oraz macierzowej (rozdzial 4.2.1). Obie
implementacje wykorzystuja wspolny interfejs graféw, czyli zestaw operacji
potrzebnych do dziatan na grafach.
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1.2. Organizacja pracy

Rozdziat 1 zawiera wprowadzenie do niniejszej pracy. Rozdzial 2 zawiera
krotki opis jezyka Python. Rozdzial 3 zawiera wprowadzenie do teorii grafow.
Rozdzial 4 zawiera opis interfejsu graféw oraz sposobow jego realizacji.

Rozdzial 5 zawiera opis wybranych algorytmoéow grafowych dla grafow z
wagami. Sg to algorytmy przeszukiwania grafow (rozdzial 5.1), wyznacza-
nia minimalnego drzewa rozpinajacego (rozdzial 5.2) wyznaczania najkrot-
szej §ciezki pomiedzy para wierzcholtkow (rozdzial 5.3), pomiedzy wszystkimi
parami wierzcholkow (rozdzial 5.4), oraz maksymalnego przeplywu w sieci
przeplywowej (rozdziat 5.5).

Rozdzial 6 zawiera podsumowanie wynikéw pracy. W dodatkach zostat
umieszczony kod zrodlowy klas dla krawedzi (dodatek A), klas dla grafow
(dodatek B), oraz opis testow komputerowych (dodatek C).

3736716248(9)



2. Jezyk Python

Python jest jezykiem skryptowym wysokiego poziomu. Ogoélnie programy
napisane w Pythonie sa zwykle wolniejsze od napisanych w Javie czy C++,
ale pisanie w tym jezyku oszczedza czas i wymaga mniej linii kodu. Pytho-
nowe programy moga by¢ nawet wielokrotnie krotsze. Python jest jezykiem
z typami dynamicznymi, co sprawia ze programista nie musi traci¢ czasu
na deklarowanie typow. Python wspiera wiele metodologii programowania,
np. programowanie zorientowane obiektowo czy programowanie funkcyjne.
W Pythonie sa dostepne struktury danych wysokiego poziomu, takie jak
stowniki czy listy powiazane. Cecha charakterystyczng Pythona jest eleganc-
ka sktadnia i prawie jednolity styl kodowaniania, co sprawia ze programy
napisane przez jednych programistéw sa czytelne dla innych. Cechy te spra-
wiaja, ze Python jest tatwy do nauczenia w krotkim czasie, a kod napisany
w nim jest tatwy do czytania i zrozumienia.

Obecnie sa dostepne dwie glowne galezie Pythona, ktore nie sa ze sobg
w pelni kompatybilne: Python 2 i Python 3. Niniejsza praca powstala na
bazie Pythona 2, ktory ciagle jest domy$lnym ustawieniem w dystrybucjach
Linuksa, ze wzgledu na jego stabilnos$¢ i duzo dodatkowych modutéow. Kod
testowano z uzyciem wersji 2.6 1 2.7.

2.1. Typy danych

Sekcja zawiera opis standardowych typow danych dostepnych w Pythonie.

2.1.1. Obiekt null

Jest tylko jedna instacja obiektu null, ktéra nazwana zostala None. Stala
ta uzywana jest do reprezentacji pustej wartosci, np. kiedy nazwa zmiennej
jest znana, ale jej warto$¢ jeszcze nie zostala okre$lona. Jezeli funkcja w
Pythonie jawnie nie zwraca wartoSci przez return, to zwraca wtasnie None.

2.1.2. Typ logiczny

Kazdy obiekt w Pythonie moze by¢ testowany jako warto$é¢ logiczna. Po-
naddto zdefiniowano dwie stale logiczne True oraz False, oznaczajace odpo-
wiednio prawde i falsz.

Ponizsze wartosci zawsze oznaczaja falsz:

— None,

— False,

— zero dla typow numerycznych,
— puste kolekcje,

— puste stringi,

1447258350(10)



instancje klas uzytkownika, jesli definiuja metody = nonzero  lub _ len |
a zwracaja odpowiednio False lub 0.

Operacje logiczne:

alternatywa x or y,
koniunkcja x and y,
negacja not x.

2.1.3. Typy liczbowe

int - typ liczb catkowitych, po przekroczeniu zakresu nastepuje automatycz-

na konwersja do typu long,

long - typ liczb catkowitych,

float - typ liczb zmiennoprzecinkowy,

complex - typ liczb zespolonych,

decimal - typ liczb dziesietne o ustalonej precyzji (modutl decimal, Python

2.4+),

fractions - typ reprezentujacy utamki (modul fractions, Python 2.6+).

Operacje arytmetyczne:

dodawanie x + y,

odejmowanie x — vy,

mnozenie x * y,

potegowanie x #x y lub pow(x, y),

dzielenie x / y,

dzielenie catkowite x // y,

reszta z dzielenia x % vy,

negacja —x,

warto$¢ bezwgledna abs(x),

konwersja do danego typu: int(x), long(x), float (x),

para (x //y, x % y) divmod(x,y),

obciecie czesci utamkowej math.trunc(x),

zaokraglenie do czesci dziesietnej round(x|, n]), gdzie n jest opcjonalne,
domyslnie 0,

floor najwieksza liczba catkowita <= x math.floor(x),

ceil najmniejsza liczba catkowita >= x math.ceil (x),

minimum min(iterable) dla jednego argumentu z iteratorem lub wielu ar-
gumentOw min(a, b, ¢, ...),

maksimum max(iterable) dla jednego argumentu z iteratorem lub wielu
argumentow max(a, b, ¢, ...),

suma sekwencji liczb sum(sequence).

Operacje bitowe:

alternatywa x | vy,

koniunkcja x & y,

alternatywa wykluczajaca x ~ y,
przesuniecie w lewo x <<y,
przesuniecie w prawo x >> y,
negacja ~x.

2158204650(11)



2.1.4. Stringi

String jest to uporzadkowany ciagg znakoéw, stuzacy do przechowywania
informacji tekstowej. Nalezy do sekwencji niezmiennych (ang. immutable),
tzn. ze nie mozna ich zmienia¢ bo utworzeniu. Stringi pozwalajg m.in. na
indeksowany dostep do poszczegolnych znakéw, czy konkatenacje (sklejanie)
napisow.

Podstawowe operacje na stringach:

— tworzenie napisu pustego "" lub 77,

— tworzenie napisu abc "abe" lub abc’,

— dhlugosé napisu len (text),

— konkatenacja textl + text2,

— powtarzanie text * n lub n * text,

— indeksowany dostep do poszczegdlnych znakéw text[i],
— wycinanie text|[i:j],

— kopiowanie copied=text[:] lub copied=str(text),

— iteracja for char in text,

— zawieranie textl in text2 lub textl not in text2,

— formatowanie: "python %fi %s"% (2.7, 3.4) generuje "python 2.7 i 3.4",
— usuwanie del var_with _text,

— sklejanie fragmentéw text. join (iterable with _texts).

2.1.5. Listy

Listy sa uporzadkowanymi sekwencjami obiektéw, a do poszczegdlnych
elementow z listy mozna sie odwolywac¢ poprzez indeks. Listy sg kolekcjami
zmiennymi (ang. mutable), czyli moga sie zmieniac.

Podstawowe operacje na listach:

— tworzenie pustej listy empty list= | | lub empty_list = list(),
— tworzenie listy heterogenicznej some_list=[1, "ab’, 0.5 |,
— dhlugosé listy len(some_list),

— konkatenacja listl + list2,

— powtarzanie some_list * n lub n * some_list,

— indeksowany dostep do poszczegolnych elementéw some list[i],
— wycinanie podlisty some list[i:j],

— kopiowanie copied=some _list[:] lub copied=list (some _list),

— 1iteracja for item in some _list,

— zawieranie item in some_list lub item not in some _list,

— usuwanie elementu del some_list[i],

— usuwanie wycinka del some_list[i:j],

— usuwanie calej listy del some_list.

2.1.6. Krotki

Krotki sg uporzadkowanymi sekwencjami obiektoéw, a do poszczegdlnych
elementow z krotki mozna sie odwoltywaé poprzez indeks. W odréznieniu od
list, krotki sa kolekcjami niezmiennymi (ang. immutable), czyli raz stworzone
nie moga sie zmieniac.

Podstawowe operacje na krotkach:

8
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tworzenie pustej krotki empty tuple = () lub empty tuple = tuple(),
tworzenie krotki z jednym elementem (’a’) some_tuple = ('a’,),
tworzenie krotki (’a’; 1, 2.3) some_tuple = (’a’, 1, 2.3),

dtugos¢ krotki len(some _tuple),

konkatenacja tuplel + tuple2,

powtarzanie some_tuple * n lub n * some_tuple,

indeksowany dostep do poszczegolnych elementéw some tupleli],
wycinanie some_tupleli:j],

iteracja for item in some _tuple,

zawieranie item in some_tuple lub item not in some_tuple,
podstawianie (name, height) = (‘luke’, 1.75),

usuwanie krotki del some_tuple.

2.1.7. Zbiory

Zbiory to nieuporzadkowane kolekcje unikalnych i niezmiennych obiek-

tow. Obstuguja one zwykte operacje matematyczne na zbiorach. W pythonie
zostaly wbudowane dwa typy zbioréow: set jako typ mutable oraz frozenset jak
imutable.

Podstawowe operacje na zbiorach:

tworzenie pustego zbioru empty set = set(),

tworzenie zbioru np. z listy some_set = set ([1,2,3,3,4,5,1]) ,
ilo§¢ elementoéw w zbiorze len(some _set),

iteracja for key in some _set,

zawieranie key in some_set lub key not in some_set,
sprawdzenie zawierania si¢ zbioroOw set_a <= set_b lub set_ b >=set_a
iloczyn set _a & set_b,

suma set_a | set_b,

roznica set _a — set b,

roznica symetryczna set_a ~ set_b.

Dodatkowe operacje dla zbioréw mutable:

dodanie elementu some_set.add(item),

usuwanie elementu some _set.remove(item) lub some set.discard(item),
usuwanie wszystkich elementéw some set.clear(),

iloczyn (w miejscu) set_a &= set_b,

suma (w miejscu) set_a |= set_b,

roznica (w miejscu) set_a —= set_b,

roznica symetryczna (w miejscu) set_a = set_b.

2.1.8. Slowniki

Stownik to nieuporzadkowany zbiér par klucz i warto$¢. Wartosci w stow-

nikach sa dostepne za pomoca kluczy, a nie ich pozycji wzgledne;j.

Podstawowe operacje na stownikach:

tworzenie pustego stownika empty dict = {} lub empty dict = dict(),
tworzenie stownika z kluczami some_dict = {'name’:’luke’, *weight’:70} lub
some_dict = dict([('name’, "luke’), (’weight’, 70)]),

ilos¢ elementow w stowniku len(some dict),

dostep do wartosci some_ dict[key],
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— wstawienie nowego elementu some_ dict|key|=value,
— kopiowanie new_dict = dict(some_dict),

— iteracja po kluczach for key in some _dict,

— zawieranie key in some_dict lub key not in some _dict,
— usuwanie klucza del some_dict|key]|,

— usuwanie stownika del some_dict.

2.1.9. Wyjatki

Nawet jesli dane wyrazenie jest syntaktycznie poprawne, to podczas jego
wykonywania moze pojawi¢ sie blad. Wtedy tworzony jest wyjatek (ang.
exception). Wyjatki moga by¢ stosowane nie tylko do obstugi btedow, ale tez
do powiadomiania o zdarzeniach. Rzucony wyjatek mozna ztapa¢ i obstuzyé¢,
lub zostawi¢, ale spowoduje to wypisanie na standardowe wyjscie opisu btedu
i zakonczenie programu. W Pythonie istnieje standardowy zestaw wyjatkow,
ponaddto mozna definiowa¢ wlasne wyjatki.

Podstawowe instrukcje do obstugi wyjatkow
— reczne wywolanie wyjatku raise,

— warunkowe wywotanie wyjatku assert,
— przechwytywanie wyjatkow try/except/else/finally.
Przykladowy kod wykorzystujacy wyjatki:
def divide(x, y):
" EFunkcja do dzielemia . """
try:
result = x / y
except ZeroDivisionError:
print "division by zero!"
else:
print "result is", result
finally :
print "executing finally clause"

2.2. Instrukcje sterujace

Przez instrukcje sterujace rozumiemy instrukcje, ktore mogg zmienic¢ li-
niowy sposob przetwarzania instrukcji. Jest to instrukcja warunkowa i petle.

2.2.1. Instrukcja warunkowa if

Instrukcja stuzy do warunkowego wykonywania jakiegos bloku instrukcji.
Opcjonalnie mozna sprawdzaé¢ wiecej przypadkow przez elif. Mozna tez w
konicowej sekcji else umiesci¢ kod do wykonania, jezeli zaden warunek nie
bedzie spetiony. Przyktadowy kod z instrukcja warunkows:

if x > 0:

print ’'Positive number’
elif: x < 0:

print ’'Negative number’
else:

print ’'Zero’
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2.2.2. Petla for

W wielu jezykach programowania petla for wykonuje iteracje od pewnej
wartosci poczatkowej, az do wartosci konicowej. W Pythonie petla for wyko-
nuje iteracje po obiektach z pewnej sekwencji, np. listy, krotki, czy stringu.
Przyktad petli for:

for number in sequence of numbers:
print number

2.2.3. Petla while

Petle while stuzy do powtarzania wykonywania bloku instrukcji, dopoki
warunek logiczny jest prawdziwy. Mozna tworzy¢ petle nieskoficzone while True,
ktore mozna zakorniczy¢ za pomoca instrukcji break, znajdujaca sie w bloku
instrukcji while. Przyktad petli while:

number = 5

while number > 0:
print number
number = number — 1

2.2.4. Instrukcje break, continue, pass

Instrukcja break stuzy do natychmiastowego wyjscia z petli. Instrukcja
continue to przejécie do nastepnej iteracji petli, podobnie jak w Java czy
C—++. Instrukcja pass nic nie robi, jest to pusty pojemnik instrukcji.

2.3. Funkcje

Funkcje stuza do grupowania sp6jnych fragmentéw kodu w jedng calosé,
co zwieksza czytelnos¢ i zapobiega duplikowaniu kodu. Funkcje sa tworzone
glownie za pomoca instrukeji wykonywalnej def, ktora tworzy obiekt funkcji
i przypisuje go do nazwy. Mozna stosowa¢ argumenty domyslne, zmienng
liste argumentow, rozpakowywanie argumentéw z listy, funkcje anonimowe
lambda. W Pythonie nie ma deklaracji typu argumentéw, dlatego cecha funk-
¢ji jest polimorfizm: zachowanie funkcji zalezy od danych do niej przekaza-
nych. Nie ma tez deklaracji zwracanego typu, domyslnie wszystkie funkcje
zwracaja None, chyba ze wskazemy wartos¢ zwracang poprzez return. Przy-

ktad funkcji:

def some function(x,
return 2 x x + y

y):

2.4. Modutly

Moduty to pliki pythonowe, gdzie przechowywane sa definicje obiektow
oraz poszczegélne instrukcje. Moduty wspomagaja ponowne wykorzystywa-
nie kodu poprzez importy. Ponadto kazdy modul tworzy wydzielong prze-
strzen nazw, co zapobiega konfliktom.
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2.5. Klasy

Klasy stuza do definiowania nowych typow. Klasy w Pythonie udostepnia-
ja wszystkie standardowe mechanizmy charakterystyczne dla Programowania
Zorientowanego Obiektowo, m.in. dziedziczenie po wielu klasach bazowych,
czy przeciazanie metod z klas bazowych (ang. override). Wszystkie sktadowe
klasy sa publiczne, a metody sa wirtualne. Uzywanie klas pozwala poprzez
kompozycje grupowaé¢ wiele komponentéow w jedna catosé.

Przyktadowa definicja klasy:

class MyClass:

def  init  (self , number): # konstruktor
self .number — number

def  str  (self): # postac mapisowa

return str(self.number)

def get number(self):
return number
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3. Teoria graféw

Teoria grafow to dzial matematyki i informatyki zajmujacy sie badaniem
whasnosci grafow |7]. Terminologia teorii grafow nie zawsze jest jednoznacznie
ustalona i czesto znaczenie danego pojecia zalezy od autora. Z tego powo-
du podamy definicje poje¢ uzywanych w pracy, w wiekszosci korzystajac z
podrecznika Cormena [8].

3.1. Grafty skierowane

Graf (prosty) jest to uporzadkowana para G = (V, E), gdzie V to zbior
wierzchotkow (skoriczony i niepusty), a E to zbior krawedzi. Krawedzia na-
zywamy uporzadkowane pare (s,t) dwoch rdznych wierzchotkow ze zbioru V.
Tak okreslona krawedz jest skierowana z s do t, a graf G nazywamy skiero-
wanym. Krawedz (s,t) jest wychodzgca z wierzcholka s i jest wchodzgea do
wierzchotka t. Wierzchotek ¢ jest sgsiedni wzgledem wierzchotka s, jezeli w
grafie istnieje krawedz (s,t) (relacja sgsiedztwa).

Graf G' = (V' E) jest podgrafem grafu G = (V, E), jezeli V' jest podzbio-
rem V, oraz E’ jest podzbiorem E. Symbole |V| i |E| oznaczaja odpowiednio
liczbe wierzchotkow i liczbe krawedzi grafu. W zapisie z notacja O bedziemy
dla prostoty pisa¢ Vi F.

3.2. Grafy nieskierowane

Czesto definiuje sie krawedzie nieskierowane jako dwuelementowe pod-
zbiory zbioru V', np. {s,t}. Mozna powiedzie¢, ze w zbiorze E istnieja jedno-
czesnie dwie krawedzie skierowane (s,t) i (t,s), ktore sg liczone jako jedna
krawedZ nieskierowana. Graf zawierajacy tylko krawedzie nieskierowane na-
zywamy grafem nieskierowanym. Krawedz {s,t} jest incydentna z wierzchot-
kami s i t. W grafie nieskierowanym relacja sasiedztwa jest symetryczna.

W wielu zastosowaniach podane definicje graféw sa niewystarczajace i
wprowadza sie rozne rozszerzenia (petle, krawedzie wielokrotne). Jednak na
nasze potrzeby te definicje sa wystarczajace.

3.3. Grafy z wagami

W pewnych zastosowaniach krawedzie grafu maja przypisane wartosci
liczbowe, nazywane wagami. Wagi moga reprezentowac odlegto$é, przepusto-
wosé tacza, koszt, itd. Graf wazony to graf zawierajacy krawedzie z wagami.
Wage krawedzi (s,t) lub {s,t} oznaczamy przez w(s,t).
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3.4. Gestosé grafu

Gestos¢ grafu okresla nam stosunek liczby krawedzi w danym grafie do
maksymalnej mozliwej liczby krawedzi w grafie o tej samej liczbie wierz-
cholkow. Jezeli graf posiada |V| wierzcholkéw, to moze mie¢ maksymalnie
\V|(|V] = 1)/2 krawedzi. Uzywa sie okreslen graf gesty albo graf rzadki, cho-
ciaz znaczenie tych stow zalezy od kontekstu. Zwykle w grafie rzadkim |E|
jest O(V), a w grafie gestym || jest O(V?).

Graf petny K,, (V| = n, |E|] = n(n —1)/2) jest to graf o maksymalnej
liczbie krawedzi i jest gesty. Graf cykliczny C,, (|V| = n, |E| = n), graf
liniowy P, (V| =n, |E| =n—1), czy graf koto W,, (|V|=n, |E| =2n —2)
sa grafami rzadkimi.

Rysunek 3.1. (a) Graf pelny K, = Wy. (b) Graf cykliczny Cj.

3.5. Sciezki i cykle

Scieikq (drogg) P z s do t w grafie G = (V, E) nazywamy sekwencje
wierzchotkow (vg, v1,va, ..., v,), gdzie vog = s, v, = t, oraz (v;_1,v;) (i =
1,...,n) sa krawedziami z E. Dtugosé ciezki P wynosi n. Sciezka sktadajaca
sie 7 jednego wierzchotka ma dtugos$c zero. Jezeli istnieje Sciezka z s do ¢, to
mowimy, ze t jest osiggalny z s.

Sciezka prosta to $ciezka, w ktorej wszystkie wierzcholki sg rozne. Wagg
Sciezki w grafie wazonym nazywamy sume wag odpowiednich krawedzi.

Cykl jest to $ciezka, w ktorej pierwszy i ostatni wierzchotek sa takie same,
vo = v,. Cykl prosty jest to cykl, w ktorym wszystkie wierzchotki sg rozne, z
wyjatkiem ostatniego. Wydaje sie, ze w literaturze $ciezki typu (s) i (s,t,s)
(grafy nieskierowane) nie sa uwazane za cykle proste.

Graf niezawierajacy cykli prostych nazywamy acyklicznym. Graf skiero-
wany acykliczny nazywamy dagiem (ang. directed acyclic graph).

3.6. Spojnosé

Graf nieskierowany jest spdjny (ang. connected), jezeli kazdy wierzcholek
jest osiagalny ze wszystkich innych wierzchotkéw. Graf skierowany jest silnie
spojny (ang. strongly connected), jesli kazde dwa wierzcholki sa osiagalne
jeden z drugiego.
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3.7. Drzewa 1 las

Drzewo (ang. tree) jest to graf nieskierowany, spojny i acykliczny. Wa-
9q drzewa w grafie wazonym nazywamy sume wag odpowiednich krawedzi.
Drzewo rozpinajgcee (ang. spanning tree) grafu G jest to drzewo, ktore zawiera
wszystkie wierzcholki grafu G i jest podgrafem grafu G. Las jest to niespojny
graf nieskierowany i acykliczny, czy suma roztacznych drzew.

Drzewo ukorzenione jest to drzewo, w ktéorym wyrdzniono jeden wierzcho-
lek, zwany korzeniem (ang. root). Dla dowolnej $ciezki prostej rozpoczyna-
jacej sie od korzenia stosuje sie takie pojecia, jak przodek, potomek, rodzic
lub ojciec, dziecko lub syn. Krawedzie w drzewie ukorzenionym moga by¢
zorientowane w kierunku od korzenia (drzewo zstepujace) lub do korzenia
(drzewo wstepujace).
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4. Implementacja graféw

Przy implementowaniu graféw nalezy zdecydowac, jak abstrakcyjne obiek-
ty matematyczne z teorii graféw maja by¢ realizowane w maszynie cyfrowe;j.
Ponadto trzeba ustali¢ zestaw elementarnych operacji, ktore bedg potrzebne
do manipulowania grafami.

4.1. Implementacja obiektéw z teorii graféow

Wierzcholek: W implementacji macierzowej wierzchotki sg liczbami catko-
witymi od 0 do n—1, gdzie n jest liczbg wierzchotkow grafu. W implementacji
stownikowej wierzchotki zwykle sg stringami jednowierszowymi, ale w ogélno-
Sci maja by¢ obiektami hashowalnymi (jako klucze w stownikach) z pewnym
porzadkiem umozliwiajagcym sortowanie.

Krawedz skierowana: Jest to instancja klasy Edge(s, t, w), przy czym na-
lezy podaé¢ wierzchotek poczatkowy s, wierzchotek koricowy ¢ i opcjonalnie
wage w (domyslnie rowna 1). Dla krawedzi edge mamy dostep do wierzchot-
kow 1 wagi za pomocg atrybutow: edge.source, edge.target, edge.weight. Krawedzie
zorientowane sg hashowalne i mozna je poréwnywac.

KrawedZz nieskierowana: Dla wygody zostala takze okreslona krawedz
nieskierowana jako instancja klasy UndirectedEdge(s, t, w). Wewnetrznie wierz-
chotki sa zawsze uporzadkowane, czyli edge.source <— edge.target.

Klasa UndirectedEdge jest klasa podrzedna klasy Edge. Krawedzie niezoriento-
wane sg hashowalne i mozna je poréwnywac.

Graf: W implementacji macierzowej graf jest instancja klasy MatrixGraph(n),
gdzie n jest liczba wierzchotkow. W implementacji stownikowej graf jest in-
stancja klasy DictGraph(n), gdzie parametr n jest ignorowany i stuzy do za-
pewnienia kompatybilnosci z implementacja macierzowa. Opcjonalnym pa-
rametrem klas jest directed—=True dla grafow skierowanych (zorientowanych),
oraz directed=False dla grafow nieskierowanych (niezorientowanych). Domysl-
nie tworzone sa grafy nieskierowane (brak parametru directed).

Sciezka, cykl: Sciezki i cykle sa listami Pythona zawierajacymi kolejne
wierzchotki.

Drzewo swobodne (niezorientowane): Drzewo swobodne jest po prostu
grafem nieskierowanym. Wage drzewa T" mozna tatwo obliczy¢ jako
sum (edge.weight for edge in T.iteredges()).
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Drugim sposobem reprezentacji drzewa jest zbior krawedzi nieskierowa-
nych. Ta reprezentacja naturalnie pojawia sie w algorytmie Kruskala, a dla
spojnosci jest takze stosowana w innych algorytmach.

Drzewo ukorzenione (zorientowane): Drzewo ukorzenione powstaje na-
turalnie w wielu algorytmach, np. w algorytmie Prima lub Dijkstry. Wygod-
nym sposobem przedstawienia takiego drzewa jest stownik, gdzie kluczami
sa dzieci, a warto$ciami ich rodzice. Rodzicem korzenia jest warto$¢ None.
Kierunek (od korzenia lub do korzenia) oraz wagi krawedzi musza by¢ prze-
chowywane osobno.

W implementacji macierzowej drzewo ukorzenione mozna takze przedsta-
wi¢ za pomoca listy L, gdzie L[node] oznacza rodzica wezta node. Rodzicem
korzenia moze by¢ —1.

Innym sposobem przechowywania drzewa ukorzenionego jest graf skiero-
wany, ktory od razu zawiera wagi i kierunki krawedzi.

Las: Las drzew swobodnych bedzie grafem nieskierowanym lub zbiorem kra-
wedzi nieskierowanych, a las drzew ukorzenionych bedzie stownikiem z wie-
loma korzeniami.

4.2. Sposoby reprezentacji graféow

Istnieja rézne sposoby reprezentacji grafow: macierz sasiedztwa 4.2.1, lista
sasiedztwa 4.2.2, reprezentacja przy pomocy stownikow 4.2.3. Kazda z tych
reprezentacji ma wady i zalety. Dla graféw gestych w wiekszosci przypadkow
najlepsze jest podejscie z macierza sasiedztwa, dla graféw rzadkich mozna
uzy¢ stownikow lub list.

4.2.1. Macierz sasiedztwa

W reprezentacji macierzy sasiedztwa graf jest zapamietywany w tablicy

dwuwymiarowej,
w1 Wiz -+ Wiy
Wo1 W22 -+ W2j
Aij - . . . . y (41)
Wip Wiz - Wi

gdzie w;; # 0 oznacza istnienie krawedzi od ¢ do j. W przypadku grafow z
wagami w macierzy przechowywane sa wagi krawedzi. Pojawia sie przy tym
niejednoznaczno$¢ dla krawedzi o wadze zero.

Dla graféow nieskierowanych mozna w macierzy przechowywaé wartos$é
logiczna True/False, ktora informuje o istnieniu krawedzi. Sprawdzenie ist-
nienia krawedzi (odczytanie wagi) zajmuje czas O(1), natomiast przejrzenie
wszystkich krawedzi (niezaleznie od tego, czy graf jest rzadki, czy gesty, zaj-
muje czas O(V?). Zlozono$¢ pamieciowa tej reprezentacji to O(V?). Zatem
tej reprezentacji rozsadnie jest uzywaé tylko dla graféw gestych lub w sy-
tuacji, gdy spodziewamy sie duzej liczby zapytan o istnienie krawedzi. Przy
implementacji przy pomocy zwyktej tablicy tablic ujawnia si¢ wada, ze liczba
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wierzchotkéw jest z gory ograniczona, tzn. zmiana liczby wierzchotkow jest
bardzo kosztowna.

4.2.2. Lista sgsiedztwa

Jest to sposob reprezentacji grafu polegajacy na tym, ze z kazdym wierz-
chotkiem skojarzona jest lista z wierzchotkami sasiednimi. Ztozono$¢ operacji
dostepu do dowolnej krawedzi to O(V'), bo wierzcholek moze mie¢ |V| — 1
sasiadow. Ztozonosé pamieciowa to O(V + E). Jeden ze sposobéw implemen-
tacji to tablica przechowujaca wskazniki do list sgsiedztwa. Wierzchotki sg
tutaj liczbami z zakresu od 0 do |V'|—1. Przy takiej implementacji za pomoca
zwyklej tablicy liczba wierzchotkéw jest z gbéry ograniczona. Wagi krawedzi
moga by¢ przechowywane z wierzchotkami koncowymi krawedzi.

4.2.3. Reprezentacja stownikowa

Jest to sposob reprezentacji grafu bedacy potaczeniem listy sasiedztwa i
macierzy sasiedztwa. Graf jest przechowywany jako stownik stownikéw, co
w wiekszodci przypadkow jest tablicg tablic, poniewaz pythonowy stownik
zaimplementowany jest jako tablica hashujaca [5]. Zaleta uzycia stownika
jest to, ze kluczami moga by¢ dowolne obiekty hashowalne, gdzie hash musi
by¢ immutable, tzn. za kazdym razem musi zwraca¢ ta sama wartosé [6],
zatem nie ma ograniczenia do uzywania tylko indeksow liczbowych. Z drugiej
strony jednak podejscie to jest rowniez podobne do list sgsiedztwa, poniewaz
nie przechowujemy wszystkich mozliwych wierzchotkéw koncowych krawedzi,
tylko te z istniejacych krawedzi, co jest istotne dla grafow rzadkich. Zaleta
uzycia stownika zamiast listy jest krotszy czas dostepu do krawedzi, bo $redni
czas wynosi O(1) [4]. Warto zaznaczy¢, ze stowniki sa standardowym typem
danych w Pythonie. Dla grafow gestych tradycyjna macierz sasiedztwa bedzie
szybsza niz reprezentacja stownikowa, poniewaz przy dostepie do elementow
stownika wyliczana jest funkcja skrotu, tzw. hash, a jest to wolniejsze od
prostego pobrania elementu z macierzy.

4.3. Interfejs grafow

Dla operacji na grafach zaproponowano interfejs przestawiony w tabeli
4.1. Implementacja stownikowa z klasa DictGraph oraz macierzowa z klasg
MatrixGraph realizuja ten interfejs. Przy implementacji wykorzystano abs-
trakcyja klase bazowa BaseGraph, w ktorej interfejs zostal zapisany za pomo-
ca metod abstrakcyjnych (dekorator @abstractmethod). Jest to zaawansowane
narzedzie jezyka Python, ktore automatycznie weryfikuje interfejs w klasach
klienta.

Na koniec podamy kilka uwag o zachowaniu najwazniejszych metod. Po-
nowne dodanie wierzchotka jest ignorowane. Usuniecie wierzchotka powoduje
automatycznie usuniecie wszystkich krawedzi wchodzacych do wierzchotka i
wychodzacych z wierzchotka. W reprezentacji macierzowej wierzchotki fak-
tycznie nie sa usuwane.

18
5172426863(22)



Tabela 4.1. Interfejs graféw. Graph oznacza klase DictGraph lub MatrixGraph,

G i T sa grafami, n jest liczba catkowita dodatnia.

Operacja Znaczenie Metoda
G = Graph(n) tworzenie grafu nieskierowanego __init_
G = Graph(n, directed=True) | tworzenie grafu skierowanego __init_
G.is_directed() czy graf skierowany is_directed
G.v() liczba wierzchotkow v
G.e() liczba krawedzi e
G.add_node(node) dodanie wierzchotka add_node
G.del_node(node) usuniecie wierzchotka del _node
G.has_node(node) czy istnieje wierzchotek has_node
G.add_edge(edge) dodanie krawedzi add_edge
G.del _edge(edge) usuniecie krawedzi del _edge
G.has_edge(edge) czy istnieje krawedz has_edge
G.weight(edge) zwraca wage krawedzi weight
G.iternodes() iterator wierzchotkow iternodes
G.iteredges () iterator krawedzi iteredges
G.iteradjacent (node) iterator wierzchotkéw sasiednich | iteradjacent
G.iteroutedges(node) iterator krawedzi wychodzacych | iteroutedges
G.iterinedges (node) iterator krawedzi przychodzacych | iterinedges
G.show/() wyéwietlanie matych grafow show
e=— poréwnywanie grafow __eq_
G!=T poréwnywanie grafow __ne_

Dodanie krawedzi powoduje automatyczne utworzenie brakujacych wierz-
chotkéw. Proba dodania petli generuje wyjatek ValueError. Proba dodania
krawedzi rownolegtej generuje wyjatek ValueError. Zmiane wagi krawedzi na-
lezy przeprowadzié¢ przez usuniecie starej krawedzi i dodanie nowej, z nowg
wagg. Sprawdzenie istnienia krawedzi przez has edge(edge) nie sprawdza wa-
gi krawedzi w grafie. Przy usuwaniu krawedzi przez del edge(edge) nie jest
sprawdzana waga krawedzi w grafie.

1423487407(23)



5. Algorytmy i ich implementacje

Algorytmy przedstawione w tym rozdziale na ogét maja jednolity sposob
uruchamiania. Przyktadowa sesja interaktywna przedstawia sposob korzysta-
nia z algorytmow.

>>> from edges import Edge

>>> from dictgraph import DictGraph

>>> G = DictGraph ()

>>> G.is_directed ()

False

>>> G.add _edge(Edge(’A’, 'B’, 5))

>>> G.add _edge(Edge(’A’, 'C’, 7))

>>> print G.v(), G.e() # liczby wierzcholkow i krawedzi

32
>>> list (G.iternodes())
[7A7’ 7C7’ 7B7]

# Typowe wykorzystanie algorytmu Foo z modulu foo.
>>> from foo import Foo
>>> result = Foo.execute (G)

5.1. Przeszukiwanie grafow

Przez przeszukiwanie graféw rozumie sie systematyczne przechodzenie
wzdtuz jego krawedzi w celu odwiedzenia jego wierzcholkow [8]|. Przeszu-
kiwanie wykonujemy w celu zbierania informacji o strukturze grafu, w celu
wykonania pewnych operacji na wierzchotkach w okreslonym porzadku, itp.
Pewne algorytmy sg modyfikacjami dwoch podstawowych algorytmow prze-
szukiwania: przeszukiwania wszerz (ang. breadth-first search, BFS) i przeszu-
kiwania w glab (ang. depth-first search, DFS).

5.1.1. Przeszukiwanie wszerz

Dane wej$ciowe: Dowolny graf.
Problem: Przeszukiwanie grafu wszerz.

Opis algorytmu: Algorytm BFS moze stuzy¢ do przegladniecia wszystkich
wierzchotkéw grafu lub tylko tych osiagalnych z zadanego Zrodta root. Dzia-
tanie algorytmu polega na tym, ze startuje z wybranego wierzchotka, wstawia
sasiadujace z nim nieodwiedzone jeszcze wierzcholki do kolejki (tu moze wy-
konywaé jakies dzialanie na wierzchotku), oznacza je jako odwiedzone, po
przetworzeniu wyciaga nastepny wierzchotek itd., az wszystkie wierzchotki
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zostana odwiedzone tj. kolejka bedzie pusta. Wierzchotki przetwarzane sg
warstwowo, tzn. najpierw odlegle o jedna krawedz, pozniej o dwie, trzy, itd.
Podczas dzialania algorytmu powstaje tzw. drzewo przeszukiwan wszerz o
korzeniu w root, odpowiadajace kolejnosci odwiedzania wierzchotkéw. Drze-
wo to ma taka wtasciwos¢, ze wierzchotki root i jaki$ inny osiagalny z niego
wierzchotek polaczone sa Sciezka o najmniejszej liczbie krawedzi. Przy zatoze-
niu, ze wszystkie wagi krawedzi sg jednakowe, wyznaczona zostata najkrotsza
sciezka w zrodle root pomiedzy pozostalymi wierzchotkami (rozdziat 5.3).

Zlozonosé czasowa: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(V + E). Czas
O(V) zajmuje poczatkowa inicjalizacja. W czasie O(FE) algorytm przechodzi
po wszystkich sasiadach dla kazdego wierzcholka (reprezentacja stowniko-
wa lub list sgsiedztwa). Algorytm uzywa kolejki, ale wktadanie i wyciaganie
kosztuje O(1), zatem nie wplywa to na ztozonos¢ catkowita.

Uwagi: Algorytm BFS zostal zaimplementowany w klasie BFS. W analizie
algorytmu BFS przydatne jest kolorowanie wierzchotkéw: wierzchotki biate sg
nieodwiedzone; wierzchotki szare sg napotkane, ale nie przetworzone; wierz-
chotki czarne sa napotkane i lista ich sasiadow jest przetworzona. Wierzchotki
przebywajace w kolejce sg szare. Drzewo przeszukiwan wszerz przechowywa-
ne jest w stowniku parent. Liste L kolejno odwiedzanych wierzchotkéw grafu
G mozemy uzyskaé¢ za pomoca polecenia

L=]] ; BFS.execute(G, root, on_ visit=lambda v: L.append(v)).

Listing 5.1. Modut bfs.py

#1 Jusr/bin/python
# Kod implementujacy pseudokod ze str. 595 CLRS.

from utils.Enum import Enum

from Queue import Queue
class BFS(object):
Colors = Enum(["WHITE", "GRAY", "BLACK"])

@staticmethod
def execute(graph, source=None, on_visit=None):

visited = set()

if source is None:

for node in graph.iternodes():
if not node in visited:
BFS._visit(graph, node, visited, on_visit)
else:

BFS._visit(graph, source, visited, on_visit)

@staticmethod
def _visit(graph, node, visited, on_visit=None):
visited.add(node)
21
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queue = Queue()
queue.put(node)
if on_visit: # when queue.put
on_visit(node)
while not queue.empty():
u = queue.get()
for v in graph.iteradjacent(u):
if not v in visited:
visited.add(v)
queue.put (v)
if on_visit: # when queue.put

on_visit(v)

@staticmethod
def _init(graph, color, distance, parent, source):
for node in graph.iternodes():
color[node] = BFS.Colors.WHITE
distance[node] = float("inf")
parent[node] = None
color[source] = BFS.Colors.GRAY

distance[source] = 0

@staticmethod
def execute_extended(graph, source, on_visit=None):
color = {}
distance = {} # distance belween each node and source
parent = {}
BFS._init(graph, color, distance, parent, source)
queue = Queue()
queue.put (source)
if on_visit: # when queue.put
on_visit(source)
while not queue.empty():
u = queue.get()
for v in graph.iteradjacent(u):
if color[v] == BFS.Colors.WHITE:
color[v] = BFS.Colors.GRAY
distance[v] = distancef[u] + 1
parent[v] = u
queue.put (v)
if on_visit: # when queue.put
on_visit(v)
color[u] = BFS.Colors.BLACK
return distance, parent # similar to Dijkstra

29
8792063868(26)



5.1.2. Przeszukiwanie wglab

Dane wej$ciowe: Dowolny graf.
Problem: Przeszukiwanie grafu wglab.

Opis algorytmu: Algorytm DFS moze stuzy¢ do przegladniecia wszystkich
wierzchotkéw grafu lub tylko tych osiagalnych z zadanego Zrodla root. Jak
nazwa wskazuje, algorytm zagtebia sie w hierarchii wierzchotkow tak gle-
boko jak to mozliwe, czyli przechodzi po krawedzi wychodzacej z ostatnio
odwiedzonego wierzchotka, pozostawiajac pozostale wychodzace krawedzie
dotad, az bardziej wglab dojs¢ sie juz nie da, po czym dopiero wraca do po-
przednich krawedzi i je przetwarza w analogiczny sposéb dotad, az wszystkie
wierzchotki osiagalne ze Zrodta root zostana odwiedzone.

Jesli jakie§ wierzchotki zostaty nieodwiedzone, a algorytm sie skoriczyt, to
oznacza, ze graf jest niespojny. Jezeli chcemy przetworzy¢ wszystkie wierz-
chotki grafu, to nalezy wybraé¢ nowe zrodlo (z pozostatych nieodwiedzonych
wierzchotkow) 1 kontynuowaé¢ powyzszy algorytm.

Zlozono$é czasowa: Zlozonosé czasowa wynosi O(V + E). Czas O(V) zaj-
muje poczatkowa inicjalizacja. W czasie O(FE) algorytm przechodzi po wszyst-
kich sasiadach dla kazdego wierzchotka (reprezentacja slownikowa lub list
sasiedztwa).

Uwagi: Algorytm DFS mozna zrealizowaé rekurencyjnie, albo za pomoca
stosu. Oba te podejécia roznia sie kolejnoscia, w jakiej konczymy przetwa-
rzanie danego wierzchotka. Wydaje sie, ze wieksze znaczenie ma realizacja
rekurencyjna, przyktadowo przy uzyciu rekurencyjnego algorytmu DFS moz-
na posortowaé dag topologicznie.

Listing 5.2. Modut dfs.py

#1 Jusr/bin/python
# Implementacja na bazie pseudokodu z str. 604 CRLS.

class DFS(object):

@staticmethod
def execute(graph, source=None, preorder_visit=None,
postorder_visit=None):
visited = set()
if source is None:
for node in graph.iternodes():
if not node in visited:
DFS._visit(graph, node, visited,
preorder_visit, postorder_visit)

else:
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DFS._visit(graph, source, visited,

preorder_visit, postorder_visit)

@staticmethod
def _visit(graph, node, visited, preorder_visit=None,
postorder_visit=None):
visited.add(node)
if preorder_visit:
preorder_visit (node)
for v in graph.iteradjacent(node):
if not v in visited:
DFS._visit(graph, v, visited,
preorder_visit, postorder_visit)
if postorder_visit:

postorder_visit (node)

5.1.3. Sortowanie topologiczne

Sortowanie topologiczne polega na zanurzeniu porzadku czesciowego wierz-
choltkéw w porzadku liniowym |9|. Graf skierowany jest posortowany topo-
logicznie wtedy, gdy dla kazdej krawedzi Edge(s, t) wierzchotek s wystepuje
przed wierzchotkiem ¢. Graf musi byé¢ acykliczny, poniewaz w przeciwnym
wypadku takie uporzadkowanie nie jest mozliwe. Dla danego grafu moze wy-
stapi¢ kilka wersji poprawnego uporzadkowania.

Dane wejsSciowe: Graf skierowany acykliczny (dag).
Problem: Sortowanie topologiczne.

Opis algorytmu: Wykorzystujemy algorytm DFS do znalezienia listy wierz-
chotkéw odwiedzonych w kolejnosci postorder, czyli w momencie powrotu
z wywolania wglab. Po odwroceniu listy otrzymujemy poprawng kolejnosé
wierzchotkéw w sortowaniu topologicznym.

Zlozono$é czasowa: Ztozonosé czasowa wynosi O(V + E), poniewaz jest
to zlozonosé¢ algorytmu DFS.

Uwagi: Aby uzyskaé¢ poprawna kolejno$¢ wierzchotkow nalezy uruchomié
rekurencyjna wersje algorymu DF'S.

Listing 5.3. Modut topologicalsort.py

#1 Jusr/bin/python
# Kod inspirowany pseudokodem algorytmu ze str. 613 CLRS.

from algorithms.dfs import DFS

class TopologicalSort(object):
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@staticmethod
def execute(graph):
sorted_nodes = []
DFS.execute(graph, postorder_visit=lambda node:
sorted_nodes.append(node))
sorted_nodes.reverse()

return sorted_nodes

5.2. Minimalne drzewo rozpinajace

Minimalne drzewo rozpinajace (ang. Minimum Spanning Tree, MST) jest
to takie drzewo rozpinajace, ze nie istnieje inne drzewo rozpiete na tym grafie
o mniejszej wadze. Dla danego grafu moze istnie¢ wiele roznych minimalnych
drzew rozpinajacych. Inaczej mowiac, MST jest to acykliczny podzbior Zré-
dlowego grafu taczacy wszystkie wierzchotki krawedziami o minimalnej sumie
wag. MST mozna znalezé za pomoca nastepujacych algorytmow zachtan-
nych: Boruvki (rozdzial 5.2.1), Prima (rozdzial 5.2.2), Kruskala (rozdzial
5.2.3). Strategia zachlanna polega na tym, iz w kazdym kroku wykonujemy
najlepszy wybor w danej chwili, w tym przypadku powiekszamy drzewo o
dodatkowa krawedz. W ogoélnosci algorytmy zachtanne nie gwarantuja znale-
zienia globalnie optymalnego rozwigzania. W przypadku MST odpowiednie
twierdzenia gwarantuja poprawnos¢ rozwigzania.

Zanim przejdziemy do opisu algorytmoéw, przedstawimy ogélne poréwna-
nie ich wydajnosci, tzn. czasy znajdowania MST. Wykresy 5.1 i 5.2 dotycza
implementacji grafow z klasa DictGraph natomiast wykresy 5.3 i 5.4 dotycza
implementacji grafow z klasa MatrixGraph. Pierwszy wniosek jest taki, ze zgod-
nie z oczekiwaniami implementacja Prima O(V' E) jest bardzo niewydajna w
kazdym przypadku. Drugi wniosek to dobra wydajnosé¢ algorytmu Kruskala
dla grafow rzadkich. Trzeci wniosek to dobra wydajnosé algorytmu Prima
O(V?) dla grafow gestych.

5.2.1. Algorytm Boruvki

Algorytm zostal po raz pierwszy opublikowany w roku 1926 przez Otokara
Boruvke. Nastepnie algorytm byt kilka razy odkrywany na nowo, m. in. przez
Sollina w 1965 roku, stad inna nazwa to algorytm Sollina.

Dane wejSciowe: Graf wazony nieskierowany i spojny; wszystkie wagi kra-
wedzi sg rozne.

Problem: Wyznaczenie minimalnego drzewa rozpinajacego.

Opis algorytmu: Algorytm Boruvki wyznacza MST poprzez zastosowanie
"Sciagania" krawedzi. Inicjalizacja polega na stworzeniu |V| poddrzew, po
jednym dla kazdego wierzchotka. "Scigganie" krawedzi polega na tym, ze z
danego poddrzewa wybierana jest minimalna krawedZ prowadzaca do naj-
blizszego sasiada z grafu, a wierzcholtki, ktore taczyta ta krawedz scalamy
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Rysunek 5.1. Poréwnanie wydajnosci algorytméw obliczajacych MST dla
grafu dictgraph - grafy geste.

MST, implementacja dictgraph.DictGraph - grafy geste
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Rysunek 5.2. Poréwnanie wydajnosci algorytméw obliczajacych MST dla
grafu dictgraph - grafy rzadkie.

MST, implementacja dictgraph.DictGraph - grafy rzadkie
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Rysunek 5.3. Poréwnanie wydajnosci algorytméw obliczajacych MST dla
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Rysunek 5.4. Poréwnanie wydajnosci algorytméw obliczajacych MST dla

grafu matrixgraph - grafy geste.

MST, implementacja matrixgraph.MatrixGraph - grafy geste
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w jeden nowy wierzchotek. Jesli przed scaleniem z obydwoch wierzchotkow
istniata jaka$ krawedz prowadzaca do trzeciego wspolnego wierzchotka, to
przy scalaniu pojawia sie duplikat krawedzi. W takim przypadku wybiera sie
krawedz o korzystniejszej wadze. Proces scalania powtarzany jest dotad, az
drzewo rozpinajace pokryje wszystkie wierzcholtki, tzn. po scalaniu zostanie
tylko jedno podrzewo. W zasadzie "$cigganie" moze by¢ osiggniete przez
modyfikacje grafu, ale jest to troche skomplikowane w implementacji.

Innym podejsciem moze by¢ zastosowanie struktury zbioréw roztacznych,
zamiast wspomnianego wczesniej "Sciggania" krawedzi. Algorytm Union-Find
na poczatku tworzy zbiory (komponenty) sktadajace sie z pojedyriczych wierz-
chotkéw, a reprezentantem komponentu jest taki wierzchotek. Operacja Find,
dla podanego wierzchotka, zwraca reprezentanta komponentu. Jesli najkrot-
sza krawedz laczy rézne komponenty, to mozna doda¢ ja do MST, bo nie
utworzy cyklu. Dodatkowo nastepuje wtedy scalenie tych dwoch komponen-
tow w jeden, przy pomocy operacji Union. Algorytm koticzy sie z chwila, gdy
wszystkie wierzchotki naleza do jednego komponentu.

Zlozono$é czasowa: Po kazdym kroku scalania komponentow liczba kom-
ponentow zmaleje co najmniej dwukrotnie, zatem liczba tych krokéw wynosi
O(log V). W kazdym kroku przegladamy krawedzie w czasie O(FE), aby wy-
bra¢ krawedzie minimalne (reprezentacja stownikowa lub list sasiedztwa).
Ztozonosé algorytmu wynosi wiec O(F log V). Wyniki eksperymentow kom-
puterowych przedstawione sg na wykresach 5.5, 5.6, 5.7.

Uwagi: Nasza implementacja dzialta takze dla grafu niespojnego, wtedy wy-
znaczany jest las minimalnych drzew rozpinajacych poszczegdlnych kompo-
nentéw. Jezeli graf ma powtarzajace sie wagi krawedzi, to mozna kazdej kra-
wedzi przypisa¢ unikalny indeks i w przypadku rownych wag mozna wybraé
krawedz z mniejszym indeksem.

Listing 5.4. Modut boruvka.py

#1 Jusr/bin/python
# Kod implementujacy pseudokod ze strony
# http://iss.ices.utexas. edu/?p=projects/qgalois /benchmarks/mst

from utils.disjointset import DisjointSet
from model.edge import Edge

from model.undirectededge import UndirectedEdge
class Boruvka(object):

@staticmethod
def execute(graph):
mst = set()
disjointset = DisjointSet()
forest = set()
for node in graph.iternodes():
disjointset.create(node) # create set for each node
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forest.add(node) # initialize forest with one-node-trees
dummy_edge = Edge(None, None, float("inf"))
new_len = len(forest)
old_len = new_len + 1
while old_len > new_len:
old_len = new_len
minimal_edges = dict((node, dummy_edge) for node in forest)
# finding the cheapest edges
for edge in graph.iteredges():
if edge is dummy_edge: # a disconnected graph
continue
source = disjointset.find(edge.source)
target = disjointset.find(edge.target)
if source != target: # different components
if edge.weight < minimal_edges[source].weight:
minimal_edges[source] = edge
if edge.weight < minimal_edges[target].weight:
minimal_edges[target] = edge
# connecting components
forest = set()
for edge in minimal_edges.itervalues():
source = disjointset.find(edge.source)
target = disjointset.find(edge.target)
if source != target:
disjointset.union(source, target)
forest.add(source)
mst.add(UndirectedEdge (edge.source, edge.target, edge.weight))
forest = set(disjointset.find(node) for node in forest)
new_len = len(forest)
if new_len == 1: # a connected graph
break

return mst

5.2.2. Algorytm Prima

Algorytm Prima dziala podobnie jak algorytm Dijkstry (rozdzial 5.3.3)
przy szukaniu najkrotszej $ciezki w grafie pomiedzy dwoma wierzchotkami.
Cechg charakterystyczna algorytmu Prima jest budowanie jednego, rosnacego
drzewa, ktore staje sie MST.

Dane wejéciowe: Graf wazony nieskierowany spo6jny.
Problem: Wyznaczenie minimalnego drzewa rozpinajacego.

Opis algorytmu: Algorytm Prima startuje z jakiegos losowego wierzchotka
w grafie, przechodzi po grafie, dotaczajac kolejne wierzchotki do wyliczanego
drzewa MST, dopodki nie utworzy catego drzewa. Kazdy krok dotacza naj-
zejsza krawedz, jaka taczy wyizolowany wierzchotek, czyli taki, ktory nie
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Rysunek 5.5. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Boruvki w wersji
O(FElogV) dla grafu dictgraph. Wspolczynniki a bliskie jedynki potwierdzaja
teoretyczna wydajnosé tej implementacji.

Sprawdzenie MST - Boruvka (dictgraph)
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Rysunek 5.6. Test zlozonoSci obliczeniowej algorytmu Boruvki w wersji
O(FlogV) dla grafu matrixgraph. Zaleznosci sa rozne dla roznej gestosci
graféw, co wymaga wyjasnienia.

Sprawdzenie MST - Boruvka (matrixgraph)
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Rysunek 5.7. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Boruvki w wersji

O(FlogV) dla grafu matrixgraph |E| = |V|. Widaé¢, ze w reprezentacji

macierzowej kluczowa jest liczba wierzchotkow grafu, a tylko w niewielkim
stopniu korzystamy z malej liczby krawedzi.

Sprawdzenie MST - Boruvka (matrixgraph)
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zostal jeszcze dodany do drzewa, w przeciwnym wypadku powstal by cykl.
Ta strategia zachtanna wyznacza poprawny wynik. Do efektywnego wyzna-
czania kolejnych krawedzi mozna uzy¢ kolejki priorytetowej. Podczas pracy w
kolejce sa tylko takie wierzchotki, ktore jeszcze nie zostaly dodane do drzewa.
Przechowywana jest tez najmniejsza, znana w danym momencie, waga kra-
wedzi wychodzacej z danego wierzchotka. Dla grafow gestych, zamiast kolejki
priorytetowej, korzystniejsze jest uzycie zwyklej kolejki opartej na tablicy (w
pracy zostala wybrana tablica hashujaca).

Zlozono$é czasowa: Zltozono$¢ dla implementacji z kolejkg priorytetows
wynosi O(Elog V'), poniewaz algorytm przechodzi po wszystkich krawedziach,
a wktadanie do kolejki priorytetowej nowej wartosci kosztuje O(log V). Eks-
perymenty komputerowe zobrazowano na wykresach 5.8 i 5.9.

Zlozonosé dla implementacji ze zwykla kolejka to O(V?), poniewaz algo-
rytm przechodzi po wszystkich wierzchotkach, a dla kazdego z nich wyszukuje
najmniejsza wage w czasie O(V'). Wyniki eksperymentow przedstawiaja wy-
kresy 5.12 i 5.11.

Dla pelnego opisu algorytmu Prima zostata zaimplementowana wersja
trywialna, dzialajaca w czasie O(V E). Tutaj algorytm wykonuje |V| — 1 kro-
kow, a w kazdym kroku przebiega wszystkie krawedzie, aby znalez¢ najlzejsza,
laczaca drzewo z pewnym osobnym wierzchotkiem. Rezultaty eksperymentow
przedstawiaja wykresy 5.13 i 5.14.

Uwagi: Nasze implementacje pozwalaja na wskazanie wierzchotka, od kto-
rego zacznie sie budowa MST. Dla grafu niespdjnego algorytm wygeneruje
MST dla pewnej spojnej sktadowej grafu. Asymptotyczny czas dzialania al-
gorytmu Prima mozna teoretycznie poprawi¢ do O(E + V'logV), stosujac
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kopce Fibonacciego. Jednak w praktyce raczej sie tego nie robi, ze wzgledu
na skomplikowang implementacje takich kopcow.

Listing 5.5. Modul prim.py

#1 Jusr/bin/python
# Kod implementujacy pseudokod ze str. 634 CLRS.

from model.undirectededge import UndirectedEdge
from model.edge import Edge

from Queue import PriorityQueue

class Prim(object):
" Algorytm inspirowany implementacja z ksiazki
Python Algorithms: Mastering Basic Algorithms in the Python
Language, 2010 by Magnus Lie Hetland. """

@staticmethod
def execute(graph, root=None):
if root is None:
root = graph.iternodes().next() # get first random element
parents = {}
pg = PriorityQueue()
pg.put ((0, None, root))
mst = set()
while not pq.empty(Q):
weight, parent, node = pqg.get()
if node in parents:
continue
parents[node] = parent
if not parent is None:
mst.add(UndirectedEdge (parent, node, weight))
for edge in graph.iteroutedges(node):
pg.put((edge.weight, edge.source, edge.target))

return mst

@staticmethod
def execute2(graph, root=None):
"""Prim’s algorithm for finding MST in O(E log V) time. """
if root is None:
root = graph.iternodes().next() # get first random element
minimum_weights = dict(((node, float("inf"))
for node in graph.iternodes()))
parents = {}
minimum_weights[root] = 0
pq = PriorityQueue()
pq.put ((®, root))
mst = set()
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visited = set()
while not pq.empty():
weight, source = pq.get()
visited.add(source)
for edge in graph.iteroutedges(source):
if (not edge.target in visited and
edge.weight < minimum_weights[edge.target]):
minimum_weights[edge.target] = edge.weight
pq.put ((edge.weight, edge.target))
parents[edge.target] = edge.source
for source, target in parents.iteritems():
mst.add(UndirectedEdge (source, target,
minimum_weights[source]))

return mst

@staticmethod
def execute_best_with_complete_graph(graph, root=None):
"""Prim’s algorithm for finding MST in O(Vax2) time. """
if root is None:
root = graph.iternodes().next() # get first random element
mst = set()
queue = {} # set can be used here
minimum_weights = {}
parents = {}

for node in graph.iternodes():

queue [node] = None
minimum_weights[node] = float("inf")
minimum_weights[root] = 0

while queue:
source = min(queue, key=minimum_weights.get)
del queue[source]
for edge in graph.iteroutedges(source):
if (edge.target in queue and
edge.weight < minimum_weights[edge.target]):
minimum_weights[edge.target] = edge.weight
parents[edge.target] = edge.source
for source, target in parents.iteritems():
mst.add(UndirectedEdge (source, target,
minimum_weights[source]))

return mst

@staticmethod
def execute_trivial (graph, source=None):
"""Prim’s algorithm for finding MST in O(V&E) time. """
in_mst = dict((node, False) for node in graph.iternodes())
if source is None: # get first random node
source = graph.iternodes().next()

in_mst[source] = True
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Rysunek 5.8. Test zlozonosci obliczeniowej algorytmu Prima w wersji
O(FElogV) dla grafu dictgraph. Wydajnos$¢ potwierdzona.

Sprawdzenie MST - Prim (dictgraph)

0.5 — I I I I I I i
Prim sparse |E|=3]|V| o ' m
0 ~Prim complete = e
log(t) = ar*log(E*log(V))+b; PR
-0.5 [-log(t) = ay*log(E*log(V))+by, -~ ot -
-1 - D'DDD o E
feny =) -m
o g
o 151 ) el ’/’./ - 7
€ 4ﬂDD/,/I
2 2 e .
o)} pO . -n
o o0 -m
- 2.5 vam'd‘/uf'. |
g M
3 ol a; = 0.863413 +/- 0.009973
SIN-Ch B by = -4.975765 +/- 0.034941
35 L w ap = 0.815268 +/- 0.014872
T b, = -5.053560 +/- 0.062269
-4 | | | | | | | | | |

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5
log(E*log(V))

mst = set()
for step in xrange(graph.vQ—1): #4/L%—1 times
# finding min edge, O(E) time
min_edge = min(edge for edge in graph.iteredges()
if in_mst[edge.source] != in_mst[edge.target])
mst.add(UndirectedEdge (min_edge. source,
min_edge.target, min_edge.weight))
in_mst[min_edge.source] = True
in_mst[min_edge.target] = True

return mst

5.2.3. Algorytm Kruskala

Dane wejsciowe: Graf wazony nieskierowany.
Problem: Wyznaczenie minimalnego drzewa rozpinajacego.

Opis algorytmu: Algorytm Kruskala (1956) przechodzi po krawedziach
grafu w kolejnosci rosnacej (po wagach), dlatego wczes$niej potrzebne jest
sortowanie krawedzi. W kazdym kroku majac minimalng krawedz, probuje
doda¢ do MST, jesli nie spowoduje to stworzenia cyklu. Inicjalizacja polega
na stworzeniu |V| podrzew, po jednym dla kazdego wierzchotka. Przy pomo-
cy struktury zbioréow rozlgcznych sprawdzana jest przynaleznosé krawedzi
Edge(s, t, w) do dwoch podrzew - jednego z wierzchotkiem s, drugiego ¢. Jesli
oba wierzchotki krawedzi naleza do tego samego podrzewa, to odrzucamy
taka krawedz. Jesli wierzchotki naleza do r6znych poddrzew, to scalamy oba
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Rysunek 5.9. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Prima w wersji
O(FElogV) dla grafu matrixgraph. Zaleznosci zaleza od gestosci grafu.

Sprawdzenie MST - Prim (matrixgraph)

3 I [ I I I I I
Prim sparse |E|=3|V]| o
2 L Prim complete . ,
log(t) = ai;*log(E*log(V))+b; -
1 |-log(t) = ax*log(E*¥log(V))+by ~  ——- N ]
=)
oo™ "
- L o [ B -
L 0 DDBE .,I/-/
(0] 0 -
E 17 565" T 1
= “"DDD //./'//i
—g 2 ,."D”DD’EI”r - b
B-mﬂﬁi"/ ,
3r e a; = 1.398478 +/- 0.028555
B b; = -6.085132 +/- 0.100047
-4 - = ap = 0.879886 +/- 0.012612
b, = -5.136485 +/- 0.052808
-5 | | | | | | | | | |

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5
log(E*log(V))

Rysunek 5.10. Test zlozonosci obliczeniowej algorytmu Prima w wersji
O(FElogV) dla grafu matrixgraph |E| = |V|. Istotna jest liczba wierzchotkow,
a nie krawedzi.

Sprawdzenie MST - Prim (matrixgraph)
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Rysunek 5.11. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Prima w wersji O(V?)
dla grafu dictgraph. Wspoétezynniki a bliskie 2 potwierdzaja teorie.

Sprawdzenie MST - Prim 0O(V2) (dictgraph)
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Rysunek 5.12. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Prima w wersji O(V?)
dla grafu matrixgraph. Wspotczynniki a bliskie 2 potwierdzaja teorie.

Sprawdzenie MST - Prim 0o(V?) (matrixgraph)
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Rysunek 5.13. Test ztozono$ci obliczeniowej algorytmu Prima w wersji
O(VE) dla grafu dictgraph. Piekna zgodnos¢ przewidywarn z praktyka.

log(time [s])

Sprawdzenie MST - Prim O(VE) (dictgraph)
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Rysunek 5.14. Test zlozonosci obliczeniowej algorytmu Prima w wersji
O(VE) dla grafu matrixgraph. Widaé, ze reprezentacja macierzowa gorzej
pracuje dla graféw rzadkich.

log(time [s])

2827295751(41)

Sprawdzenie MST - Prim O(VE) (matrixgraph)
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podrzewa. Proces kontynuujemy, az przejdziemy przez wszystkie krawedzie
grafu.

Zlozono$é czasowa: Zlozonosé pierwszej fazy algorytmu (sortowanie kra-
wedzi) wynosi O(E log E) = O(Elog V'), poniewaz |E| < |V|. Przechodzenie
po krawedziach w drugiej czesci algorytmu kosztuje O(E«a(V)), gdzie a(V)
jest funkcja bardzo wolno rosnaca [8|, wynikajaca z operacji na zbiorach
roztacznych. Zatem catkowita ztozonosé¢ algorytmu to O(FE log V).

Jezeli krawedzie sg juz na wej$ciu posortowane wg wag lub jesli wagi kra-
wedzi pozwalaja na uzycie szybszych algorytmoéw sortowania (np. sortowanie
przez zliczanie lub sortowanie pozycyjne), to algorytm moze dziata¢ w czasie

bliskim O(Ea(V)).

Uwagi: Zamiast od razu sortowa¢ wszystkie krawedzie, mozna skorzystaé z
kolejki priorytetowej do czesciowego uporzadkowania krawedzi. Dla grafu nie-
spojnego algorytm wyznacza las minimalnych drzew rozpinajacych poszcze-
goblnych sktadowych spojnych. Wyniki eksperymentow przedstawiaja wykresy
5.15, 5.16 1 5.17.

Listing 5.6. Modut kruskal.py

#1 Jusr/bin/python
# Kod implementujacy pseudokod ze str. 631 CLRS.

from utils.disjointset import DisjointSet

from model.undirectededge import UndirectedEdge
class Kruskal (object):

@staticmethod
def execute(graph):
mst = set()
disjointset = DisjointSet()
for node in graph.iternodes():
disjointset.create(node)
# sort edges by weight
sorted_edges = sorted(graph.iteredges(), key=lambda edge: edge.weight)
for edge in sorted_edges:
if disjointset.find(edge.source) != disjointset.find(edge.target):
mst.add(UndirectedEdge (edge.source, edge.target, edge.weight))
disjointset.union(edge.source, edge.target)

return mst

5.3. Najkroétsza $ciezka pomiedzy para wierzcholkow

Problem polega na wyznaczeniu najkrotszej sciezki pomiedzy dwoma wierz-
chotkami w grafie wazonym skierowanym. Wagi krawedzi w grafie moga
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Rysunek 5.15. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Kruskala w wersji
O(FElogV) dla grafu dictgraph. Wspolczynniki a bliskie 1 potwierdzaja teo-
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rie.

Sprawdzenie MST - Kruskal (dictgraph)

6.5

Rysunek 5.16. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Kruskala w wersji
O(FElogV) dla grafu matrixgraph. Zaleznosci zaleza od gestosci grafu.
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Sprawdzenie MST - Kruskal (matrixgraph)
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Rysunek 5.17. Test zlozonosci obliczeniowej algorytmu Kruskala w wersji
O(FE'log V) dla grafu matrixgraph |E| = |V|. W tej reprezentacji liczba wierz-
chotkow jest kluczowa.

Sprawdzenie MST - Kruskal (matrixgraph)
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reprezentowac¢ odlegtoéci, czasy, koszty, kary, itd. W przypadku grafu bez
wag (wszystkie wagi jednakowe), moze by¢ uzyty algorytm BFS o ztozonosci
O(V + E) (rozdzial 5.1.1).

Nalezy podkresli¢, ze dla problemu najkrotszej Sciezki miedzy para wierz-
chotkéw nie jest znany zaden algorytm dziatajacy w najgorszym przypadku
asymptotycznie szybciej niz najlepszy znany algorytm dla problemu nagkrot-
szych Sciezek z jednym Zrodtem |8]. W algorytmach z tego rozdziatu stosowana
jest metoda relaksacji, a ponadto spotykamy sie z problemem ujemnych wag
krawedz.

Relaksacja: Proces relaksacji krawedzi stuzy do skrécenia estymowanej naj-
krotszej Sciezki. Polega to na prostym tescie, czy najkrétsza Sciezka znaleziona
do tej pory moze byé¢ skrocona, kiedy bedzie przechodzi¢ przez dodatkowy
wierzchotek. Jesli tak, to nalezy uaktualnié¢ sciezke o ten wierzchotek.

Ujemne wagi: Grafy moga zawiera¢ ujemne wagi, ale najkrotsza sciezka
jest zdefiniowana tylko wtedy, kiedy nie istnieje ujemny cykl. Niektore algo-
rytmy zakladaja, ze wszystkie wagi musza by¢ nieujemne (algorytm Dijktry,
rozdzial 5.3.3). Inne algorytmy dopuszczaja ujemne wagi, o ile nie osiggniemy
ujemnego cyklu (algorytm Bellmana-Forda, rozdzial 5.3.2).

Bez straty ogoélnosci mozna przyjaé, ze najkrotsza $ciezka nie zawiera
cykli. Oznacza to, ze dlugosci najkrotszych $ciezek nie beda przekraczaly
V] — 1.

Reprezentowanie najkroétszych $ciezek: Najkrotsze sciezki bedg repre-
zentowane za pomoca drzewa o korzeniu w Zrodle s, zwanym drzewem naj-
krotszych Sciezek [8]. W Pythonie bedzie to stownik parent, ktoremu towarzy-
szy drugi stownik distance, przechowujacy odlegtosci wierzchotkéow od Zrodta.
Algorytmy zwracaja oba te stowniki.
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5.3.1. Najkrotsza Sciezka w dagu

Nagkrotsze Sciezki sa zawsze dobrze zdefiniowane w dagu, nawet jesli wy-
stepuja ujemne wagi, poniewaz nie ma ujemnych cyKkli.

Dane wejSciowe: Graf wazony skierowany acykliczny (dag); wierzchotek
poczatkowy s (zrodlo).

Problem: Wyznaczenie najkrotszych éciezek z wierzchotka s do pozostatych
wierzchotkow grafu.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczyna sie sortowaniem topologicznym wierz-
chotkéw oraz wstepna inicjalizacja odleglodci. Jesli dag zawiera $ciezke z
wierzchotka u do v, wtedy u jest przed v w porzadku topologicznym. Aby wy-
znaczy¢ odlegtodci, wystarczy przejsé przez wszystkie wierzchotki w porzad-
ku topologicznym, oraz podda¢ reklasacji wszystkie krawedzie wychodzace z
danego wierzchotka.

Zlozono$é czasowa: Ztozonosé algorytmu wynosi O(E+ V), poniewaz pro-
ces inicjalizacji zajmuje czas O(V), a proces relaksacji wywoltywany jest na
kazdej krawedzi, czyli trwa O(E). Sortowanie topologiczne wierzchotkow to
czas O(E + V).

Listing 5.7. Modul dagshortestpath.py

#1 Jusr/bin/python
# Kod implementujacy pseudokod ze str. 655 CLRS.

from algorithms.topologicalsort import TopologicalSort
class DAGShortestPath(object):

@staticmethod
def execute(graph, start_node):
if not graph.is_directed():
raise ValueError("graph is not directed")
distance = {}
parent = {}
DAGShortestPath._init(graph, distance, parent, start_node)
sorted_nodes = TopologicalSort.execute(graph)
for source in sorted_nodes:
for edge in graph.iteroutedges(source):
DAGShortestPath._relax(edge, distance, parent)
return distance, parent # similar to Dijkstra

@staticmethod
def _init(graph, distance, parent, start_node):
for node in graph.iternodes():

distance[node] = float("inf")
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parent [node] = None

distance[start_node] = 0

@staticmethod
def _relax(edge, distance, parent):
new_distance = distance[edge.source] + edge.weight
if distance[edge.target] > new_distance:
distance[edge.target] = new_distance
parent[edge.target] = edge.source
return True

return False

5.3.2. Algorytm Bellmana-Forda

Dane wejSciowe: Graf wazony skierowany, mozliwe sa wagi ujemne; wierz-
chotek poczatkowy s (zrodlo).

Problem: Wyznaczenie najkrotszych éciezek z wierzchotka s do pozostatych
wierzchotkow grafu. Jezeli istnieje ujemny cykl, to ma zosta¢ wykryty.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczyna sie od inicjalizacji struktur danych
przechowujacych odlegtosci i rodzicow wierzchotkow. Dalej algorytm prze-
chodzi |V| — 1 razy po wszystkich krawedziach, wykonujac na kazdej z nich
proces relaksacji. Po wyznaczeniu najkrotszej Sciezki wykonywany jest krok
sprawdzajacy, czy istnieje ujmeny cykl. Taki cykl istnieje tylko wtedy, kiedy
dodatkowa iteracja po krawedziach poprawi oszacowanie najkrotszej $ciezki.
Warto zauwazy¢, ze ta dodatkowa czynnos$é¢ nie powieksza ztozonosci algo-
rytmu.

Ztozonos¢ czasowa: Zltozonosé algorytmu wynosi O(V E), poniewaz |V|—1
razy wykonywana jest relaksacja po krawedziach w czasie O(E). Inicjalizacja
zajmuje czas O(V). Wyniki eksperymentoéw przedstawiaja wykresy 5.18 i
5.19.

Listing 5.8. Modul bellmanford.py

#1 Jusr/bin/python
# Kod implementujacy pseudokod ze str. 651 CLRS.

class BellmanFord(object):

@staticmethod
def execute(graph, start_node):
if not graph.is_directed():
raise ValueError("graph is not directed")
distance = {}

parent = {}
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Rysunek 5.18. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Bellmana-Forda w
wersji O(EV) dla grafu dictgraph. Zalezno$é teoretyczna potwierdzona, a
bliskie 1.

BellmanFord O(E V) (dictgraph)

2 T T T T T T T
BellmanFord O(E V) sparse |E|=4|V| °
1.5 ~BellmanFord O(E V) complete o 0]
1 L BellmanFord O(E V) complete |E|=50%]|V?|/2 * g

f(x) = aj*log(Elog V)+b;  ———
0.5 f(x) = ax*log(E log V)+b, R
f(x) = as*log(E log V)+b3
O L

log(time [s])
o
[0}
I

1.5 |- a1 = 1.007761 +/- 0.007315 |
by = -5.605672 +/- 0.037288

2 - ay = 1.018457 +/- 0.016916 |
b, = -5.664502 +/- 0.087506

2.5 - a3z = 1.018457 +/- 0.014232 |
3 ‘ ‘ ‘ ‘ | b3 =-5.664502 +/- 0.069414

2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7

log(E V))

BellmanFord._init(graph, distance, parent, start_node)
for i in range(graph.v() — 1):
for edge in graph.iteredges():
BellmanFord._relax(edge, distance, parent)
for edge in graph.iteredges():
if distance[edge.target] > distance[edge.source] + edge.weight:
raise ValueError('negative cycle detected")

return distance, parent # similar to Dijkstra

@staticmethod
def _init(graph, distance, parent, start_node):
for node in graph.iternodes():

distance[node] = float("inf")

parent[node] = None
distance[start_node] = 0
@staticmethod

def _relax(edge, distance, parent):
new_distance = distance[edge.source] + edge.weight
if distance[edge.target] > new_distance:
distance[edge.target] = new_distance
parent[edge.target] = edge.source
return True

return False
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Rysunek 5.19. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Bellmana-Forda w
wersji Bellmana-Forda w wersji O(FEV) dla grafu matrixgraph. Grafy rzadkie
sa gorzej obstugiwane.

BellmanFord O(E V) (matrixgraph)

2 T T T T T T T I~
BellmanFord O(E V) sparse |E|=4|V| ° o
1.5 -BellmanFord O(E V) complete o A
1 |_BellmanFord O(E V) complete |E|=50%]|V?|/2 B-g |
f(x) = a;*log(E log V)+b; P ekt
0.5 Lf(x) = ax*log(E log V)+b, g = .
= f(x) = az*log(E log V)+bs e
o 0 r ’ -
(]
£ 05| :
L=
g 1 .
1.5 - a; = 1.284676 +/- 0.021858
by =-6.476766 +/- 0.111424
2+ ay = 1.020719 +/- 0.004867 -
b, = -5.640835 +/- 0.025175
2.5 > a3 = 1.020719 +/- 0.006886 |
3 ‘ ‘ ‘ ‘ . b3 =-5.640835 +/- 0.033583
2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7

log(E V))

5.3.3. Algorytm Dijkstry

Dane wejsciowe: Graf wazony skierowany o krawedziach z wagami nie-
ujemnymi; wierzchotek poczatkowy s.

Problem: Wyznaczenie najkrotszych Sciezek z wierzchotka s do pozostatych
wierzchotkow grafu.

Opis algorytmu: Rozpoczynamy od wstepnej inicjalizacji kolejki prioryte-
towej oraz odleglosci pomiedzy 7rodlem a reszta wierzchotkow (poczatkowe
odlegtosci to +o00, a dla zrodta 0). Nastepnie z kolejki wyciagane sa kolej-
no wierzchotki o najmniejszych odlegtosciach. W kazdym kroku, majac naj-
blizszy wierzchotek u od zrodtla, algorytm poprawia odleglosci pozostalym
wierzchotkom (sasiadom) wzgledem u. Gdy wierzchotek zostal juz odwiedzo-
ny, wywolanie relaksacji nic nie zmienia, zatem mozna je poming¢. Algorytm
Dijkstry jest algorytmem zachtannym, poniewaz zawsze wybiera najblizszy
wierzchotek.

Zlozono$é czasowa: Zlozonosé wynosi O(E log V'), poniewaz algorytm prze-
chodzi po wszystkich krawedziach, a przy czym wyciggana jest jeszcze war-
tos¢ z kolejki, co zajmuje O(log V). Wyniki eksperymentow przedstawiaja
wykresy 5.20 1 5.21.

Uwagi: Wersja bez kolejki priorytetowej (lepsza dla grafow gestych) ma zto-
zonos¢ O(V?). Wyniki eksperymentéw dla tej wersji przedstawiaja wykresy
5.22 1 5.23.
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Listing 5.9. Modut dijkstra.py

#1 Jusr/bin/python
# Kod implementujacy pseudokod ze str. 658 CLRS.

from Queue import PriorityQueue

from model.edge import Edge
class Dijkstra(object):

@staticmethod
def execute(graph, start_node):
" Algorytm Dijkstry w czasie O(E log V). """
if not graph.is_directed():
raise ValueError("graph is not directed")
distance = {}
parent = {}
visited = set()
Dijkstra._init(graph, distance, parent, start_node)
queue = PriorityQueue()
queue.put ((distance[start_node], start_node))
while not queue.empty():
pri, node = queue.get()
if not node in visited:
visited.add(node)
for edge in graph.iteroutedges(node):
if (edge.target not in visited and
Dijkstra._relax(edge, distance, parent)):
queue.put((distance[edge.target], edge.target))

return distance, parent

@staticmethod
def execute2(graph, start_node):
" Algorytm Dijkstry w czasie O(Vix2). """
if not graph.is_directed():
raise ValueError("graph is not directed")
distance = {}
parent = {}
queue = dict((node, None) for node in graph.iternodes())
Dijkstra._init(graph, distance, parent, start_node)
while queue:
node = min(queue, key=distance.get)
del queue[node]
for edge in graph.iteroutedges(node):
if edge.target in queue:
Dijkstra._relax(edge, distance, parent)

return distance, parent

45
2660319358(49)



Rysunek 5.20. Test zlozonosci obliczeniowej algorytmu Dijkstry w wersji

O(FlogV) dla grafu dictgraph. Zaleznosé¢ teoretyczna potwierdzona.
Dijkstra O(E log V) (dictgraph)

1 I I I I I I I I
Dijkstra O(E log V) sparse |E|=4|V| o 3
Dijkstra O(E log V) complete L] -

0 |~ Dijkstra O(E log V) UE|=50% [VI2/2 .

f(x) = aj*log(Elog V)+b;, ~  ———
f(x) = ax*log(E log V)+b; — =
~ "1 "f(x) = az*log(E log V)+b3 a
7))
(]
E2- -
£
(@]
s
37 a; = 0.998789 +/- 0.012478 |
b; =-5.931832 +/- 0.057792
4L w a; = 0.914715 +/- 0.010056 |
= b, =-5.600299 +/- 0.042042
a3 = 0.914715 +/- 0.013252
5 | | | | | b3 =-5.600299 +/- 0.067286
1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5
log(E log V)
@staticmethod
def _init(graph, distance, parent, start_node):
for node in graph.iternodes():
distance[node] = float("inf")
parent[node] = None
distance[start_node] = 0
@staticmethod
def _relax(edge, distance, parent):

new_distance distance[edge.source] + edge.weight

if distance[edge.target] > new_distance:

distance[edge.target] new_distance

parent[edge.target] edge . source
return True

return False

5.4. Najkrotsze Sciezki pomiedzy wszystkimi parami
wierzchotkow

Problem polega na wyznaczeniu najkrotszej sciezki pomiedzy wszystkimi
parami wierzchotkow. Do tego celu mozna zastosowaé algorytmy wyszuki-
wania najkrotszej sciezki pomiedzy dwoma wierzchotkami (rozdzial 5.3). Dla

grafow z

nieujemnymi wagami mozna zastosowaé |V| razy algorytm Dijkstry

(rozdzial 5.3.3). Dla grafow rzadkich wersja z kolejka priorytetowa zajmie
O(VElogV), a dla grafu gestego wersja oparta na tablicy zajmie czas O(V?3).
Dla grafu z dowolnymi wagami, nie mozna zastosowaé¢ wspomnianego wyzej
algorytmu, ale mozna uzy¢ wolniejszego algorytmu Bellmana-Forda (rozdzial

2707515738(50)
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Rysunek 5.21. Test zlozonosci obliczeniowej algorytmu Dijkstry w wersji
O(ElogV) dla grafu matrixgraph. Widaé¢ pogorszenie dla grafow rzadkich.

log(time [s])

Dijkstra O(E |

og V) (matrixgraph)

3 T [ T T T T T
Dijkstra O(E log V) sparse |E|=4|V| o
2 | Dijkstra O(E log V) complete L] i
Dijkstra O(E log V) |E|— 0% |V|?%/2 . T
1 Lf(x) =ar*log(Elog V)+by ~  ——— . i
f(x) = ax*log(E log V)+b> — - Pag
o | f(x) = az*log(E log V)+bs T .
-1 - i
2 - i
= 1.302164 +/- 0.032751
-3+ bl =-6.314999 +/- 0.097253
= 0.888571 +/- 0.015043
4 - b2 = -5.515456 +/- 0.062892_
= a3z = 0.888571 +/- 0.013198
5 | | | | | | b3 = -5.515456 +/- 0.051434
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5
log(E log V)

Rysunek 5.22. Test zlozonosci obliczeniowe] algorytmu Dijkstry w wersji
O(V?) dla grafu dictgraph. Dla grafow rzadkich zalezno$¢ nie jest kwadrato-

log(time [s])

wa.
Dijkstra O(V2) (dictgraph)
0 \ \ \ \ -t
Dukstra O(Vz) sparse [E|—4|V| o .
-0.5 - Dijkstra O(V?) complete = *
Dijkstra O(V2) |E|=50% |V|2/2 .
-1 Ff(x) = ap*l og( y+by === *
f(x) = ax*log(V)+b; —- g o
-1.5 f(x) = az*log(V)+bs o 2
[P
2 - L .
2.5 - L B *

1.389146 +/- 0.023498

-3 _go” by = -5.627253 +/- 0.048952
50 a, = 1.989920 +/- 0.021933
-3.5 by = -6.014589 +/- 0.045692]
a3 = 1.989920 +/- 0.011076
-4y b3 = -6.014589 +/- 0.023073
_45 ) 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 12 14 16 1.8 2 22 24 26 28 3
log(V)
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Rysunek 5.23. Test zlozonosci obliczeniowej algorytmu Dijkstry w wersji
O(V?) dla grafu matrixgraph. Zaleznos¢ kwadratowa praktycznie potwier-
dzona (a bliskie 2).

Dijkstra O(V2) (matrixgraph)
1 T T T

Dljkstra O(V2) sparse |E| 4|V| o
Dijkstra O(V2) complete ]
0 ’Dukstra o( v2\)E| =50% |V|%/2 . -
=ay*logV)+b; == v (

f( )— ax*log(V )+b2 e
-1 Ff(x) = a3*log(V)+b3

log(time [s])
N
I

a; = 1.665050 +/- 0.029594
b; =-5.913210 +/- 0.061651"
a; = 2.035199 +/- 0.016973
by =-6.099120 +/- 0.035359
az = 2.035199 +/- 0.012899 |
b3z =-6.099120 +/- 0.026873

5 I I I I I I I I I
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

log(V)

5.3.2), co daje czas O(V2E) dla grafow rzadkich, a dla grafow gestych O(V*).
Istnieja jednak algorytmy po$wiecone znajdowaniu Sciezek pomiedzy wszyst-
kimi parami wierzchotkow, takie jak algorytm Floyda-Warshalla (rozdzial
5.4.2), czy algorytm Johnsona (rozdzial 5.4.3), ktore dziataja szybciej.

5.4.1. Algorytm "mnozenia macierzy"

Jest to algorytm programowania dynamicznego, w ktérym w petli gltow-
nej programu wykonywane sa operacje podobne do mnozenia macierzy, stad
nazwa algorytmu. Wykorzystuje sie lemat (8], ze wszystkie podsciezki kazdej
najkrotszej Sciezki sa najkrotszymi $ciezkami. Niech §(s,t) oznacza najkrot-
sza Sciezke o dtugosci m > 0. Z lematu wynika, ze d(s,t) = (s, u) + w(u,t),
gdzie d(s,u) jest najkrotsza $ciezka o dtugosci m — 1. Tak wyglada struktura
optymalnego rozwigzania, ktora wykorzystujemy w algorytmie.

Dane wejéciowe: Graf wazony skierowany, bez ujemnych cykli.

Problem: Wyznaczenie najkrotszych Sciezek pomiedzy wszystkimi parami
wierzchotkow grafu.

Opis algorytmu: Oznaczamy przez lz(;”) najmniejsza wage Sciezki z wierz-
chotka i do wierzchotka j sposréd tych, ktore zawieraja co najwyzej m kra-
wedzi. Jesli m = 0, to istnieje $ciezka dtugosci zero dla i = 7, czyli

o |} O dla i = j,
lj = { +oo dlai # j. (5.1)

Dla m > 0 obliczamy lgn) jako nastepujace minimum:
1 = ming {15 + w(k, 5)}, (5.2)
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Rysunek 5.24. Poréwnanie wydajnosci algorytmow obliczajacych najkrotsze
Sciezki pomiedzy wszystkimi wierzchotkami dla grafu dictgraph oraz matri-
xgraph - grafy geste |V| = 50.

Czasy wykonania FloydaWarshalla i Johnsona dla dictgraph i matrixgraph

0.16 I ‘ ‘ ‘ ‘ : : -
Floyd-Warshall dictgraph |V|=50 —a— o

0.14 LJohnson dictgraph |[V|=50 R - i
Johnson dictgraph weights>=0 |V|=50 R

0.12 LFloyd-Warshall matrixgraph |V|=50 BChal B
Johnson matrixgraph weights>=0 |V|=50 e "

0.1

0.08

time [s]
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0 ! ! ! ! ! ! ! !
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% of max possible |E|

Rysunek 5.25. Poréwnanie wydajnosci algorytméw obliczajacych najkrotsze
Sciezki pomiedzy wszystkimi wierzchotkami dla grafu dictgraph oraz matri-
xgraph - grafy geste |V| = 100.

Czasy wykonania FloydaWarshalla i Johnsona dla dictgraph i matrixgraph

1.4 T T T T T T T
Floyd-Warshall dictgraph |V|=100 —a—
1.2 | Johnson dictgraph |[V|=100 - o - P
: Johnson dictgraph weights>=0 |V|=100 O _-®
Floyd-Warshall matrixgraph |V|=100 - 7
1 Johnson matrixgraph weights>=0 |[V|=100 — e a
o 0.

time [s]

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
% of max possible |E|
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Rysunek 5.26. Poréwnanie wydajnosci algorytmoéw obliczajacych najkrotsze
Sciezki pomiedzy wszystkimi wierzchotkami dla grafu dictgraph oraz matri-
xgraph - grafy geste |V| = 200.

Czasy wykonania FloydaWarshalla i Johnsona dla dictgraph i matrixgraph

11 T T I I T T T
Floyd-Warshall dictgraph |[V|=200 —a— ~
10 | Johnson dictgraph |V|=200 - o - -~ ]
9 |-Johnson dictgraph weights>=0 |V|=200 R T 7
Floyd-Warshall matrixgraph |V|=200 —-m— o
8 "Johnson matrixgraph weights>=0 [V|=200 ;;yf 7
7 -
L6
(]
E 5
4
3
2
1
0 | | | | | | | |

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
% of max possible |E|

gdzie z zalozenia w(j,j) = 0 dla wszystkich j. Wagi najkrotszych sciezek
obliczamy metoda wstepujaca.

Zlozonosé czasowa: Zlozono$é wynosi O(V4).

Zlozono$¢ pamieciowa: Zlozono$¢ pamieciowa algorytmu wynosi O(V?),
poniewaz zapamietujemy 5 macierzy (stowniki).

Uwagi: Algorytm wykrywa ujemne cykle poprzez wykrycie ujemnych war-
tosci na diagonali macierzy odlegltosci. Ztozonosé czasowa mozna poprawic
do O(V3logV) wykorzystujac metode wielokrotnego podnoszenia do kwa-
dratu [8]. Wierzchotki najkrotszych $ciezek trzeba wtedy wyznaczyé osobno
w czasie O(V?3). Wyniki eksperymentow przedstawiaja wykresy 5.27 i 5.28.

Listing 5.10. Modut allpairs.py

#1 Jusr/bin/python
# Kod implementujacy pseudokod ze str. CLRS.

class AllPairs(object):

@staticmethod
def execute(graph):
if not graph.is_directed():
raise ValueError("graph is not directed")
distance = {}
weights = {}
parent = {}

for nodeA in graph.iternodes():
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distance[nodeA] = {}
parent [nodeA] = {}
weights[nodeA] = {}
for nodeB in graph.iternodes():
distance[nodeA][nodeB] = float("inf")
weights[nodeA][nodeB] = float("inf")
parent [nodeA] [nodeB] = None
distance[nodeA][nodeA] = 0
weights[nodeA][nodeA] = 0
for edge in graph.iteredges():
distance[edge.source][edge.target] = edge.weight
weights[edge.source][edge.target] = edge.weight
parent[edge.source][edge.target] = edge.source
#now L{(1)} =W
for m in xrange(2, graph.v(Q)): #é/L%—Q times
distance, parent = AllPairs._extended_shortest_paths(
graph, distance, parent, weights)
if any(distance[node][node] < ® for node in graph.iternodes()):
raise ValueError('"negative cycle")

return distance, parent

@staticmethod
def _extended_shortest_paths(graph, old_distance, old_parent, weights):
distance = {}
parent = {}
for nodeI in graph.iternodes():
distance[nodeI] = {}
parent[nodeI] = {}
for nodel) in graph.iternodes():
distance[nodeI][nodel] = old_distance[nodeI][nodel] %%ﬂkﬂ{]%ZAAﬂn
parent[nodeI][nodel] = old_parent[nodeI][nodel] ﬁ%ﬂV”{]{ZAAﬂj
for nodeK in graph.iternodes():
alt = old_distance[nodeI][nodeK] + weights[nodeK][nodel]
if alt < distance[nodeI][nodel]:
distance[nodeI][nodel] = alt
parent [nodeI][node]l] = nodekK

return distance, parent

5.4.2. Algorytm Floyda-Warshalla

Dane wejéciowe: Graf wazony skierowany, bez ujemnych cykli.

Problem: Wyznaczenie najkrotszych éciezek pomiedzy wszystkimi parami
wierzchotkéw grafu.

Opis algorytmu: Poczatkowo inicjalizujemy tablice |V| x |V| odleglosci
pomiedzy wszystkimi wierzchotkami w taki sposob, ze droga do tego samego
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Rysunek 5.27. Test zlozonosci obliczeniowej algorytmu mnozenia macierzy
w wersji O(V*) dla grafu dictgraph. Teoria potwierdzona, a bliskie 4.

AllPairs (dictgraph)

1.5 : : ‘ ‘ —
AllPairs sparse o s
1 ~AllPairs complete - P -
f(x) = ar*log(V)+bq e T
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0 o ]
o —
o 05 P -
£ -
2 1r e .
g ” o
- -15 e ,
-
2 - 7 a; = 4.025006 +/- 0.018161
7 b; =-6.604588 +/- 0.027695
2.5 Lo az = 4.068715 +/- 0.020842
¥ b = -6.674197 +/- 0.031784
-3 ! ! ! \
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

log(V)

Rysunek 5.28. Test zlozonosci obliczeniowej algorytmu mnozenia macierzy
w wersji O(V*) dla grafu matrixgraph. Teoria potwierdzona, a bliskie 4.

AllPairs (matrixgraph)

1.5 T T T .
AllPairs sparse o /_/”
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g P
- -15 - e -
A
2 - T a; = 3.958585 +/- 0.020278 _|
w7 b; =-6.500653 +/- 0.030923
258 a; = 3.991027 +/- 0.014452
b, =-6.553164 +/- 0.022039
-3 ! ! ! !
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
log(V)
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wierzchotka wynosi 0, dla krawedzi Edge(s, t, w) wynosi w, a dla reszty +oo.
Algorytm polega na tym, ze probuje zmniejszy¢ droge z wierzchotka s do ¢
poprzez wierzcholki posrednie, tzn. takie przez ktore mozna dojsé z s do t.
Owo wyliczanie jest zdefiniowane rekurencyjnie nastepujaco:

U min{d Y, +dli VY dlak > 1 '
Jest to przyklad metody programowania dynamicznego, poniewaz obliczajac
krok k korzysta z wyliczonej wartoéci dla kroku k& — 1. Dla kazdej pary wierz-
chotkéw sprawdza, czy da sie zmniejszy¢ odlegtosé pomiedzy tymi wierzchot-
kami, przeprowadzajac ja przez dodatkowy wierzchotek k. Wystarczy teraz
probowa¢ tak skrocié odleglosci przez wszystkie wierzchotki.

Zlozono$é czasowa: Zlozonos¢ wynosi O(V?), bo przechodzi po wszystkich
parach wierzchotkow |V| razy.

Zlozono$¢ pamieciowa: Ztozonosé algorytmu wynosi O(V?2).

Uwagi: Pierwsza implementacja wylicza tylko odleglosci. Druga implemen-
tacja buduje rowniez macierz poprzednikow, ktora umozliwia konstruowanie
najkrotszych $ciezek. W obu implementacjach wykrywany jest ujemny cykl
poprzez wykrycie ujemnych wartos$ci na diagonali macierzy odlegtosci. Wy-
niki eksperymentow dla tej wersji przedstawiaja wykresy 5.29 1 5.30.

Listing 5.11. Modutl floydwarshall.py

#1 Jusr/bin/python
# Kod implementujacy pseudokod ze str. 695 CLRS.

class FloydWarshall (object):

@staticmethod
def execute(graph):
if not graph.is_directed():
raise ValueError('"graph is not directed")
distance = {}
for nodeA in graph.iternodes():
distance[nodeA] = {}
for nodeB in graph.iternodes():
distance[nodeA][nodeB] = float("inf")
distance[nodeA][nodeA] = 0
for edge in graph.iteredges():
distance[edge.source][edge.target] = edge.weight
for nodeK in graph.iternodes():
for nodel in graph.iternodes():
for nodel in graph.iternodes():
distance[nodeI][nodel] = min(distance[nodeI][nodel],

distance[nodeI][nodeK] + distance[nodeK][nodel])
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if any(distance[node][node] < ® for node in graph.iternodes()):
raise ValueError("negative cycle")

return distance

@staticmethod
def execute_with_paths(graph):
if not graph.is_directed():
raise ValueError('"graph is not directed")
distance = {}
parent = {}
for nodeA in graph.iternodes():
distance[nodeA] = {}
parent [nodeA] = {}
for nodeB in graph.iternodes():
distance[nodeA][nodeB] = float("inf")
parent [nodeA] [nodeB] = None
distance[nodeA][nodeA] = 0
for edge in graph.iteredges():
distance[edge.source][edge.target] = edge.weight
parent[edge.source] [edge.target] = edge.source
for nodeK in graph.iternodes():
for nodel in graph.iternodes():
for node] in graph.iternodes():
alt = distance[nodeI][nodeK] + distance[nodeK][nodel]
if alt < distance[nodeI][nodel]:
distance[nodeI][nodel] = alt
parent[nodeI][nodel] = parent[nodeK][nodel]
if any(distance[node][node] < ® for node in graph.iternodes()):
raise ValueError('"negative cycle")

return distance, parent

5.4.3. Algorytm Johnsona

Dane wejsciowe: Graf wazony skierowany rzadki, bez ujemnych cykli.

Problem: Wyznaczenie najkrotszych Sciezek pomiedzy wszystkimi parami
wierzchotkow grafu.

Opis algorytmu: Dla graféw rzadkich algorytm jest asymptotycznie szyb-
szy niz algorytm Floyda-Warshalla (rozdziat 5.4.2). Kiedy algorytm nie moze
wyliczy¢ najkrotszych Sciezek z powodu istnienia ujemnego cyklu, algorytm
o tym raportuje. Wykorzystywane sa dwa inne algorytmy: Bellmana-Forda
(rozdzial5.3.2) oraz Dijkstry (rozdzial 5.3.3).

Algorytm sktada sie z 6 krokow, w tym 5 opcjonalnych, jesli graf nie ma
ujemnych wag:
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Rysunek 5.29. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Floyda-Warshalla w
wersji O(V?3) dla grafu dictgraph. Teoria potwierdzona, a bliskie 3.

Floyd-Warshall (dictgraph)
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Floyd-Warshall sparse =
0.5 ~Floyd-Warshall complete . P
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0 rf(x) = ax*log(V)+b, ~  ——-— 7 -
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. b, =-6.303181 +/- 0.025488
3.5 | | | | | |
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4
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Rysunek 5.30. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Floyda-Warshalla w
wersji O(V3) dla grafu matrixgraph. Teoria potwierdzona, a bliskie 3.

Floyd-Warshall (matrixgraph)
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1. (opcjonalny) Dodanie dodatkowego wierzchotka. Aby algorytm dalo sie
zastosowaé do grafow z ujemnymi wagami potrzebne jest przemapowanie
wag na wagi nieujemne. Polega to na dolozeniu do grafu Zrédtowego no-
wego wierzchotka s i polaczeniu go krawedziami o wadze 0 z wszystkimi
pozostatymi wierzchotkami. Nalezy to zrobié¢ tak, by nie dato dojsé¢ do
wierzchotka s 7z zadnego innego, co za tym idzie zadna najkrotsza $ciezka
nie wychodzaca z s nie bedzie przechodzita prez s, tzn. nie wplynie to
w zaden sposob na oryginalne najkrotsze Sciezki. Nowy graf nie bedzie
zawieral ujemnego cyklu tylko wtedy, kiedy oryginalny graf takiego cyklu
nie posiadal.

2. (opcjonalny) Uzycie algorytmu Bellmana-Forda do wyliczenia minimal-
nych wag krawedzi jakie wchodza do danego wierzchotka.

3. (opcjonalny) Przemapowanie wag krawedzi na wagi dodatnie, w(u,v) =
w(u,v) + h(u) — h(v), gdzie h(u) jest minimalna odlegloscia od s do w.

4. (opcjonalny) Usuniecie dotozonego wezesniej wierzchotka s

5. Wykonanie |V| razy algorytmu Dijkstry, dla obliczenia najkrotszej Sciezki
dla kazdego wierzchotka.

6. (opcjonalny) Przeliczenie obliczonych odlegtosci z powrotem do poczat-
kowych wag.

Zlozono$¢é czasowa: Ztozonos¢ wynosi dla kroku:

1. (opcjonalny) Dodanie dodatkowego wierzchotka. O(V)

2. (opcjonalny) Uzycie algorytmu Bellmana-Forda do wyliczenia minimal-
nych wag jakie wchodza do danego wierzchotka. O(EV)

3. (opcjonalny) Przemapowanie wag krawedzi na wagi dodatnie. O(E)

(opcjonalny) Usuniecie dotozonego wezesniej wierzchotka s

5. Wykonanie |V| razy algorytmu Dijkstry - w zaleznosci od wersji z listy
O(V3), z kolejka priorytetowa O(V Elog V)

6. (opcjonalny) Przeliczenie obliczonych odlegtosci z powrotem do poczat-
kowych wag. O(V?)

Najdrozszy jest krok z uzyciem algorytmu Dijkstry, zatem ztozonosé asymp-

totyczna algorytmu wynosi wtasnie tyle.

=

Uwagi: Odpowiednie lematy gwarantuja, ze przewagowanie grafu nie po-
woduje zmiany najkrotszych $ciezek. Podobnie ujemny cykl réwniez bedzie
istnial po przewagowaniu grafu. Wyniki eksperymentéw przedstawiaja wy-
kresy 5.31, 5.32 1 5.33.

5.5. Maksymalny przeplyw

Tak samo, jak mozna interpretowa¢ mape drogowa jako graf i szukaé¢ tam
najkrotszych $ciezek, to mozna rozwazy¢ graf jako sieé przeptywowq (rozdzial
5.5.1) i wykorzystaé ja do badania przeptywu pewnej substancji w tej sieci. W
ten sposo6b mozna modelowaé¢ wiele probleméw, np. obliczanie maksymalnego
przeptywu cieczy w rurach, czesci na liniach produkcyjnych lub pojazdéw na
drogach.
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Rysunek 5.31. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Johnsona w wersji
O(V ElogV) dla grafu dictgraph - dowolne wagi.

Johnson (dictgraph)
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Rysunek 5.32. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Johnsona w wersji
O(V ElogV) dla grafu dictgraph - dodatnie wagi.

Johnson (positive weights) (dictgraph)
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Rysunek 5.33. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Johnsona w wersji
O(V ElogV) dla grafu matrixgraph - dodatnie wagi.

Johnson (positive weights) (matrixgraph)

1.5 T T T T T T T
Johnson (positive weights) sparse =
1 I-Johnson (positive weights) complete L] -
05 | f)=ar*log(VElogV)+b, e e
7 | f(x) = ay*log(VElogV)+b, ——-— T
0+ D /.,/ m
~ . -
w -0.5 - L w i
. PR
.g 1 Ran ' ’//'/ |
= T T
> . L B~ B
3 1.5 e
2 - E/ - -
=t a; = 1.012280 +/- 0.019692
25w by = -5.653140 +/- 0.082695 |
3 | om a; = 0.865168 +/- 0.010412 |
b, =-5.277824 +/- 0.052162
-3.5 | | | | | | | |
2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7
log(V E log V)

5.5.1. Sieé¢ przeplywowa

Sie¢ przeplywowa to graf skierowany G = (V, E) o nieujemnej przepu-
stowosci krawedzi, c(u,v) > 0 dla (u,v) € E. Wyroznia sie dwa wierzchotki:
7rodto source oraz ujscie sink. Zaktada sie, ze w sieci przeptywowej nie wyste-
puja krawedzie przeciwne. Jezeli dany problem zawiera krawedzie przeciwne,
to mozna zbudowaé sie¢ rownowazng bez krawedzi przeciwnych. Na jednej
z krawedzi przeciwnych, np. (u,v) o przepustowosci c(u,v), wprowadza sie
dodatkowy wierzcholek h. Zamiast jednej krawedzi (u,v) mamy wtedy dwie
krawedzie (u, h) i (h,v), obie o przepustowosci rownej c(u, v).

Mozna réwniez badaé sie¢, ktora ma wiele zrodel 1 wiele ujsé. W tym celu
wystarczy doda¢ dodatkowy wierzchotek zrodtowy supersource i potaczyé go
krawedziami skierowanymi do reszty wierzchotkéw zrédtowych z nieskonczo-
ng przepustowoscig. Dla uj$¢ postepujemy analogicznie, a dla takiej prostej
sieci moga by¢ zastosowane algorytmy z tego rozdziatu.

Przeptywem w sieci G nazywamy kazda funkcje f o wartosciach rzeczy-
wistych, speliajaca warunek przepustowosci, 0 < f(u,v) < ¢(u,v), oraz wa-
runek zachowania przeptywu. Wartosciq przeptywu |f| jest taczny przepltyw
opuszczajacy zrodlo minus przepltyw wchodzacy do zrodtia.

Dla danej sieci przeptywowej G = (V| E) i przeplywu f definiuje sie
sie¢ residualng Gy = (V, Ef) o przepustowosci krawedzi c;. Krawedziami
w Ey sy albo krawedzie z E [cf(u,v) = c(u,v) — f(u,v)], albo krawedzie do
nich przeciwne [cf(u,v) = f(v,u)|. Przeplyw w sieci residualnej moze by¢
dozwolony, cho¢ w sieci oryginalnej jest zabroniony.

Sciezkq powieckszajgcg nazywamy Sciezke prosta ze zrodla do ujscia w
sieci residualnej. Przepustowos$é residualna Sciezki powiekszajacej jest to naj-
mniejsza przepustowosé jej krawedzi.
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Rysunek 5.34. Poréwnanie wydajnoséci algorytmu Edmondsa-Karpa oraz
Forda-Fulkersona dla grafu dictgraph.

Przeptywy dictgraph.DictGraph
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5.5.2. Algorytm Forda-Fulkersona

Dane wej$ciowe: Sie¢ przeptywowa; zrodto source i ujscie sink.

Problem: Wyznaczenie maksymalnego przeptywu.

Opis algorytmu: Poczatkowo wykonywana jest inicjalizacja sieci residu-
alnej i zerowego przeptywu. W kazdej iteracji poprzez znajdowanie Sciezki
powrekszajgcej zwicksza sie wyliczany przepltyw sieci. Do znajdowania Sciez-
ki powiekszajacej mozna zastosowa¢ DFS (rozdzial 5.1.2) lub BFS (rozdzial
5.1.1). Chociaz kazda iteracja zwieksza przeplyw, trzeba pamietac, ze po-
szczegblne krawedzie grafu moga zwiekszaé lub zmniejsza¢ przeptyw (zmniej-
sza¢, poniewaz niektore krawedzie moga by¢ bardziej potrzebne na innej
Sciezce). Nalezy zwiekszaé przepltyw od zrodta source do ujscia sink dopoki
jest to mozliwe, czyli dopoki istnieje $ciezka powiekszajaca. W kazdym kroku
dana krawedz moze przyja¢ dodatkowy przeptyw réowny roznicy jej maksy-
malnej pojemnosci a aktualnej wartosci przeplywu w niej, jednak do prze-
plywu w kazdym kroku dodawana jest maksymalna wartosé¢, jaka moze by¢
przepchnieta przez wszystkie krawedzie z aktualnej Sciezki powiekszajace]j,
czyli minimum z wszystkich wczesniej wspomnianych dodatkowych mozli-
wych przepltywow. Sie¢ residualna moze zawiera¢ rowniez krawedzie, ktore nie
wystepuja w oryginalnym grafie. Jako ze algorytm manipuluje przeptywem w
celu zwiekszenia jego ogblnej wartosci, czasem moze potrzebowa¢ zmniejszyé
(wycofac¢) przeptyw na jednej z krawedzi. W celu reprezentowania przypusz-
czalnych zmniejszen (wycofania) przepltywu na krawedzach, nalezy dodac
do sieci krawedzie odwrotne, ktorych przepustowosé wynosi 0, poniewaz nie
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znajdowaly sie one w grafie, czyli nie mozna przez nie pusci¢ dodatkowego
przeptywu, a jedynie wycofaé¢ juz istniejacy.

Zlozono$é¢ czasowa: Zlozonosé jest ograniczona poprzez O(E|f]), ponie-
waz Sciezka powiekszajaca moze by¢ znaleziona w czasie O(FE), a ta z kolei
moze zwickszaé przeptyw co najmniej o 1, az do maksymalnej wartosci prze-
plywu |f].

Uwagi: Przedstawiona implementacja algorytmu Forda-Fulkersona do znaj-
dowania $ciezki powiekszajacej wykorzystuje algorytm DFS w wersji ze sto-
sem. Przeplywy sa umieszczone w tablicy dwuwymiarowej (stownik stowni-
kow), przy czym przeplyw ujemny oznacza, ze prawdziwy przeplyw jest w
kierunku przeciwnym.

Listing 5.12. Modut fordfulkerson.py
#1 Jusr/bin/python

# Kod inspirowany implementacja ze strony
# http://en. wikipedia. org/wiki/Ford-Fulkerson__algorithm

from model.edge import Edge
from Queue import LifoQueue

import copy
class FordFulkerson(object):

@staticmethod
def execute(graph, source, sink):
copied_graph = copy.deepcopy(graph) ﬁéresidual network
for edge in graph.iteredges():
copied_graph.add_edge (Edge (edge.target, edge.source, 0))
flows = {}
for node in copied_graph.iternodes():
flows[node] = {}
while True:
min_capacity, parent = FordFulkerson._find_path(
copied_graph, source, sink, flows)
if min_capacity ==
break
target = sink
while target != source:
node = parent[target]
flows[node] [target] = (
flows[node].get(target, 0) + min_capacity)
flows[target] [node] = (
flows[target].get(node, 0) — min_capacity)
target = node
max_flow = sum(flows[source].get(node, 0)

for node in copied_graph.iternodes())

60
8795165528(64)



return max_flow, flows

@staticmethod
def _find_path(residual, source, sink, flows):
parent = {}
for node in residual.iternodes():
parent[node] = None
capacity = {source: float("inf")}
stack = LifoQueue()
stack.put (source)
while not stack.empty():
node = stack.get()
for edge in residual.iteroutedges(node):
cap = edge.weight — flows[edge.source].get(edge.target, 0)

if cap > 0 and parent[edge.target] is None:

parent[edge.target] = edge.source
capacity[edge.target] = min(capacity[edge.source], cap)
if edge.target != sink:

stack.put (edge.target)
else:
return capacity[sink], parent

return 0, parent

5.5.3. Algorytm Edmondsa-Karpa

Dane wej$ciowe: Sieé¢ przeplywowa; zrodlo source i ujscie sink.
Problem: Wyznaczenie maksymalnego przeplywu.

Opis algorytmu: Algorytm jest specjalizacja algorytmu Forda-Fulkersona
(rozdzial 5.5.2), ktora poprawia jego ztozonos¢. Ulepszenie polega na innym
wyborze §ciezki powiekszajacej, tj. uzywajac BFS (rozdzial 5.1.1) wybiera
ciezke (od zrodla sink do ujscia sink) o najmniejszej liczbie krawedzi. Z

s 0 e

szajacych nie maleja. Reszta odbywa si¢ jak w algorytmie Forda-Fulkersona.

Zlozono§é czasowa: Zlozonos¢ wynosi O(V E?), poniewaz liczba iteracji
zwickszajacych przeptyw to O(V E). Dlatego, ze na kazdej Sciezce powiek-
szajacej wystepuje co najmniej jedna krawedz, ktora jest krytyczna, co zna-
czy, ze ona decyduje jaki maksymalny przeptyw ma cala $ciezka, a kazda
krawedz |E| moze by¢ krytyczna maksymalnie |V|/2 razy. Kiedy krawedz
osiggnie krytyczne zapelnienie, znika z sieci przeptywowej. Ponadto nie moze
sie powtornie pojawia¢ dopoki inna $ciezka powiekszajaca nie wycofa prze-
plywu na tej krawedzi. Krawedz moze staé sie ponownie krytyczna, jesli na
Sciezce przybyto co najmniej 2 krawedzie, dlatego moze sta¢ sie |V|/2 razy
krytczna. Wyszukanie najkrotszej Sciezki to z kolei czas O(E), jaki zajmuje
BFS (rozdzial 5.1.1).
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Listing 5.13. Modul edmondskarp.py

#1 Jusr/bin/python
# Algorytm implementujacy pseudokod ze strony
# http://en. wikipedia. orq/wiki/Edmonds-Karp _algorithm

from model.edge import Edge
from Queue import Queue

import copy
class EdmondsKarp(object):

@staticmethod
def execute(graph, source, sink):
copied_graph = copy.deepcopy(graph) #4residual network
for edge in graph.iteredges():
copied_graph.add_edge (Edge (edge.target, edge.source, 0))
flows = {}
for node in copied_graph.iternodes():
flows[node] = {}
while True:
min_capacity, parent = EdmondsKarp._find_path(
copied_graph, source, sink, flows)
if min_capacity == 0:
break
target = sink
while target != source:
node = parent[target]
flows[node][target] = (
flows[node].get(target, 0) + min_capacity)
flows[target][node] = (
flows[target].get(node, 0) — min_capacity)
target = node
max_flow = sum(flows[source].get(node, 0)

for node in copied_graph.iternodes())
return max_flow, flows

@staticmethod
def _find_path(residual, source, sink, flows):
parent = {}
for node in residual.iternodes():
parent[node] = None
capacity = {source: float("inf")}
queue = Queue()
queue.put (source)
while not queue.empty():
node = queue.get()

for edge in residual.iteroutedges(node):
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Rysunek 5.35. Test ztozonoéci obliczeniowej algorytmu Edmondsa-Karpa w
wersji O(V E?) dla grafu dictgraph.
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g _ b2 =:5.893731 +/- 0.153511

0 e _mo—F5 " a3=0.942314 +/-0.031614 -
,,}»/ﬁ?ﬁmﬁ‘ bz = -5.893731 +/- 0.198853

2+ = as = 0.942314 +/- 0.025874
¥ bs = -5.893731 +/- 0.162750

_4 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18
log(VE2)

cap = edge.weight — flows[edge.source].get(edge.target,

if cap > 0 and parent[edge.target] is None:

parent[edge.target] = edge.source

capacity[edge.target] =

if edge.target !=

sink:

min(capacity[edge.source],

queue.put (edge.target)

else:

return capacity[sink], parent

return 0, parent

®

cap)
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Rysunek 5.36. Test ztozonosci obliczeniowej algorytmu Edmondsa-Karpa w

log(time [s])

Rysunek 5.37. Poréwnanie czasu wykonania algorytmu Edmondsa-Karpa dla

time [s]
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wersji O(V E?) dla grafu matrixgraph.

Edmonds-Karp O(VEZ2) (matrixgraph)

T T T T T
Edmonds-Karp O(VE2) sparse |E|=10]|V| =
|_Edmonds-Karp O(VE?2) complete . i
Edmonds-Karp O(VE2) complete |E|=25%|V2|/2 .
| Edmonds-Karp O(VE2) complete |E|=50%]|V?|/2 . ]
f(x) = a;*log(VE2)+b, e T
f(x) = ay*log(VE2)+b, T
~f(x) = a3*log(VEZ)+bs PR -
f(x) = az*log(VE?)+by “ap = 0.463742 +/- 0.031871 -
B "o _b17=-4.117054 +/-07200466-
* _*"" a; =0.898992 +/- 0.033435
N _@—"hy =-5.766814 +/- 0.210306_|
a3z = 0.898992 +/- 0.045402
b3 = -5.766814 +/- 0.285576
B asz = 0.898992 +/- 0.035222 |
bs = -5.766814 +/- 0.221545
1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14

grafu dictgraph oraz matrixgraph |V| = 500.

Czasy wykonania Edmondsa-Karpa dla dictgraph i matrixgraph

I T I T T T
Edmonds-Karp dictgraph complete |V|=500
Edmonds-Karp matrixgraph complete |V|=500

100

% of max possible |E|
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Rysunek 5.38. Poréwnanie czasu wykonania algorytmu Edmondsa-Karpa dla
grafu dictgraph oraz matrixgraph |V| = 1000.

Czasy wykonania Edmondsa-Karpa dla dictgraph i matrixgraph
450

I T T T T T T T T
Edmonds-Karp dictgraph complete |V|=1000 —

400 —Edmonds-Karp matrixgraph complete |V|=1000 e - b
350 - B
300

250

time [s]

200
150
100
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100

% of max possible |E|
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6. Podsumowanie

W niniejszej pracy przedstawiono pythonowa implementacje grafow wa-
zonych i wielu algorytmoéow dziatajacych na takich grafach. Kod zrédtowy
algorytmow w wielu wypadkach jest bliski pseudokodowi uzywanemu w ksigz-
kach i artykutach informatycznych, ale poza tym mozna go uruchomié¢ na
komputerze z zainstalowanym Pythonem. Naszym zdaniem ma to wielkg war-
tos¢ dydaktyczng, poniewaz mozna tatwo eksperymentowac, sprawdzac rézne
rozszerzenia i warianty algorytmoéw, wreszcie mozna rozwigzywaé konkretne
problemy obliczeniowe.

Prezentowany kod spelnia standardy ze Swiata Pythona (zgodnosé¢ z PEPS),
ale takze propaguje dobre praktyki programowania: dobrze dobrane nazwy
zmiennych, modularnosé, komentarze w kluczowych punktach programu. Kod
jest dobrze przetestowany pod wzgledem poprawnosci (testy jednostkowe),
ale takze pod wzgledem wydajnosci. Aby korzysta¢ z przygotowanych w
pracy moduléw, nalezy umiesci¢ katalog src projektu na §ciezce przeszuki-
wania modutéw Pythona, np. mozna dolaczy¢ nazwe katalogu do zmiennej
PYTHONPATH.

W pracy zdefiniowano interfejs grafow i podano dwie rézne jego realizacje,
stownikowg i macierzowa. 7 testow wynika, ze implementacja stownikowa w
wiekszosci przypadkow jest tak szybka, jak implementacja macierzowa, a przy
tym jest bardziej oszczedna pamieciowo dla grafow rzadkich. Zaktadane cele
pracy zostaly osiggniete. Jest jasne, ze kod napisany w Pythonie zwykle nie
bedzie szybszy niz ten napisany w jezyku C/C++, czy Java. Jednak ogromna
zaleta Pythona jest czytelnos¢ kodu, mozliwo$é szybkiego tworzenia dzialaja-
cych prototypow programoéow, aby sprawdzi¢ r6zne koncepcje programistycz-
ne. Czasem wystarczy przepisa¢ do innego jezyka tylko pewien krytyczny
fragment programu, aby mie¢ w petni funkcjonalng aplikacje.

W $wiecie wolnego oprogramowania mozna znalezé wiele bibliotek grafo-
wych, réwniez napisanych w Pythonie. Najbardziej rozbudowana wydaje sie
biblioteka NetworkX [10], a inne mozna znalez¢ na stronach Python Package
Index [11]|. Funkcjonalnosé tych bibliotek jest zwykle wieksza niz naszego
kodu, poniewaz majg za soba wiele lat rozwoju i sztab programistow. Jednak
w zadnym zbadanym przypadku kod Zrodtowy nie byt tak przejrzysty, aby
mogt stuzyé do nauki algorytmoéw. 7 reguty stosowane sa zaawansowane kon-
strukcje jezyka Python, jest duzo udogodnien dla uzytkownika, ktore jednak
zaciemniaja sedno uzytych algorytmow.
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A. Kod zZrédlowy dla klas
krawedziowych

W tym dodatku przedstawimy kod zZrodtowy klas reprezentujacych kra-
wedzie skierowane (klasa Edge) i nieskierowane (klasa UndirectedEdge).

A.1. Klasa Edge

Listing A.1. Modul edge.py

A1 Jusr/bin/python
class Edge(object):

def __init__(self, source, target, weight=1):
self.source = source
self.target = target
self.weight = weight

def inverted(self):

return Edge(self.target, self.source, self.weight)
__invert__ = inverted

def __repr__(self):
return "Edge(%s, %s, %s)" % (
repr(self.source), repr(self.target), repr(self.weight))

def __hash__(self):
h = 7 + hash(self.source)
h = h % 17 + hash(self.target)
return h

def __eq__(self, other):

return self.source == other.source and self.target == other.target

def __ne__(self, other):
return not self == other

def 1t__(self, other):

return self.weight < other.weight
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def __gt__(self, other):

return self.weight > other.weight

def __le__(self, other):

return not self > other

def __ge__(self, other):

return not self < other

A.2. Klasa UndirectedEdge

Listing A.2. Modut undirectededge.py

#1 Jusr/bin/python
import model.edge
class UndirectedEdge (model.edge.Edge):

def __init__(self, source, target, weight=1):
if source > target:
self.source, self.target = target, source
else:
self.source, self.target = source, target

self.weight = weight

def __repr__(self):
return "UndirectedEdge (%s, %s, %s)" % (
repr(self.source), repr(self.target), repr(self.weight))

def __hash__(self):
h = 7 + hash(self.source) + hash(self.target)

return h
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B. Kod zZzrédlowy dla klas grafowych

Interfejs klas grafowych zostat zawarty w abstrakcyjnej klasie bazowej
BaseGraph. Nastepnie ten interfejs zostal zrealizowany na dwa rézne sposoby,
w implementacji stownikowej (klasa DictGraph) i implementacji macierzowej
(klasa MatrixGraph). Ponizej prezentujemy kod Zrodtowy tych klas.

B.1. Klasa BaseGraph

Listing B.1. Modut basegraph.py

A1 Jusr/bin/python
from abc import ABCMeta, abstractmethod

class BaseGraph(object):
# For tests: isinstance(x, BaseGraph).

__metaclass__ = ABCMeta

@abstractmethod
def is_directed(self):

pass

@abstractmethod
def v(self):

pass

@abstractmethod
def e(self):
pass

@abstractmethod
def has_node(self, node):

pass

@abstractmethod
def add_node(self, node, value=None):

pass

@abstractmethod
def get_value(self, node):

pass
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@abstractmethod
def set_value(self, node):

pass

@abstractmethod
def del_node(self, node):

pass

remove_node = del_node

@abstractmethod
def add_edge(self, edge):

pass

@abstractmethod
def del_edge(self, edge):

pass

remove_edge = del_edge

@abstractmethod
def has_edge(self, edge):

pass

@abstractmethod
def iteradjacent(self, node):

pass

@abstractmethod
def iteroutedges(self, source):

pass

@abstractmethod
def iterinedges(self, source):

pass

@abstractmethod
def iternodes(self):

pass

@abstractmethod
def iteredges(self):

pass

@abstractmethod
def weight(self, edge):
pass
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@abstractmethod

def

__eq__(self, other):

pass

@abstractmethod

def __

ne__(self, other):

pass

@abstractmethod

def

add_graph(self, other):

pass

@abstractmethod

def

show(self):

pass

B.2. Klasa DictGraph

Listing B.2. Modut dictgraph.py

#1 Jusr/bin/python

from model.basegraph import BaseGraph

from model.edge import Edge

class Di

def

def

def

def

def

def

1714784100(75)

ctGraph(BaseGraph):

__init__(self, directed=False):
self.edges = {}
self.nodes = {}

self.directed = directed

is_directed(self):

return self.directed

v(self):

return len(self.nodes)

e(self): # could be faster

return sum(l for edge in self.iteredges())

has_node (self, node):

return node in self.nodes

add_node(self, node, value=None):
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self.nodes[node] = value

def get_value(self, node):

return self.nodes[node]

def set_value(self, node, value):

self.nodes[node] = value

def remove_node(self, node):

# remove node with inedges and outedges

for edge in list(self.iterinedges(node)):
self.del_edge(edge)

if self.directed:
for edge in list(self.iteroutedges(node)):

self.del_edge (edge)
del self.nodes[node]

del_node = remove_node

def add_edge(self, edge):
if edge.source == edge.target:
raise ValueError("loops are forbidden")
if not edge.source in self.nodes:
self.nodes[edge.source] = None
if not edge.target in self.nodes:

self.nodes[edge.target] = None

if not self.directed:
if not edge.target in self.edges:
self.edges[edge.target] = {}
if edge.source not in self.edges[edge.target]:
self.edges[edge.target][edge.source] = edge.weight
else:

raise ValueError("parallel edges are forbidden")

if not edge.source in self.edges:
self.edges[edge.source] = {}

if edge.target not in self.edges[edge.source]:
self.edges[edge.source][edge.target] = edge.weight

else:

raise ValueError("parallel edges are forbidden")

def remove_edge(self, edge):
if not self.directed:
del self.edges[edge.target][edge.source]
del self.edges[edge.source][edge.target]

del_edge = remove_edge
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def has_edge(self, edge):
return (edge.source in self.edges) and (

edge.target in self.edges[edge.source])

def iteradjacent(self, node):
if not node in self.edges:
return iter([])

return self.edges[node].iterkeys()

def iteroutedges(self, source):
if source in self.edges:
for (target, weight) in self.edges[source].iteritems():

yield Edge(source, target, weight)

def iterinedges(self, source):
if self.is_directed():
for (target, sources) in self.edges.iteritems(): ﬁétﬂne C”}Q
if source in sources:
yield Edge(target, source, sources[source])
else:
for target in self.edges[source]:

yield Edge(target, source, self.edges[target][source])

def iternodes(self):

return self.nodes.iterkeys()

def iteredges(self):
for (source, adj) in self.edges.iteritems():
for (target, weight) in adj.iteritems():
if self.directed or source < target:

yield Edge(source, target, weight)

def weight(self, edge):
if edge.source in self.edges and edge.target in self.edges[edge.source]:
return self.edges[edge.source][edge.target]
else:

return 0 7 MatrizGraph compatibility

def __eq__(self, other):
if self.is_directed() is not other.is_directed():
return False
if self.v() != other.v(Q):
return False
for node in self.iternodes(): # time C%IO
if not other.has_node(node):
return False
for edge in self.iteredges(): # time O(E)

73
1655194600(77)



if not other.has_edge(edge):
return False
return True
def __ne__(self, other):

return not self == other

def show(self):
for source in self.iternodes():
print source, ":",
for edge in self.iteroutedges(source):
print "%s(%s)" % (edge.target, edge.weight),
print

def add_graph(self, other):
for node in other.iternodes():
self.add_node (node)
for edge in other.iteredges():
self.add_edge (edge)

B.3. Klasa MatrixGraph

Listing B.3. Modul matrixgraph.py

#1 Jusr/bin/python

from model.basegraph import BaseGraph
from model.edge import Edge

class MatrixGraph(BaseGraph):

def __init__(self, n, directed=False):
self.n = n
self.directed = directed
self.data = [[0] * self.n for node in xrange(self.n)]

def is_directed(self):

return self.directed

def v(self):

return self.n

def e(self):
counter = self.n**2
for source in xrange(self.n):

non_edges_number = self.data[source].count(0)
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counter —= non_edges_number

return counter if self.directed else counter / 2

def has_node(self, node):

return True i1f ® <= node < self.n else False

def add_node(self, node, value=None):

pass

def get_value(self, node):

pass

def set_value(self, node):

pass

def del_node(self, node):

for source in xrange(self.n):

self.data[source][node] = 0

1
[=]

self.data[node] [source]

remove_node = del_node

def add_edge(self, edge):
if edge.source == edge.target:
raise ValueError("loops are forbidden")
if self.data[edge.source][edge.target] ==
self.data[edge.source][edge.target] = edge.weight
else:
raise ValueError("parallel edges are forbidden")
if not self.directed:
if self.data[edge.target][edge.source] == 0:
self.data[edge.target][edge.source] = edge.weight
else:

raise ValueError("parallel edges are forbidden")

def del_edge(self, edge):
self.data[edge.source][edge.target] = 0
if not self.directed:

self.data[edge.target][edge.source] = 0

remove_edge = del_edge

def has_edge(self, edge):

return self.data[edge.source][edge.target] != 0

def iteradjacent(self, node):
for target in xrange(self.n):
if self.data[node][target] != 0:
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yield target

def iteroutedges(self, source):
for target in xrange(self.n):
if self.data[source][target] != 0:
yield Edge(source, target, self.data[source][target])

def iterinedges(self, source):
for target in xrange(self.n):
if self.data[target][source] != 0:
yield Edge(target, source, self.data[target][source])

def iternodes(self):
return iter(xrange(self.n))

def iteredges(self): # time O(Vix2)
for source in xrange(self.n):
for target in xrange(self.n):
if self.data[source][target] != ® and (self.directed or source < target):

yield Edge(source, target, self.data[source][target])

def weight(self, edge):
return self.data[edge.source][edge.target]

def show(self):
for source in self.iternodes():
print source, ":",
for edge in self.iteroutedges(source):
print "%s(%s)" % (edge.target, edge.weight),

print

def __eq__(self, other):
if self.is_directed() is not other.is_directed():
return False
if self.v() != other.v(Q):
return False
for node in self.iternodes(): # time O(V)
if not other.has_node(node):
return False
if self.e() != other.e(): # time CVV%*?)
return False
for edge in self.iteredges(: # time O(Vix2)
if not other.has_edge(edge):
return False
return True

def ne__(self, other):

return not self == other
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def add_graph(self, other):

for node

self.

for edge

self.

in other.iternodes():
add_node (node)
in other.iteredges():
add_edge (edge)
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C. Testy dla klas grafowych

W tym dodatku przedstawimy wyniki testow, w ktorych sprawdzono za-
potrzebowanie na pamieé¢ przy przetwarzaniu graféw, a takze zbadano wy-
dajnos¢ czasowg wybranych operacji na grafach.

C.1. Wymagania pamieciowe grafow

Przy przetwarzaniu graféw wazna jest znajomos¢ zapotrzebowania na pa-
mie¢ operacyjna oraz dyskowa, kiedy chcemy trwale zapisaé¢ obiekty grafow.
Zbadamy przede wszystkim wielkosci grafow, ktore sa zachowywane na dysku
za pomoca standardowego modutu pickle do serializacji obiektow. W prakty-
ce do zapisu lub odeczytu grafu z pliku dyskowego potrzeba okoto dwa razy
wiekszej ilosci pamieci operacyjnej, niz wielkos¢ pliku dyskowego.

C.1.1. Wymagania pamieciowe implementacji stownikowej

Graf oparty na implementacji stownikowej zajmuje pamie¢ proporcjonal-
nie do liczby wierzchotkow i krawedzi O(V + E). Rozmiar grafu w pamieci z
samymi wierzchotkami bez krawedzi bedzie sie skalowal jak O(V'). Zaleznosci
te sa takie same dla grafow skierowanch (rys. C.4) i nieskierowanych (rys.
C.5 oraz rys. C.1). Implementacja zawarta w tej pracy tworzy graf nieskiero-
wany tak, ze jednej krawedzi nieskierowanej odpowiadaja wewnetrznie dwie
krawedzie skierowane. W zwiazku z tym graf nieskierowany bedzie zajmowatl
w pamieci okoto 2 razy tyle miejca co graf skierowany, kiedy |E| jest znacznie
wieksze od |V (rys. C.2 oraz rys. C.3). Na rysunku C.3 mozna zauwazyé te
zaleznos¢, bo wykres grafu nieskierowanego |E| = |V| natozyt sie z wykresem
dla grafu skierowanego |E| = 2|V|. Na rysunku C.3 wida¢ takze, ze wielkos¢
grafu jest taka sama dla skierowanego badz nieskierowanego grafu, kiedy
rozwaza sie same wierzchotki bez krawedzi (wykresy natozyly sie na siebie).

C.1.2. Wymagania pamieciowe implementacji macierzowej

Graf oparty na implementacji macierzowej zajmuje pamieé¢ proporcjonal-
nie do kwadratu liczby wierzchotkow O(V?) i nie ma znaczenia, czy jest to
graf gesty czy rzadki, skierowany (rys.C.7) czy nieskierowany (rys.C.8), bo
zaalokowana pamiec i tak zawsze wynosi w przyblizenu tyle samo - tworzona
jest kwadratowa macierz sasiedztwa. Rys. C.6 pokazuje rozmiar pamieci po-
trzebny na alokacje graféw skierowanych i nieskierowanych. Wida¢, ze pamie¢
potrzebna na alokacje grafow rzadkich i bez krawedzi wynosi w przyblizeniu
tyle samo, ale grafy geste zajmuja wiecej niz pozostale, ponadto graf pelny
nieskierowany wiecej niz pelny skierowany. Jest to efekt uboczny serializacji,
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zero to jeden znak, a inne liczby moga mie¢ wiecej cyfr. W pamieci opera-
cyjnej grafy beda zajmowaé tyle samo miejsca.

C.1.3. Poréwnanie pamieciowe implementacji macierzowej i
slownikowe}j

Rozmiar grafu w implementacji macierzowej jest mniej wiecej staty w za-
leznosci od liczby krawedzi. Rozmiar grafu w implementacji stownikowej jest
zmienny. Rysunek C.9 zawiera zestawienie rozmiaréw graféw skierowanych
i nieskierowanych dla implementacji stownikowej i macierzowej w zaleznosci
od liczby wierzchotkow. Rysunek C.11 przedstawia poréwnanie rozmiardéw
grafow pelnych nieskierowanych dla |V| = 1000. Rysunek C.10 przedstawia
poréwnanie rozmiar6ow grafow pelnych skierowanych dla |V| = 1000. Wida¢
tutaj, ze mniej wiecej przy polowie zapeinienia maksymalnej liczby mozli-
wych krawedzi, implementacja stownikowa zaczyna zajmowaé wigcej pamieci.
Dzieje sie tak dlatego, ze stuktura danych stownika zajmuje wiecej miejsca
niz prosta tablica, ponadto przy przekroczeniu pewnego wspotczynnika za-
pelnienia nastepuje realokacja pamieci. Trzeba réwniez mie¢ na uwadze, ze
stownik alokuje troche wiecej pamieci niz aktualnie potrzebuje.

C.1.4. Poréwnanie wydajno$ciowe wybranych operacji na
implementacji macierzowej i stlownikowej

Rysunek C.12 zawiera wykres $redniego czasu dostepu do wagi krawedzi.
Widaé, ze czas jest staly, ale implementacja macierzowa jest szybsza. Wy-
nika to z tego, ze stowniki wewnatrz swojej implementacji obliczaja funkcje
hashujace, co stanowi wlasnie ten narzut.

Rysuek C.13 zawiera wykres Sredniego czasu iteracji przypadajacego na
jedna krawedz. Iteracja po krawedziach w implementacji stownikowej ma zto-
zonos¢ O(F), czyli czas przypadajacy na jedna krawedz jest staly. Iteracja
po krawedziach w implementacji macierzowej ma ztozono$é¢ O(V?). Dla grafu
gestego widaé stala zaleznosé, poniewaz krawedzi jest wlasnie O(V?), Nato-
miast dla grafu rzadkiego wida¢ liniowa zalezno$é¢, co oznacza ze na kazda
krawedz przy iteracji przypada $rednio O(V') operacji.
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Rysunek C.1. Poréwanie wielkosci grafow nieskierowancych w pamieci dla
dictgraph, w zaleznosci od V + E.

dictgraph, directed=False

9 T I \
sparse dictgraph |E|=2|V| o
g L complete dictgraph ° X
empty dictgraph &
7 Ltree dictgraph [E|=|V|-1 © i
= f(x)=a1*x+bq — -
o 6 7f(x)=a2*x+b2 E— |
£ f(x)=az*x+bs
8
N5 -
Q
£ 4r n
8 a; = 0.959413 +/- 0.015586
3+ b; = 1.445131 +/- 0.039991 —
ap = 0.998799 +/- 0.006084
2 L B b, = 1.373805 +/- 0.026207 _|
- asz = 0.998799 +/- 0.015799
1 | | | . b3 =1.373805 +/- 0.063826
0 1 2 3 4 5 6 7
log(V+E)

Rysunek C.2. Porowanie wielkosci graféow skierowanych i nieskierowancych
dla graféow gestych w pamieci dla dictgraph, w zaleznosci od V.

dictgraph pickle complete

T T T T T

sparse dictgraph directed |E| —
| sparse dictgraph directed |E| - e -
complete dictgraph directed u
empty dictgraph directed — -
7 rsparse dictgraph undirected |E|=|V| —ees
sparse dictgraph undirected |E|=2|V]| ——"
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Rysunek C.3. Porowanie wielkosci graféow skierowanych i nieskierowancych
dla graféw rzadkich w pamieci dla dictgraph, w zaleznosci od V.

dictgraph, sparse: [E|=|V|, |E|=2]|V]|
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Rysunek C.4. Sprawdzanie wielkosci graféw skierowanych w pamieci dla dict-
graph, w zaleznosci od V.

dictgraph, directed=True, sparse: |E|=|V|, |E|=2|V]|
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C.5. Sprawdzanie wielkosci graféw nieskierowanych w pamieci dla
dictgraph.

dictgraph, directed=False, sparse: |E|=|V|, |E|=2|V|

T T
sparse dictgraph |[E|=|V|
|sparse dictgraph |E|=2|V]|

complete dictgraph
| empty dictgraph
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C.6. Porowanie wielkosci grafow skierowanych i nieskierowancych

w pamieci dla matrixgraph, w zaleznosci od V.

matrixgraph pickle
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Rysunek C.7. Sprawdzanie wielkosci grafow skierowanych w pamieci dla ma-
trixgraph, w zaleznosci od V.

matrixgraph, directed=True, sparse: |E|=|V|, |E|=2|V]|
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Rysunek C.8. Sprawdzanie wielkosci graféw nieskierowanych w pamieci dla
matrixgraph, w zaleznosci od V.
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Rysunek C.9. Poréwnanie rozmiaru graféow dla implementacji stownikowe;j i
macierzowe;j.

matrixgraph, sparse: |E|=|V|, |E|=2|V]|
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Rysunek C.10. Por6wnanie rozmiaru grafu (macierzowego i stownikowego)
skierowanego dla |V| = 1000, w zaleznosci od liczby krawedzi.

Poréwnanie gestych graféw skierowanych dictgraph, matrixgraph |V|=1000

(file size in [B])
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Rysunek C.11. Por6wnanie rozmiaru grafu (macierzowego i stownikowego)
nieskierowanego dla |V| = 1000, w zaleznosci od liczby krawedzi.

Poréwnanie gestych graféw nieskierowanych dictgraph, matrixgraph |V|=1000
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Rysunek C.12. Sprawdzenie czasu dostepu do wagi krawedzi.

Sprawdzenie czasu dostepu G.weight(edge)
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Rysunek C.13. Sprawdzenie czasu iteracji po krawedziach.

Sprawdzenie czasu iteracji po krawedziach G.iteredges()
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