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Abstract

The goal of this thesis is to formulate a theory of superconductivity of the BCS type in the
case of spin-dependent masses of quasiparticles (m; # m,). In chapter 1 we review the theoretical
description of the superconducting state. We also summarize the theory of mass spin dependence
and stress the modification of the Landau Fermi-liquid theory resulting from the mass splitting. In
chapter 2 we consider a single Cooper pair of quasiparticles with the spin-dependent masses. We
derive an analytic solution in the case of zero center-of-mass momentum, Q = 0. In chapter 3 we
provide the numerical solution which depends on the center-of-mass momentum. It turns out that
a moving pair has a greater binding energy than the motionless one. We also discuss the reason
behind the lack of proper symmetry of a moving pair, which constitutes the fundamental difference
between standard Cooper pairs and those with spin-split masses. Chapter 4 contains the Bardeen-
Cooper-Schrieffer (BCS) theory for the case of motionless pairs. We derive an analytic formula
for the binding energy in the case of zero temperature. Dependence of the binding energy on the
magnetic field and the temperature has been examined numerically. In chapter 5 we provide a
summary of the results. We also discuss a possible application of our theory to the CeColns system,
in which both the Fulde-Ferrel-Larkin-Ovchinnikov state (FFLO - state with moving pairs), as well

as the spin-dependent masses in the normal state, have been observed.



Streszczenie

Celem pracy jest sformutowanie teorii nadprzewodnictwa typu BCS przy spinowo-zaleznych ma-
sach kwaziczastek (my # m|). W rozdziale 1 podajemy jezyk opisu teoretycznego stanu nadprze-
wodzacego oraz przedstawiamy skrotowo teorie zwigzanag z rozszczepieniem spinowym mas kwazi-
czastek, a takze omawiamy modyfikacje teorii Landaua cieczy Fermiego, ktéra takie rozszczepienie
mas wprowadza. Koncepcje te sg punktem wyjscia do sformutowania teorii nadprzewodnictwa przy
spinowo-zaleznych masach. W rozdziale 2 rozwazono pojedyncza pare Coopera przy masie zaleznej
od kierunku spinu czastki (m; # m|). Przedyskutowano sposéb wprowadzenia takich mas do ha-
miltonianu efektywnego oraz przedstawiono rozwigzanie analityczne przy zerowym pedzie srodka
masy pary Q = 0. W rozdziale 3 zaprezentowano rozwigzanie numeryczne, przy pomocy ktoérego
szuka sie stanu o najnizszej energii minimalizujac ja wzgledem pedu Q. Okazuje sie, ze rozwigzanie
z niezerowym pedem Q jest korzystniejsze energetycznie od rozwiazania z Q = 0 realizujacego
sie dla my = m; = m. Omoéwiono takze przyczyne braku odpowiedniej symetrii funkeji falowej
takiej pary Coopera, co stanowi o fundamentalnej réznicy pomiedzy zwyklymi parami Coopera i
tymi ze spinowo-zaleznymi masami. Rozdziat 4 dotyczy teorii Bardeena-Coopera-Schrieffera (BCS)
z zerowym pedem par Coopera przy masach kwaziczastek zaleznych od spinu. Wyprowadzono tu
wyrazenie analityczne na energie wigzania w zerowej temperaturze. Obliczono numerycznie zalez-
nos¢ energii wigzania od temperatury i pola magnetycznego. W rozdziale 5 podsumowano prace
oraz omowiono zastosowanie wprowadzonej teorii do opisu zwigzku CeColns, w ktérym zaobserwo-
wano rozszczepione masy w stanie normalnym oraz przejscie ze stanu BCS do stanu Fulde-Ferrella-

Larkina-Owczynnikowa (FFLO) - stanu z niezerowym pedem par Coopera.

Motywacja

Teoria nadprzewodnictwa ze spinowo-zaleznymi masami kwaziczastek jest potrzebna ze wzgledu
na odkrycie takich mas na podstawie pomiaréow efektu de Haasa van Alphena w nadprzewodniku
ciezkofermionowym CeColns [1]. Przeprowadzone pomiary wykazaly, ze w stanie normalnym w
polach powyzej H.o masy kwaziczastek z poziomu 4 f ulegaja spinowemu rozszczepieniu. Dodatkowo
zaobserwowano faze Fulde-Ferrella-Larkina-Owczynnikowa (FFLO) [2, 3, 4] w tym samym zwiazku
w stanie nadprzewodzacym blisko H. [5, 6] (por. rys. 5.1). Przypuszczamy, ze te dwa fakty sa ze
soba powigzane i za pojawienie sie dobrze okreslonej fazy FFLO moze odpowiadaé¢ wystepowanie w
uktadzie spinowo-zaleznych mas. W opisie teoretycznym uktadu CeColns teoria nadprzewodnictwa
ze spinowo-zaleznymi masami kwaziczastek moze zatem odegra¢ znaczaca role. Celem pracy jest

sformutowanie zarysow takiej wtasnie teorii.



Stowo wstepne

Oznaczenia i konwencje

W pracy tej czesto pojawiaja sie okreslenia bedace pewnego rodzaju zargonem w fizyce ciata
statego. I tak, wektor falowy k jest zamiennie nazywany pedem, kwazipedem oraz wektorem falo-
wym. W zasadzie okreslenie go pedem nie jest do konca poprawne, gdyz w stanie Blocha nie jest
on wartoscig wtasng tylko wartoscig srednig operatora pedu, ale tak przyjeto sie mowi¢. Nastepnie,
zamiennie uzywamy okreslen czgstka i kwaziczgstka mimo, ze mamy do czynienia tylko z kwaziczast-
kami. Kolejna konwencja wymagajacag komentarza jest oznaczanie wektora przez pogrubiony znak
k =k, a warto$ci wektora przez znak niepogrubiony |k| = |k| = k. Przestrzeni wektoréw falowych
k bedziemy nazywali przestrzenia odwrotna. Przez o oznaczamy rzut spinowego momentu magne-
tycznego (a nie spinu!) na kierunek pola magnetycznego B; zatem p? = gs%uB o, gdzie g, = 2.0023.
Wartos¢ o = 41 bedziemy tez symbolicznie oznaczaé¢ przy pomocy strzatek o = 1 odpowiada o =T,
natomiast 0 = —1 jest ekwiwalentne z 0 = |. Przez o7, i = 1, 2 rozumiemy operator z-owej sktado-
wej (zgodnej z polem) spinowego momentu magnetycznego i-tego elektronu o wartosciach wtasnych
+1. Stany spinowe oznaczamy przy pomocy strzalek. W stanie |1 T)|2 |) pierwszy elektron ma
spinowy moment magnetyczny skierowany zgodnie z polem, a drugi - przeciwnie do pola. Poniewaz
okreslenie rzut spinowego momentu magnetycznego jest dtugie i czesto z niego korzystamy, to odtad
zastapimy je przez rzut spinu. Przez rzut spinu zawsze bedziemy wiec rozumieli rzut spinowego mo-
mentu magnetycznego. W calej pracy rozpatrujemy uktady trojwymiarowe, chyba ze zaznaczono

inaczej.

Pole magnetyczne

Pole magnetyczne jest skierowane "w gore” osi z. W ramach tej pracy opisano oddziatywanie
elektronow ze staltym polem magnetycznym tylko poprzez spinowy wyraz Zeemana. Magnetyzm or-
bitalny Landaua jest bardzo trudno uwzgledni¢ w przedstawionych rachunkach. Ponadto, pokazano
dla uktadu CeColns, ze paramagnetyzm Pauliego mocno przewaza nad efektami orbitalnymi [6, 7]
co jest cechg ogdlna wymagana do obserwacji fazy FFLO [8]. Tak wiec, wszedzie gdzie napisano, ze
uwzgledniono pole magnetyczne chodzi tylko i wylacznie o wyraz Zeemana. Oczywiscie pole magne-
tyczne wnika w nadprzewodnik w postaci sieci wiréw, czego réwniez nie uwzgledniamy. Mozliwo$é

wspolistnienia fazy FFLO i sieci wiréw udowodniono w pracy [8].

1



Rozdziat 1

Wprowadzenie oraz sformutowanie

problemu

W rozdziale tym podsumujemy najpierw oryginalne podejscie Coopera [9] do stanu zwiazanego
oddziatujacej pary elektronéw na powierzchni Fermiego, a nastepnie scharakteryzujemy specyfike
takiego samego problemu w sytuacji, gdy masy czastek parujacych sie sa rozne. W tym celu omowi-
my skrétowo mechanizm rozszczepienia mas [10, 11, 12] oraz wynikajaca z tego faktu modyfikacje
teorii Landaua cieczy Fermiego. Przedstawione koncepcje beda punktem wyjscia do sformutowania

teorii nadprzewodnictwa przy spinowo-zaleznych masach.

1.1 Oryginalny problem Coopera (1956): para z pedem $rod-
ka masy Q =0

Oméwimy tutaj oryginalne podejscie Coopera z pewna modyfikacja (wprowadzenie obszaréw W),
ktora pozwoli nam w dalszej czesci pracy zajaé sie przypadkiem parowania kwaziczastek o rozsz-
czepionych masach.

Rozwazmy pare oddziatujacych ze soba dwoch elektronéw w obecnosci morza Fermiego nieod-
dzialujacych elektronéw. Rozpatrywane elektrony oddziatuja miedzy soba, ale nie z elektronami
morza Fermiego. Jest to do$¢ sztuczne zatozenie, ale bardzo pouczajace. Bedziemy chcieli obliczy¢
energie takiego uktadu dwoch elektronéw w temperaturze 0 K w zaleznosci od wielkosci potencjatu
parujacego oraz parametrow pasywnego morza Fermiego. W tym celu rozwigzujemy niezalezne od

czasu rownanie Schrodingera

H\IJ(I'1,I'2,<71702) ZE\I’(I'1>I'2>01,U2)a (1-1)

gdzie



I K2
H=-"V?_
2mvl

Jak wida¢, hamiltonian sktada sie tylko z czesci kinetycznych dla obu elektronow —%V%, 1=

2mV§ +V(I‘1,I’2). (12)

1,2 oraz z efektywnego potencjatu oddziatywania V' (ry,r3). O potencjale tym zaktadamy, ze zalezy
jedynie od odlegtosci miedzy elektronami V(rq,re) = V(r), gdzie r = r1 — ro. W szczegdlnosci
potencjal ten nie zalezy od spinu elektronéw, dzieki czemu funkcja falowa separuje sie na czesé

przestrzenng i spinowa, jako ze hamiltonian (1.2) jest niezalezny od spinu, tj.

‘1’(1‘1,F2,U1,02) Z‘I)(I‘1>I‘2)X(01702)- (1-3)

Na razie interesowal nas bedzie stan singletowy, w ktorym x (o1, 02) = %(!1 N2 H—=111)]271)).

Przestrzenng funkcje falowa konstruujemy standardowo jako superpozycje stanéow bazowych -
funkcji falowych elektronéw nieoddziatujacych. Uzywamy tu najprostszych funkcji falowych, tzn.
opisujacych nieoddzialujace elektrony w pudle o objetosci V' przy periodycznych warunkach brze-
gowych. Funkcje te to fale plaskie!

Ty (r) = ieikr, (1.4)

przy czym czynnik ﬁ wynika z normalizacji. Energia stanu o wektorze falowym k wynosi

_ R2k2 . . . . . . .

Ex = 7%, . Najwyzszy obsadzony poziom nazywamy poziomem Fermiego. Poziom ten ma energi¢
2 2

€p = h;;f , gdzie kg jest wektorem falowym Fermiego. Mozna policzy¢, ze dla N elektronow

w ukladzie tréjwymiarowym kp = (3%2%)1/ 3. Tak wiec, przestrzenna funkcja falowa w naszym

problemie dwdch elektronéw bedzie miata postaé

1 , .
D(ry,r2) = D Qg ko Vi (1) Wiy (r2) = v D7 g g, €2, (1.5)
kl,kz k17k2
Wiadomo z twierdzenia spin-statystyka [13], ze funkcja falowa elektronéw, jako fermionéw, musi
by¢ antysymetryczna ze wzgledu na przestawienie czastek?, tzn. musi zmienia¢ znak przy transfor-

macji (rl,Ul) = (r2702)

‘1’(1“171'2701702) = —‘1’(1'271‘1702701)- (1-6)

Z postaci (1.3) funkcji falowej wynika, ze skoro cze$¢ spinowa funkcji W(rq,re, 01,02) dla za-
lozonego stanu singletowego jest antysymetryczna x(o1,02) = —Xx(02,01), to cze$é przestrzenna

musi by¢ symetryczna ®(rq,ry) = ®(re,r1). Zauwazmy, ze symetria ®(ry,ra) = $(ra, r1) narzuca

INie uzywamy funkcji falowych Blocha, gdyz dla zjawiska nadprzewodnictwa, ktére chcemy opisaé, detale struk-

tury elektronowej maja drugorzedne znaczenie.
2Traktujemy tutaj spin jako wspéirzedna dychotomiczna, nie jako liczbe kwantowa.



symetri¢ wspotczynnikow o, k, = ik, k, - Ten warunek sprawdzimy w rozdziale 3, w ogélniejszym
przypadku. Jak sie okaze, dla spinowo-zaleznych mas, nie bedzie on spetniony, co prowadzi do zata-
mania warunku symetrycznosci przestrzennej funkcji falowej. Ten fundamentalny fakt stanowi jeden
z zasadniczych wynikow tej pracy.

Oddziatywanie V(r) zachowuje ped srodka masy, wiec mozemy sie spodziewaé uproszczenia
problemu przy przej$ciu do wspétrzednych srodka masy

R="12 Qo+l (L.7)

oraz do wspotrzednych wzglednych

_ki—k

Funkcja falowa ®(R,r) oraz hamiltonian w nowych zmiennych przedstawiaja sie nastepujaco

r=r;—ry Kk

(1.8)

1 . ‘
O(R,r) = —e' WD ay ™, (1.9)
V k
h? h?
H=——Vi— —V:4+V(r). 1.1
TACRERCRRA (1.10)

W powyzszym wyrazeniu p oznacza mase efektywna ukladu czastek oddziatujacych (w tym
przypadku 4 = %), M jest catkowita masg uktadu (M = 2m), natomiast symbole Vg oraz V.
oznaczaja operator gradientu we wspotrzednych R oraz r odpowiednio. Sumowanie w wyrazeniu
(1.9) odbywa sie tylko po pedzie wzglednym k, gdyz ped srodka masy Q jest zachowany.

Po wstawieniu funkeji falowej (1.9) do réwnania Schrodingera z hamiltonianem (1.10) otrzymu-

jemy

+

R2Q? k3
[ 2M 20

1 . .

+V(r) — E] —e" WYy ™ = 0. (1.11)
4 k

—iQR ,—ik

Mnozac powyzsze réwnanie przez e /r, a nastepnie wykonujac catke w zmiennych r po

calej objetosci V' i korzystajac ze zwiazku L [, e e **d3r = §g0, dostajemy

n’Q* | hk”’ 1 " .
( 2]\3 + o —E>ak/ —|—zk:akv/ve’krV(r)elkrd3r—O. (1.12)

Oznaczajac element macierzowy potencjatu parujacego Vi = % v e~ TV (1)e™* d®r, energie

R2Q2 H2K2
2M 2

otrzymujemy z (1.12) po prostych przeksztatceniach réwnanie na wspétezynniki oy w postaci (zmie-

kinetyczng ruchu srodka masy eq = oraz energie kinetyczna ruchu wzglednego ¢, =

niliémy indeksy k < k')



_i >k Vi Qe

—_. 1.13
N€Q+€k—E ( )

ax =

Dalsze postepowanie zalezy od tego, jaka przyjmiemy posta¢ potencjatu parujacego Vi . Poten-
cjal ten moze by¢ opisywany skomplikowanymi wyrazeniami, jednak chodzi nam tutaj o uchwycenie
najwazniejszej fizyki problemu. Przyjmiemy wiec, tak jak w oryginalnej pracy Coopera (9], ze przy-

ciaggajacy potencjat jest staly w waskiej warstwie powyzej poziomu Fermiego, tj.

2m 7 2m 7 2m 7 2m

(1.14)
0, w pozostatych przypadkach,

{ —V, dla ki’ Rk’ P G ler, €r + hwp),
Viw =

gdzie e jest energia Fermiego, natomiast hiwp to energia Debye’a wyznaczajaca szerokos¢ obsza-
ru powyzej powierzchni Fermiego, w ktorym wartosé potencjatu parujacego jest niezerowa. Energia
Debye’a jest maksymalng energia fononéw akustycznych w uktadzie. Posta¢ powyzszych warunkow
wynika z faktu, ze oddzialywanie miedzy elektronami, prowadzace do zjawiska nadprzewodnictwa,
odbywa sie za posrednictwem fononow.

Potencjal Vi powinien by¢ explicite funkcja k oraz k/, czyli pedow wzglednych otrzymanych
z ki, ko, k], Kk, po przejsciu do uktadu srodka masy. Trzeba wigc z warunkéw w przestrzeniach
ki, ko, Kk, Kk, przejsé na warunki w przestrzeniach k oraz k/. W tym celu obszary w przestrzeni
k; i ky (podobnie ki oraz kj), dla ktérych potencjal przyjmuje niezerowe wartosé oznaczymy

odpowiednio Wy i Wy

72k?
2mi

W obecnym przypadku réwnych mas (mq = my = m) obszary Wi i Wy sa oczywiscie ekwiwa-

Wi={k|ep <

<ep+liwp),i=1,2. (1.15)

lentne. Na podstawie transformacji do uktadu $rodka masy (1.7, 1.8) warunki (1.15) przektadaja

sie na warunki w przestrzeni k oraz k’. Oznaczmy wiec

— ky —k
WQ:{k:¥\k1EWl/\kzeVVg/\Q:kl—Irkz}. (1.16)

Ostatecznie wyrazenie (1.14) na potencjal mozemy zatem zapisaé jako

—V,, dlakK €W,
ka,:{ 0, & Q (1.17)

O, dlak%WQ\/k’¢WQ.
Wida¢ stad, ze oddzialuje tylko taka para elektronéw, ktorej ped wzgledny nalezy do Wq. Co
wiecej, oddzialywanie nie wyprowadza pedu wzglednego pary poza ten obszar. Oczywiscie Wq

zalezy od pedu §rodka masy Q, ktéry jest stalym parametrem (catka ruchu). W dalszej czesci pracy
scharakteryzujemy dokladniej obszar Wq.



Po wykorzystaniu otrzymanej postaci potencjatu (1.17) réwnanie (1.13) przyjmuje prostsza po-
staé
7 Zk’GWQ Q!

ZMWe ¥ Jlak € Wa,

o = ‘N €Q+Ek—E )

v (1.18)
0, dla k ¢ Wo.

Z réownania tego wynika, ze stany spod poziomu Fermiego nie wystepuja w superpozycji (1.9),
co jest zgodne z zakazem Pauliego - stany te sa bowiem obsadzone. Sumujac stronami po k € Wq

otrzymujemy

1

_. 1.19
€Q+€k—E ( )

> o=y X aw ¥

keWq k'eWq keWq

Al i 1 przez KeWq Ok j dGwnani Wi i A4 i
Po podzieleniu stronami prze oy dostajemy réwnanie calkowe na energie par ostaci

_ % !

1 E—
eqt+ex — F

2

kEWQ

(1.20)

Po chwili zastanowienia mozemy oznaczy¢ energie uktadu - dwoch oddziatujacych elektronéow -

jako

E =2ep — A (1.21)

Interpretacja powyzszego oznaczenia jest nastepujaca: gdyby oddziatywania nie byto, energia
elektronéw bytaby réwna 2¢p, czyli elektrony obsadzityby stany o najnizszej energii dostepnej przy
uwzglednieniu zakazu Pauliego. Skoro jednak wystepuje oddziatywanie, to energia ulega zmniejsze-
niu o wielko$¢ A zwang energig wigzania. Dla nieoddziatujacej pary elektronéw mamy oczywiscie
A =0.

Wstawiajac wyrazenie na energie pary do réwnania (1.20) dostajemy

N 1

VO kEWQEQ—FEk—QEF—FA.

(1.22)

Zastandéwmy sie przez chwile nad fizyka wynikajaca z tego rownania. Widaé, ze A jest monoto-
niczng funkcja potencjatu parujacego V4, co nie powinno dziwié¢ (im mocniejszy potencjal parujacy,
tym wieksza energia wiazania). Mozemy takze wywnioskowaé, ze najwieksza energie wiazania przy
ustalonym potencjale V, dostaniemy, gdy duzy bedzie zakres sumowania (obszar Wq) oraz dla
znacznej czesci obszaru sumowania maty bedzie mianownik eq + ex — 2¢p + A. Oba te warunki,
w przypadku mas niezaleznych od spinu, sa najlepiej spetnione dla zerowego pedu srodka masy
pary Q. Dla takiej, nieruchomej pary mamy eq = 0 oraz zakres calkowania jest maksymalny z

mozliwych.



Rysunek 1.1: Konfiguraja pedowa elektronéw tworzacych pare Coopera. Wektor k, jest zdefiniowany

% = er + hwp. Czes¢ zakreskowana definiuje obszar Wq, w ktérym potencjal parujacy

jest rozny od zera. Ped $rodka masy pary Q = 0.

przez

Dla standardowej pary Coopera mamy wiec Q = 0, co po skorzystaniu z praw transformacji

daje Q = k; + ky = 0 = k; = —ky, skad wynika (patrz rys. 1.1)

k- ky

k
2

- k]_ - —k2, (123)
h’k?
2m

Rowno$é obszarow Wy, Wy oraz Wq jest powodem, dla ktérego przy omawianiu problemu Co-

W1 == Wg - WQ - {k|EF < < (S + th}. (124)

opera nigdzie nie mozna natkna¢ sie na taki sposob wprowadzenia potencjatu, jak w tej pracy. Z

reguly od razu wypisywana jest nastepujaca postaé¢ potencjatu réwnowazna (przy Q = 0) z (1.17)

V5, dla h;lf, ﬁ;ff € [ep, € + hwp),
ka’ - h2Kk2 h2k/2 (]‘25)
0, dla o ¢ [EF,EF+th]\/ o §’é [EF,EF—l-fLwD].
Zauwazmy, ze wystepujaca tu wielkos¢ r%‘f jest réwna potowie energii €, = %, gdyz =15
h’Kk?
=2 : 1.26
=25 (1.26)

Wracajac do naszego problemu, réwnanie na przerwe (1.22) przy zaltozeniu zerowego pedu srodka

masy pary Q = 0 wyglada nastepujaco



= . 1.27
h2Kk2 2h2k2 - 2€F + A ( )

o Lepthwp T 2m

N 1
v

€F<

SkorzystaliSmy tu z postaci obszaru Wq dla Q = 0 oraz z faktu, ze eq = 0. Zamieniajac sume

na catke wedtug znanej reguty

)= [ dkp,(K)(...) = [ dep(e)(...), .
D) = [ oK) (o) = [ depe)(.) (1.28)

gdzie p, (k) = # i p(€) to gestosci stanéw w odpowiednich przestrzeniach, natomiast € = h;lﬁf
jest jednoczastkowq energia kinetyczna elektronu, dostajemy
N erp+hwp 1
— = dep(€) —————. 1.29
e O (1.29)

Zaktadajac, ze obszar catkowania jest waski, tzn. hwp < €, co w istocie zachodzi, gdyz ep ~
1eV, hwp = 0,01 eV, mozemy przyblizy¢ wartosé p(e) przez p(er). Pozwala nam to obliczy¢ catke

otrzymujac

2th

2
eVorlerp) — 1

A= , (1.30)

gdzie p(e) jest gestoscia stanéw na jedna czastke. Podsumowujac, wyprowadziliémy wzér na
energie wigzania pary Coopera A w zaleznosci od potencjatu parujacego Vj, gestosci stanéw na 1
czastke na poziomie Fermiego p(er) = p(er)/N oraz maksymalnej energii fononéw w uktadzie hwp.

Dla konwencjonalnych nadprzewodnikow A jest rzedu 10 K. Spelnione sa wigc relacje

er > fwp > A. (1.31)

Z réwnania (1.18) mozemy wyliczy¢ wspotezynniki ay

ex—E

W - dlak € Wq,
g X _ (1.32)
0, dla k ¢ W,

gdzie wykorzystalismy to, ze Zk/eWQ ay nie zalezy od k oraz eq = 0. Réwnanie na wspol-
czynniki ay postuzy nam pédzniej (rozdziat 3) do zbadania symetrii funkcji falowej pary Coopera.
Tutaj zaznaczamy tylko, ze w przypadku mas niezaleznych od spinu funkcja pary Coopera posiada
odpowiednig symetrie. Korzystajac z rownania na wspotczynniki mozemy takze skonstruowaé funk-
cje falowa pary w przestrzeni rzeczywistej. Zgodnie z réwnaniem (1.9) cze$¢ przestrzenna funkeji

falowej wynosi



(R,r) ZQRZake »(R) ¢(r), (1.33)

VU/N oikr . _ b r
o(r) = \/_ke%Qﬁk— ; @D(R)—\/Ve .

(1.34)

Okazuje sie, ze rozmiar pojedynczej pary Coopera jest rzedu 1000 A. W obszarze o takim promie-
niu miescitoby sie mniej wiecej 10° érodkéw ciezkoéci innych par Coopera, jedli wszystkie elektrony
typowego metaly bylyby sparowane. Zatem funkcje falowe poszczegdlnych par przekrywaja sie bar-
dzo silnie. Oznacza to, ze dwuciatlowa teoria pary Coopera jest niedoktadna, gdyz nie uwzglednia
efektéw wielociatowych - korelacji miedzy parami. W ogélnosci, wyodrebnienie dwoch elektronéw
z morza Fermiego i zaniedbanie ich oddzialywania z reszta jest przyblizeniem nierealistycznym, a
poza tym tamie ono zasade nierozroznialnosci czastek. Podejscie wielociatowe do problemu parowa-
nia si¢ wszystkich elektronéw dostarcza teoria Bardeena, Coopera i Schrieffera [14, 15] (w skrocie:

teoria BCS), ktéra oméwimy w rozdziale 4 w przypadku spinowo-zaleznych mas.

1.2 Spinowo-zalezne masy kwaziczastek m; # m,

Omoéwimy tutaj skrotowo zjawisko rozszczepienia spinowego mas efektywnych kwaziczastek.
Intuicyjnie, spinowe rozszczepienie mas mozna sobie wyobrazi¢ dzieki nastepujacemu rozumowaniu.
Zatézmy, ze mamy zdegenerowane spinowo pasmo elektronowe w pewnym materiale. Wtaczajac
pole magnetyczne B powodujemy polaryzacje pasma - wiecej elektronéw ma spin (przyp: przez
spin rozumiemy tutaj spinowy moment magnetyczny) ustawiony zgodnie z kierunkiem pola.

Bedzie nas teraz interesowalo oddziatywanie miedzy elektronami. Rozwazmy wiec dwa elek-
trony: elektron ¢ oraz j. Zastanowmy si¢ nad przypadkiem, kiedy spiny elektronow sg ustawione
réwnolegle, o; = ;. Wowcezas N-czastkowa funkcja falowa musi by¢ antysymetryczna ze wzgledu
na przestawienie (r; < rj), poniewaz elektrony charakteryzujg si¢ takim samym spinem. Wobec
tego dla wspoélrzednych r; = r; warto$¢ funkeji falowej musi wynosi¢ 0, skad wynika, ze elektrony
nie beda ze sobg silnie oddziatywac, bo nie beda blisko siebie przebywaty. Te same restrykcje nie
obowiazuja, jesli jeden z elektronéw ma spin ustawiony zgodnie, a drugi przeciwnie do kierunku
pola magnetycznego. W takim przypadku elektrony moga znajdowac sie blisko siebie. Intuicyjnie,
elektrony o spinach antyréownolegtych beda wiec mocniej oddziatywaty niz, gdy ich spiny ustawia
sie réwnolegle.

Zalézmy, ze w naszym spolaryzowanym pasmie mamy N; elektronéw o spinie w gore oraz V|
clektronéw o spinie w dot, przy czym oczywiscie N; > N|. Elektrony o spinie w gore widzg wiec
N, elektronéw, z ktérymi mogag mocno oddziatywac, natomiast elektrony o spinie w doét widza

takich elektronéw wiecej, bo Ny > N|. Oddzialywanie miedzy elektronami mozemy skojarzy¢ z
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rozpraszaniem i tym, jak ciezko elektronom poruszac sie przez uktad. Jesli teraz z takim poruszaniem
sie zwiazemy mase elektronu (innymi stowy w mase wtaczymy oddzialywania z otoczeniem), to jest
oczywistym, ze elektrony o spinie w gére beda mialy mniejsza mase efektywna (jako, ze czuja
mniej elektronéw, na ktérych moga si¢ rozproszyé¢, N, ), niz elektrony o spinie w dét (ktére takich
elektronéw czuja wiecej, Ny).

Do wystapienia spinowo-zaleznych mas w uktadzie potrzebne sa jeszcze dwa warunki, o ktérych
do tej pory nie wspominalismy. Po pierwsze, aby takie zjawisko byto znaczace, energia Zeemana
elektronéw w polu magnetycznym nie moze by¢ kilka rzedow wielkosci mniejsza od energii Fermiego.
Jako ze energia Zeemana elektronéw w polu B = 10T wynosi okoto e = 7 K, to warunek ten jest
spelniony, jesli rozwazane pasmo energetyczne ma szerokos¢ rzedu ex ~ 100 K lub mniejszg. Wow-
czas masa efektywna elektronéw jest rzedu m* ~ 100my. Zwiazki o tak ciezkich (lub nawet duzo
ciezszych) masach kwaziczastek nazywamy ciezkofermionowymi. Przykladami takich uktadow
sa UPts [16], CeColns [5, 6]. Drugim warunkiem koniecznym do wystapienia spinowo-zaleznych
mas jest wypetnienie pasma bliskie jednosci n ~ 0.95 — 0.99. Wéwczas wystepuja w uktadzie sil-
ne korelacje i oddzialywania miedzyelektronowe maja duzy wpltyw na wielko$¢ i charakter masy
efektywnej.

Powyzszy opis jest bardzo skrétowy i obrazowy, poniewaz doktadne scharakteryzowanie zjawiska
rozszczepienia mas kwaziczastek wychodzi poza ramy tej pracy. Przedstawione rozumowanie miato
jedynie na celu zilustrowanie faktu, ze takie zjawisko jak spinowo-zalezne masy jest mozliwe w
ukltadach ciezkofermionowych, o wypekieniu pasma bliskiemu jednosci.

Szczegblowy opis spinowego rozszezepienia mas zostal przedstawiony w pracach [10] oraz [11].
Zjawisko to jest tam analizowane w ramach modelu Hubbarda i podejécia Gutzwillera. Podstawo-
wym wynikiem wspominanych prac, ktéry w dalszej czedci bedziemy czesto wykorzystywac, jest
nastepujace wyrazenie na mase efektywna kwaziczastki w granicy bardzo silnych korelacji (oddzia-

tywanie Hubbarda U — o0)

me 1—mn/2 m
- = — O
mp 1—n 2(1—n)’

gdzie mp oznacza mase efektywna pasmowa, moment magnetyczny m = ny—n;, 0 = 1 oznacza

(1.35)

rzut spinu na kierunek pola magnetycznego B, natomiast n, to wypetienie podpasma o spinie o,
czyli érednia liczba elektronow ze spinem o przypadajaca na 1 komorke elementarng. Oczywiscie
n=mny+n,.
Wyrazenie (1.35) mozemy jeszcze przeksztatcié do postaci
Me Ng

=1 . 1.36
mpg +1—n ( )

Dla typowej wartosci n ~ 0.95 — 0.99 drugi wyraz jest o rzad - dwa rzedy wielkosci wiekszy od
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jednosci. Mozemy wiec w pierwszym przyblizeniu przyjaé, ze

me Uz
~Y

mp 1—n’

(1.37)

czyli ze masa kwaziczastki jest wprost proporcjonalna do ilosci kwaziczastek o przeciwnym
spinie.

Potrzebna jest jeszcze uwaga odnosnie parametru mp. Jest to, tak jak juz wspominaliémy, masa
efektywna w stanie Blocha, ktéra w naszym modelu bedzie wprowadzona albo jako niezalezny pa-
rametr (réwny typowo 5 - 20 masom swobodnych elektronéw mq dla uktadéw ciezkofermionowych),
albo na zasadzie poréwnania z innym modelem nadprzewodnictwa przy spinowo-zaleznych masach

rozwazanym w naszym zespole krakowsko-katowickim [M. Maska, M. Mierzejewski, J. Spalek i inni.

1.3 Stany elektronowe w gazie idealnym ze spinowo-zaleznymi

masami

W tej czesci pracy oméwimy modyfikacje teorii Landaua cieczy Fermiego wynikajaca z rozszcze-
pienia mas efektywnych kwaziczastek. W szczegdlnoséci powiemy o rozszczepieniu sfer Fermiego,
ktore bedzie miato wazne konsekwencje dla opisu zjawiska nadprzewodnictwa. Najpierw oméwimy,
co zachodzi, jezeli nie uwzglednimy pola magnetycznego, co moze sie wydawaé nierealistyczne, gdyz
spinowo-zalezne masy obserwuje sie w niezerowym polu, gdy uktad jest paramagnetyczny. Niemniej
jednak, istnieja uklady (takie jak uktady kwarkéw, czy ultrazimne gazy atomowe bedace mieszani-
na réznych pierwiastkéw), w ktérych mamy do czynienia z dwiema populacjami czastek o réznych
masach, przy czym czastki te moga sie parowaé [17]. Wowcezas, nawet bez pola pojawiaja sie dwie
rozne masy w relacjach dyspersji. Nastepnie przedstawimy, co ulegnie zmianie, jezeli do naszych
rozwazan wiaczymy pole magnetyczne B poprzez wyraz Zeemana.

W tej pracy przedyskutujemy wyniki dotyczace parowania kwaziczastek tylko w przypadku
rozszczepienia mas wywotanego polem, gdyz wydaje nam sie on blizszy rzeczywistosci. Wyniki

przy spontanicznym rozszczepieniu mas przedstawiono wezeéniej w pracy [18].

1.3.1 Spontaniczne rozszczepienie spinowe mas (B = 0)

Jesli masa kwaziczastki zalezy od rzutu jej spinu na kierunek pola magnetycznego B, to czastki
wykazuja sie dwiema relacjami dyspersji (przyjmujemy tutaj relacje dyspersji, jak dla gazu elek-

tronéw)

K2K? h2K2
2mT ’ kL= 2ml .

€k = (138)
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Rysunek 1.2: Przykladowa relacja dyspersji dla kwaziczastek o spinowo-zaleznych masach oraz
symboliczne przedstawienie dwoch powierzchni Fermiego. Nie uwzgledniamy tu jeszcze pola ma-

gnetycznego. Uczynimy to w dalszej czesci pracy.

Oczywiscie w uktadzie wystepuje jedna energia Fermiego, bo gdyby energie Fermiego dla obu
czastek bytly rozne, to czastki z wyzszego poziomu Fermiego przeptynetyby na nizszy zmieniajac

spin. Tego samego nie mozemy powiedzie¢ o wektorze falowym Fermiego. Mianowicie

_ Wkpi® | RPkp)?
N QmT B le

m
kpy = km/m} (1.40)

czyli ze wektory falowe Fermiego przy spinowo zaleznych masach zaleza od kierunku spinu (patrz

, (1.39)

€r

skad wynika

rys. 1.2). Rozszczepienie wektor6w falowych Fermiego jest o tyle wazne dla zjawiska nadprzewodnic-
twa, ze zmniejsza obszar oddzialtywania kwaziczastek w przestrzeni odwrotnej, ostabiajac parowanie.
Roéwnania startowe, z ktorych wyprowadzimy dalsze wzory, to wyrazenie na energie Fermiego

(1.39) oraz dwie inne proste zaleznosci

_ W’kpi® Rkp)?

1.41
€r QmT 2ml ) ( )
N =N+ N, (1.42)

4 3 4 3
No- = gﬂ—k‘lFUpU(k) == @k};g, (143)
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Rysunek 1.3: Relacja dyspersji dla kwaziczastek o spinowo-zaleznych masach oraz symboliczne
przedstawienie rozszczepionych powierzchni Fermiego przy uwzglednieniu wyrazu Zeemana. Zwrocé-
my uwage, ze w tym przypadku kpy > kp).

gdzie p, (k) = (QTV); jest gestoscia standéw w przestrzeni k dla czastek o jednym kierunku spinu. Z
powyzszych wzorow przy ustalonej liczbie czastek N w uktadzie o objetosci V' i masach kwaziczastek
my 1 m; mozna wyprowadzi¢ [19] nastepujace wyrazenia na pedy Fermiego kp,, energie Fermiego

ep oraz gestosé standow w uktadzie p,(€), odpowiednio

3/2 1 3/2 1
N m 3 N m 3
kpy = (67r2 e E— ) N (67?2 - > , 1.44
! Vm?/2+mi’/2 ! Vm‘?/z—irmi'/2 ( )
2
R? N 1 3
= (er2 > —— 1.45
°r 2<7T Vm?/2+mi’/2> 7 ( )
\%4 2mgy 2
po(€) = ) \/E( 72 ) : (1.46)

Przedstawione wzory redukuja si¢ przy m; = m; do standardowych wyrazen dla gazu elektro-

nowego z degeneracja spinowg stanéw 1-czastkowych.

1.3.2 Rozszczepienie mas wywotane polem (B # 0)

Przedstawiona powyzej teoria jest elegancka, bo daje proste wzory analityczne (1.44 - 1.46).
Problem polega na tym, ze za rozszczepienie mas odpowiada pole magnetyczne poprzez polaryzacje
spinowa m, ktérej na razie nie uwzgledniliémy w rachunkach. Uczynimy to wiec teraz.

Gdy do energii pasmowej dodamy wyraz Zeemana, to relacje dyspersji ulegaja wzglednemu
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przesunieciu (patrz rys. 1.3). Startowe wzory, z ktérych mozna policzy¢ energie oraz pedy Fermiego,

przedstawiaja sie wtedy nastepujaco

hPkg; Pk,
= — = 1.47
€F 2m; B 2m, + €B, ( )
N =N;+N|, (1.48)
4 3 V 3

gdzie eg oznacza energie spinowego momentu magnetycznego w polu B, e = g1 B%B. Wydawacé
by sie mogto, ze taka drobna zmiana, jak rozsuniecie relacji dyspersji o 2eg nie moze spowodowac
wielkich trudnosci rachunkowych. Niestety jednak powoduje i réwnania (1.47 - 1.49) nie daja sie juz

tak tatwo rozwigzac¢. Prowadza one mianowicie do nastepujacego rownania na energie Fermiego ep

N [(12\*? 3/2 3/2
67TV <2> :mT/ (eF—eB)3/2+ml/ (€F+€B)3/2. (150)

Roéwnanie to ma rozwigzania w postaci pierwiastkéw wielomianu szostego stopnia. W dwdéch
wymiarach sytuacja wyglada duzo prosciej. W powyzszym wzorze nie pojawiaja sie¢ wowczas wy-
ktadniki 3/2, tylko wszystkie wielko$ci wystepuja w pierwszej potedze, dzieki czemu réwnanie daje

sie tatwo rozwiagzac analitycznie dajac wynik

op 2mh* N N Am
€ = — €Ep——
F M S P

gdzie S jest powierzchnig uktadu, M = m; + my, p = ™72, Do przypadku dwuwymiarowego

przy uwzglednieniu zaleznosci mas od magnetyzacji wrécimy jeszcze pod koniec rozdziatu.

(1.51)

1.4 Cel pracy

W pierwszym rozdziale pracy omowilismy juz wszystkie koncepcje, ktére postuza nam teraz do
sformutowania teorii nadprzewodnictwa przy spinowo-zaleznych masach.

W punkcie wyjscia mamy wiec teorie spinowo-zaleznych mas efektywnych, teorie stanéw elek-
tronowych w gazie ze spinowo-zaleznymi masami oraz znamy rozwiazanie problemu Coopera dla
my = m. Celem pracy jest podanie teorii nadprzewodnictwa przy spinowo-zaleznych masach, ktéra

bedzie uwzglednia¢ wszystkie te koncepcje, wiec wymagania jakie jej stawiamy to
1. Uwzglednienie zaleznosci mas od pola magnetycznego B i wypekienia pasma n,

2. Operowanie w ramach zmodyfikowanej przez rozszczepienie mas teorii Landaua cieczy Fer-

miego,
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3. Redukowanie si¢ do formalizmu podanego przez Coopera i do teorii BCS przy rownych masach

kwaziczastek (B = 0).

Powiemy tu jeszcze o punkcie startowym, czyli o tym, z ktérych doktadnie rownan bedziemy ko-
rzystac. Aby rozwiazaé¢ problem Coopera dla uktadow ze spinowo-zaleznymi masami potrzebujemy
mie¢ dane masy kwaziczastek, wektory falowe Fermiego oraz energie Fermiego. Zeby te wielkosci
obliczy¢ wykorzystujemy wzér na mase efektywna (1.35) oraz zwiazki (1.47 - 1.49), ktére tutaj

powtorzymy

me 1—mn/2 m

= 1.52

mp 1—n 02(1 —n)’ (1.52)
hPkg; Pk,

= —€p = 1.53

e (1.53)

N = N; + Nj, (1.54)
4 3 4 3

No- = g'ﬂ'kFo.po(k) = @kFU (155)

Powyzszy uktad rownan na ep, kr,, N, oraz m, rozwigzujemy przed przystapieniem do analizy
problemu Coopera. Réwnania te mozemy jeszcze uprosci¢. Zauwazmy mianowicie, ze jezeli za V
podstawimy nie objeto$¢ uktadu, lecz objeto$é¢ komoérki elementarnej Vi, to zamiast wielkosci
N, bedziemy mogli wstawi¢ wypelienie podpasma spinowego n,. Podstawienie pod V' objetosci
komorki elementarnej V., oraz pod liczbe czastek N, wypelnienia podpasma n, jest przejsciem
od parametrow ekstensywnych do intensywnych, wiec upraszcza analize problemu. Korzystajac tez

z wyrazenia na magnetyzacje na 1 czastke m = n; — n|, mozemy zapisac

1—n/2 ny —mn,
o =Mmp——— — — 1.56
Mo = s T T ) (156)
hPkp;
— _ 1.57
€r 2mT €B, ( )
h’kg |2
_ 1.58
€ 2ml +€B7 ( )
n:nT—i—nl, (159)
kipy = (672 — 2 Y1/3, (1.60)
‘/elem

Mamy wiec siedem réwnan (pierwsze i ostatnie liczymy podwdjnie, bo zachodza dla o = +1) i
siedem niewiadomych (eg, kr,, N, oraz m,). Uktad ten rozwiazujemy numerycznie sprowadzajac go

uprzednio do jednego réwnania na jedng zmienna (dzieki temu mamy wieksza kontrole nad procesem
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rozwigzywania). Mozna pokaza¢, ze powyzszy uktad daje nastepujace rownanie na ny = ny

nni” _ nn —m)*? 28 Yaempzs (161
(n —n1)(2may — mp) +mpny 11 (2May —mp) +mp(n —ny) k> 672 ’ '
gdzie my, = mp 11_7”14 2 = ml;m jest $rednia masa kwaziczastek. Rozwiazujac to rownanie mo-

zemy w latwy sposéb obliczy¢ reszte parametrow (zaleza analitycznie od ny).
W nastepnym rozdziale mozemy wiec przystapi¢ do rozwigzywania problemu Coopera majac
dane energie Fermiego er, wektory falowe Fermiego kr,, obsadzenia podpasm spinowych n, oraz

masy efektywne kwaziczastek m,. Przyjmujemy takze, ze kwaziczastki wykazuja sie relacja dyspersji

K2k?
- 2my

ko — o€p. (1.62)

1.5 Uktad dwuwymiarowy

Zanim omoéwimy rozwigzanie problemu Coopera ze spinowo-zaleznymi masami kwaziczastek
przedstawimy jeszcze wyniki dotyczace zmodyfikowanej teorii Landaua cieczy Fermiego dla ukta-
du dwuwymiarowego. Motywowane jest to faktem, ze zwigzek CeColns, w ktorym zaobserwowano
rozszczepione masy jest kwazidwuwymiarowy oraz obliczenia w dwoch wymiarach daja analityczne
wyniki.

Roéwnania wyjsciowe dla uktadu dwuwymiarowego réznia sie od poprzednich (1.56) - (1.60) tylko

zaleznoscig wektorow Fermiego kr, od wypekienia podpasm spinowych n,

S 11—_n 2 oms ;(Tl__?:;) (1.63)
€r = hzl;jf —¢p, (1.64)
€p = hzl;zf + g, (1.65)
n=n;+n, (1.66)
kry = | |4n S”l"m (1.67)

Wielko$¢ Sejen, 0znacza powierzchnie komoérki elementarnej. Rozwiazujac powyzszy uktad, otrzy-

mujemy nastepujace wyrazenia na wystepujace w teorii cieczy Fermiego wielkosci fizyczne

n2D :Z+a<\/c2+(1 —n/2)2—C’>, (1.68)
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g

m2P 1 —n/2 \/C2+(1—n/2)2—0
= —0

)

mpg 1—n 1—n

orh? n(l — 2
2P = T n(l—n) +632_n(\/02+<1_n/2)2_0)’

mBSelem 2—n
gdzie C' = e;ffi;%f) Ciekawym przypadkiem jest granica stabego pola magnetycznego
wh?(1—n)

— 00. Wowczas powyzsze rownania upraszczaja sie do
eBMBSeciem

op N Setemmp(l —n/2)?

=+ 7
Mo T TR —n) P
m2P 1 —n/2 Setemmp(l —n/2)?

= —0 2 €B;

mp 1—n 2h*(1 —n)?
€2D _ 27’(’7_12 n(l - n) 2 SelemmB<1 — n/2)2 62 ]
F mpSeiem 2 —N 2—n  27h*(1 —n) B

(1.69)

(1.70)

(1.71)
(1.72)

(1.73)

Wida¢, ze masy kwaziczastek m, oraz wypelnienia podpasm spinowych n, zaleza liniowo od

pola, natomiast energia Fermiego ez zmienia si¢ kwadratowo z polem. Takie zachowanie jest zgodne

z otrzymanym numerycznie (patrz cze$é 3.2.1) dla uktadéw trojwymiarowych.

17



Rozdziatl 2

Nieruchoma para Coopera (Q = 0) dla

spinowo-zaleznych mas kwaziczastek

(my #m|)

Pierwszy krok do rozwigzania problemu kwantowomechanicznego, a takim jest omawiane pa-
rowanie kwaziczastek, stanowi sformutowanie hamiltonianu. Nasz hamiltonian jest efektywny na
dwéch poziomach. Po pierwsze, opisuje on oddziatywanie parujace poprzez potencjat efektywny
V(r1,ra), a po drugie, nie uwzglednia doktadnie oddziatywan wielociatlowych prowadzacych do roz-
szczepienia mas kwaziczastek. Pojawia sie wiec kluczowe pytanie: jak wprowadzi¢ do hamiltonianu
spinowo-zalezne masy? Jest to kwestia o tyle wazna, ze ma fundamentalne konsekwencje dla postaci
i symetrii funkcji falowe;j.

W tym rozdziale sformutujemy wiec problem Coopera przy spinowo-zaleznych masach na dwa
rézne sposoby. W pierwszym z naszych modeli masa kwaziczastek wystepujaca w startowym ha-
miltonianie efektywnym jest skalarem, natomiast w drugim modelu wprowadzamy mase jako ope-
rator. Okazuje sie, ze drugie podejécie ma pewne zasadnicze zalety, wiec to z niego bedziemy ko-
rzystaé w kolejnych rozdzialach. Zawiera ono przede wszystkim uogélnienie podejécia opisanego
wezesniej [10, 11].

W obu omawianych przypadkach poprzez wyraz Zeemana uwzglednimy pole magnetyczne, gdyz
jak juz wspominalismy, odpowiada ono za efekt rozszczepienia mas.

Przypominamy, ze relacje dyspersji maja posta¢ (1.62)

h2K?
- 2my

ko — O€p. (2.1)
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2.1 Model ze skalarng masa efektywng

Pierwszym sposobem wprowadzenia do hamiltonianu spinowo-zaleznych mas jest zalozenie, ze
pierwszy elektron ma spin do gory, a wigc mase m; = my, natomiast drugi elektron ma spin w doét

i mas¢ m; = my [20]. Wéwczas hamiltonian pary czastek mozemy zapisa¢ nastepujaco

R
le 1 2m2

gdzie eg = g5 B%B jest wartodcig energii spinowego momentu magnetycznego elektronu w polu

H = V3 — o1ep — oaep + V(ry,132), (2.2)

B. Zalozenie, Ze jeden z elektronéw ma spin w gore i mase mq, a drugi spin w dot i mase mo tamie
oczywidcie zasade nierozréznialnosci czastek, ale rozpatrywane czastki sg rozréznialne! Mozna je
bowiem odrézni¢ ze wzgledu na mase. Podobnie ma si¢ sprawa w przypadku rozwazania atomu
wodoru, gdzie masa protonu jest zdecydowanie rézna od masy elektronu (oczywiscie wtedy rézne
sa takze znaki tadunkéw czastek tworzacych atom). Wiecej na ten temat powiemy w rozdziale 3.

W przypadku modelu ze skalarng masa cze$é¢ spinowa funkcji falowej ma oczywiscie postac

x(o1,02) = [1 1)[2 1), (2:3)

natomiast catkowita funkcja falowa pary wyglada nastepujaco

\I/(rl,r2,01,02) = (I)(rl,I'z) |1 T>|2 l) (24)

Powyzsza postaé funkeji falowej wynika z faktu, ze jezeli przyjetym hamiltonianem (2.2) zadzia-
taliby$my na stan o czesci spinowej x(o1,02) = |1 [)|2 1), to dostalibysmy wynik niefizyczny. W
tym stanie pierwszy elektron ma spin w dét, tymczasem hamiltonian przypisatby mu warto$é¢ masy
mq. Wobec tego hamiltonian (2.2) poprawnie dziala tylko w przestrzeni funkcji falowych postaci

(2.4). W szczegblnosei nie mozemy wiec za pomoca tego hamiltonianu analizowaé funkeji bedacych

SUperpozycja

U(rs, 2,01, 02) = D(re,r2) (M1 D2 1) + Xl DI217)), (2.5)

a takie funkcje falowe sa dla nas szczegdlnie wazne, gdyz moga redukowaé sie przy m; = mso do
stanu singletowego (A\; = —\y), badz trypletowego (A = \y). Jest to o tyle istotne, ze pozwoli nam
w ramach jednej funkcji falowej opisaé¢ pare kwaziczastek nierozréznialnych (w stanie singletowym,
badz trypletowym) i przejscie przy zwiekszaniu pola B do kwaziczastek rozréznialnych (w stanie
|1 1)2 1) lub |1 ])]2 T)), ktére nastapi dopiero dla pewnego niezerowego rozszczepienia mas.

Podkreslamy raz jeszcze, ze zakladajac hamiltonian ze skalarng masa (2.2) nie mamy mozliwosci
opisu singletowej funkcji falowej, bo hamiltonian dziata na nig niepoprawnie, zle przyporzadkowujac

masy.
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Mimo tego ograniczenia, rozwigzemy tutaj model ze skalarng masg, gdyz przebieg rozwigzania
jest prawie identyczny, jak dla modelu z masg bedacg operatorem.

Startujemy wiec od hamiltonianu (2.2), sktadajacego sie z czesci jednoczastkowe; —%V% —
s V3
ku z rozszczepionymi masami i polem magnetycznym morze elektronéw Fermiego zmienia swoje

o1€p — 02€p oraz czesci odpowiedzialnej za oddziatywanie parujace V(ry,r2). W przypad-

wladciwosci, jak opisano w czesci 1.3.2.
Przestrzenna funkcje falowa konstruujemy analogicznie, jak poprzednio (1.5)
B(r1,r2) = Y Oy ks Vi (1) Vi, (r2) = ‘1/ D7 g g, €2, (2.6)
k1,k2 k1,k2
Podobnie, jak w oryginalnym podejsciu Coopera [9] przechodzimy do wspodlrzednych érodka
masy. Jednak teraz transformacja ta wyglada inaczej ze wzgledu na rézne masy kwaziczastek [20],

a mianowicie

rimi + romeo

my+my Q 1+ X2, (2.7)
klmg — k2m1
rehm T my + mo (28)

Transformujac hamiltonian (2.2) oraz funkcje falowa (2.6) do nowych zmiennych otrzymujemy

n? h’
H = _WVQ — —V —o1ep — o2ep + V (1), (2.9)

d(R,1) 1QRZake (2.10)

Wyrazenia te sa zupelnie analogiczne do otrzymanych wezedniej (1.10), (1.9). Réznica polega
na innej definicji masy zredukowanej i catkowitej (teraz M = my + ma, 1 = mymso/M) oraz przede
wszystkim, jak sie zaraz okaze, na innej definicji potencjatu.

Postepujac analogicznie jak w standardowym podejéciu Coopera (wstawiajac funkcje falowa do
réwnania Schrédingera i rzutujac réwnanie na stany bazowe) mozemy otrzymaé wzér na wspot-

czynniki oy

1 ! V ! !
g = M. (2.11)
N €Q + €k — E
Potencjat definiujemy podobnie, jak w poprzednim rozdziale
72 72
—Vp, dla % — €pR, h;k : + €B, h;k — €p, h22k +¢€p € [EF,EF + th]
Viw = " m m m (2.12)
, w pozostatych przypadkach.
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I S
2m;

siec w odpowiednich warstwach wzbudzen ponad powierzchnia Fermiego, czyli €y, € [€F, € + hwp)].

Taka definicja oznacza, ze oddziatuja tylko czastki, ktérych energie ey, = 0;€p Mieszcza
W przypadku uktadéw ze spinowo-zaleznymi masami hwp nie musi oznaczaé energii Debye’a. W
tych uktadach mozemy mie¢ bowiem do czynienia z niefononowymi mechanizmami parowania [21].
Od tej pory zatem, hwp ma znaczenie szerokosci obszaru wzbudzen, niekoniecznie fononowych.
Energie Fermiego dla obu czgstek odpowiadajg tutaj innym wektorom Fermiego. Wobec tego
obszary W; zdefiniowane przez

12k2
— {k <
Wi { | F 2m

—0i€g < €p + hu)D}, 1= 1,2, (213)

nie beda juz sobie réwne Wy # Ws. W konsekwencji obszar

_ kymsg — k
Wq={k=-2"2""2"0 1\ e, Aky € Wo AQ=ky + ko). (2.14)

m1+m2

bedzie troche bardziej skomplikowany (patrz rys. 2.1). Ostatecznie, potencjal jest dany przez

~Vo, dlak, k' € Wq,
Viaw = 0 e (2.15)
O, dlakéWQ\/k’géWQ,
natomiast réwnanie na energie pary przedstawia si¢ nastepujaco
Vo 1
== > —. (2.16)
N kEWQ €Q + ek — E

Postaci tych wyrazen sg dokladnie taki same, jak w rozdziale 1. Jedyna istotna roznica tkwi
w obszarze Wq. W tym rozdziale interesuje nas nieruchoma para Coopera, dla ktérej Q = 0.
Wstawiajac ten warunek do praw transformacji (2.7, 2.8) dostajemy k = k; = —ka. Dzigki temu

obszar catkowania WWq jest sferycznie symetryczny. Mamy bowiem na podstawie (2.14)

WQ:(] - {k:klz—kz‘klewl/\kQEWQ}
= {klkeW, Ak e -Wy}
= WiNWsy, (2.17)
gdzie skorzystalismy z tego, ze W; = —W;, ¢ = 1,2, co wynika z symetrii sferycznej W;. Widzimy,

ze Wq—o powstaje jako cze$¢ wspolna Wy i Ws. (patrz rys. 2.1). Wracajac do réwnania na energie

pary (2.16) zamieniamy sume na catke wedlug znanej reguty

S(.) = /dkpg(k)(...), (2.18)

gdzie p, (k) = # to gestos¢ standow w przestrzeni odwrotnej. Dostajemy
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Rysunek 2.1: Zakres catkowania Wq dla Q = 0 powstaje jako czes¢ wspolna obszaréw Wi i W,

dzigki czemu jest on sferycznie symetryczny. Wektory kay i kag sa zdefiniowane przez

72k, 2 .
v =¢ep + 0,6+ hwp, i =1,2.
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273N K
@m)°N _ /7 dk (2.19)
V % WQ €k - E

Korzystajac ze sferycznej symetrii obszaru catkowania Wq zamieniamy powyzsza catke na jed-

nowymiarowsa

QPN ke K2dk
T /k (2.20)

VVo i EE
oW

F1

gdzie k. jest zdefiniowane przez k.« = min{ka1, ka2}. Aby uprosci¢ rachunki dokonamy naste-

pujacego, jedynego w naszym wyprowadzeniu, przyblizenia k? ~ kkpy

212N ko< Lk dk
VVe Fl/ R 221
0 1 2% —
Teraz catka daje sie tatwo policzy¢ przez podstawienie z = h;’f. Wynikiem koncowym jest
réwnanie
2n2h2 N hzki —F
eV Vokpir — 752:%1 E, (2.22)
21 B

Dalsze postepowanie zalezy od tego, ktora z wartosci k.1 i kuo jest mniejsza, co uwarunkowane
jest przez wielko$¢ hwp (patrz rys. 1.3). Najpierw rozwazymy przypadek, kiedy hwp spelnia warunek

hwp < EB% — ep, gdzie Am = my — mq, dzieki czemu k,q > ko

I przypadek k.1 > ks, hwp < EB% — €

Korzystajac z tego, ze i = m% + m% oraz E = 2ep — A mozemy przeksztalcié réwnanie (2.22)

do postaci
h2k2 h2k2
272h2 N Ttﬁ—’—?ﬂ—QCF—i‘A
eVVokpipn — =M m2 . (2.23)
R2kZ, n R2K2Z, %m A
2m1 2myo €F

21.2
Teraz wystarczy skorzysta¢ z definicji wektora k,z, "ha2 = ep — e + hwp zauwazajac takze,

) 2mao
2
h ka? — m2

2m1 mq

ze (er — € + hwp) 1 podobnie przeksztalcajac mianownik. Dostajemy w ten sposob

wyrazenie na energie wiazania A

1 M 1 1 2x%2
A= |hwp— — (egM — epAm)(— + eVQVoZF?H)]. (2.24)
eVVokrin — 1 my my mo

Energia wiazania w zerowym polu magnetycznym B = 0 sprowadza si¢ do znanego wyrazenia

23



2th

—_— .
eVor(ep) — 1

A= (2.25)

Kolejng cechg wyprowadzonego wzoru jest liniowe obnizanie si¢ energii wigzania wraz ze wzro-

stem pola. Aby to zobaczy¢, przeksztalcamy wyrazenie (2.24) do postaci

thM 1 1 1 222N
A= —mmrt— — (e8M — epAm) — 5 (— + — eVVokW). (2.26)
eVVOkFly, _ 1 GVVOkFIV‘ _ 1 ml mQ

Widaé, ze energia wiazania sktada sie z wyrazu analogicznego do wyrazenia (2.25), ktory w
przyblizeniu nie zmienia sie z polem oraz cztonu, ktéry obniza energie wigzania (jako, ze egM >
erAm) o wielko$¢ w przyblizeniu proporcjonalng do wartosci pola magnetycznego. Dla matych pol

mamy bowiem Am ~ B oraz z definicji eg = gspB%B, czyli takze eg ~ B.

II przypadek k., < kyo, hwp > EB% —€p

Korzystajac z analogicznych zaleznosci, jak w poprzednim przypadku, dostajemy nastepujacy
wzOr
hwpm% 1

PPETEI — —(epM — epAm). (2.27)

eVVokrie — 1 ma

A —

Ponownie na energie wigzania A sktada sie wyraz analogiczny do wyrazenia przy rownych ma-
sach (2.25) oraz czlon obnizajacy te energie o warto$¢ w przyblizeniu proporcjonalna do wartosci
pola magnetycznego B.

Sprawdzono, ze rozwigzania (2.26) i (2.27) pokrywaja sie przy hwp = EB% — ep. Dostajemy

wiec ciagly wzér na energie wiazania w funkcji hwp

hwr M
Al :5_7711 — (egM — epAm) 601—1 (m% + %2 eC>7 dla fiwp < EB% — €p, (2.28)
- fu,quM :
50—12 —miz(eBM—eFAm), dla hwp > EB%—GF,
gdzie C' = ‘EQZZZV“ W zerowym polu magnetycznym C' = ﬁ i wzor (2.28) odtwarza po-

prawnie wynik Coopera (2.25).

2.2 Model z masg bedaca operatorem

Aby zdefiniowa¢ hamiltonian w taki sposob, zeby dziatal on poprawnie na funkcje falows po-
staci (2.5)

U(ry, T, 00,02) = (ry,r2) (A1 D2 1)+ dof1 D)2 1)) (2.29)
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mozemy zamiast mas my i my wstawié¢ operatory masy m;(o7). Idea polega na tym, aby ha-
miltonian dziatajac na funkcje falowa poznawal, czy dany elektron ma spin w gore, czy w dot
odpowiednio przyporzadkowujac mase.

Hamiltonian przy masie zdefiniowanej jako m; = mg, — %af Am ma postaé

K2 h?
\%i

== - Vi —oiep = ojep + V(ri,ra), 2.30
2Myy — 05 Am Mgy — 0F Am " 2 oiep —osep + V(r1,ra) (2.30)

ktora jest rownowazna z ponizsza

h? 2 . 2
_4mgv — (Am)? Z(zmav +0; Am)V? - Z ojep + V(ry,ra). (2.31)

=1 i=1

H =

Hamiltonian ten nie komutuje z operatorem kwadratu catkowitego spinu [H, (s; + s2)?] #
0. Oznacza to, ze dobra baza jest teraz rozpinana przez funkcje yi(o1,02) = |1 1)|2 |) oraz
Ya(o1,02) = [1 1)[2 1), a nie przez funkeje singletowa ys(or,02) = Z5(|11 12 1) — 1 1)[2 1))
i trypletowa xr(01,09) = %(H N2 1)+ 11 D)2 1)), jak to ma miejsce dla czastek nierozréznial-
nych.

Standardowo, funkcja falowa bedaca stanem wtasnym hamiltonianu (2.30) z masa zdefiniowana
przy pomocy operatora spinu ma wiec okreslone rzuty spinéw obu elektronéw na o$ kwantowania.
W przypadku spinowo-zaleznych mas naturalny jest opis nie przez funkcje singletowsa i trypletowa,
tylko [1 1)[2 1) oraz [1 )[2 1).

Mozemy by¢ uparci i sprobowaé zadziataé¢ hamiltonianem (2.30) na ogélna funkcje falowa (2.5)

W(ry, T, 00,02) = (ry,2) (A1 D2 1) + A1 D)[21)). (2.32)

W kontekscie tego, co powiedzieliémy powyzej o naturalnej bazie dla hamiltonianu (2.30) funkcje
tej postaci sa superpozycja dwoch standéw wlasnych hamiltonianu o czesciach spinowych |1 7)[2 |)
oraz |1 [)|2 7). Pytanie, czy taka superpozycja moze by¢ réwniez stanem wlasnym hamiltonianu?
Jak si¢ zaraz okaze, taka mozliwos¢ istnieje. Hamiltonian (2.30) dzialajac na funkcje (2.32) zwrdci
dwa sktadniki

~ h2 h2
H\If:)q(—QmTV%—2le§+V(r1,r2)><b(r1,r2)|1 T>|2 l>+
h? 72
)\2< - om, Vi - 2m; Vi + V(I‘l,rz)>¢)(r1,r2)|l D2 mn. (2.33)

Stosujac podejscie Coopera i zapisujac funkcje falowa ®(ry,ra) jako superpozycje funkeji falo-

wych elektronow nieoddziatujacych
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1 , .
(I)(I‘l, 1‘2) = Z ak17k2 \Ijkl (I‘l)\llkz (1'2) = V Z Oékhk2 €Zk1r1+lk2r2, (234)
ki ko ki ko

z réwnania Schrodingera HV = EV otrzymujemy

ki® Bk’ 1 . .
A V —_El= ikiri+ikars 1 9
1( 2my - 2ms T Viryr2) Vk§2ak1’k2e 112 1)+
’ky? Rky® 1 o
A V —FE|l= ikiri+ikaors 1 92 —0. 9235
2<2m2 oy TV ZE) G D dae 12 1) (2.35)

Rzutujac powyzsze réwnanie na stany (1 7[(2 | | oraz (1 | [(2 T | dostajemy

h2k12 h2k22 1 ' '
v _El= ikiri+ikers _ 0 2.36
( T e (NS R T O , (2:36)
h2k12 h2k22 1 ‘ '
% _El|= tkari+ikere 0. 2.37
( 2ms * 2my +Virn ) Vk§2 Hade © 3

Réznica miedzy tymi rownaniami tkwi w zamienionych masach. Nalezy podkresli¢, ze aby funk-
cja (2.32) byla rozwigzaniem hamiltonianu (2.30) réwnania te musza by¢ spetnione réwnoczesnie.
Mamy wiec do czynienia z dwoma problemami Coopera, ktore sg ze sobg sprzezone. Powinny one
dawac¢ takie same energie E oraz takie same wartosci wspotczynnikow o, k,-

W celu rozwiazania powyzszych réwnan przeprowadzamy w nich dwie rézne transformacje
zmiennych. Pierwsza transformacja jest taka sama, jak w modelu ze skalarna masa (2.7, 2.8). W

réwnaniu (2.36) przechodzimy wiec do wspéhrzednych srodka masy i wspotrzednych wzglednych

r1m; +Tramsy

R = y Q - k1 —|— kz, (238)

mi + mo
kimy — kamy

r=ry—ry k=-— 2“2 (2.39)

mi1 + mo

Jedyne co zmienia si¢ w drugiej transformacji, ktéra zastosujemy do réwnania (2.37) to sposéb

wystepowania mas we wzorze na R oraz k

T UL L VU W WS W (2.40)
mi1 + mo
klml — kzmg

r= Iy —Ia; 12 = (241)

my -+ me
Po powyzszych transformacjach réwnania (2.36, 2.37) sprowadzaja sie do nastepujacych wyrazen

na wspotczynniki ay i af
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_i >k Vi Qe

= 2.42
e N €Q + €k — E’ ( )
L Y Vi o
p= o/ e X 2.43
T T Negtea-E (243)
Potencjat wprowadzamy analogicznie jak poprzednio
~Vy, dlak, k' € Wq,
Viae = oot E=Ta (2.44)
O, dlakéWQ\/k/§éWQ,
gdzie
— k1m2 — k2m1
WQ:{k:—‘klEWlAszWQAQ:k1+k2}. (245)

mi + Mo
Tutaj pojawia si¢ nastepujacy problem. Odruchowo chcieliby$my wprowadzi¢ potencjal tak, aby

w drugim réwnaniu byt on réwny

—V,, dlak, k' € W,
Vi = { 0 & [ Q,,, . (2.46)
0, dakgligVE ¢,
gdzie
. -~ kim; — kamy A
Wo={k=————"""1|ki € WaAky € W1 AQ =k; +ko}. (2.47)

mi + mo

Nie mozemy jednak tego zrobi¢, poniewaz potencjal parujacy moze by¢ tylko jeden (musi by¢
jednoznacznie zdefiniowany)! Jednakze, dla rozwazanego przypadku nieruchomej pary Coopera,
mamy Q = 0 oraz Q = 0, dzieki czemu obszary Wq oraz WQ sa sobie réwne (dowdd przebiega jak
w 2.17)

Woo = Waeo = Wi N W, (2.48)

Wobec tego definicje potencjatéw (2.44, 2.46) sa réwnowazne, a réwnania (2.42, 2.43) sprowa-

dzaja si¢ do

= (a7 W)
mZkler:O k

=1 ¥ a-r » dakeWay (2.49)
0, dlak ¢ Wa_o
Ywew O/ ~ ==
Y cWa=0
ap=¢ N =B 7 dla lf < KQZO (2.50)
0, dlak ¢ Wa_o
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Tutaj wida¢ juz, ze rownania te sa ekwiwalentne, to znaczy daja takie same rozwigzania na
energie I oraz wspotczynniki o i a. Co wiecej, sg one dokladnie takie same, jak dla modelu ze

skalarna masa, dzieki czemu, w przypadku nieruchomej pary, energia wiazania stanu (2.32)

W(ry, T, 01,02) = (ry,r2) (A1 )2 1) + A1 D)[2T)). (2.51)

nie zalezy od wspotczynnikéw Aj, Ao, wiec jest doktadnie taka sama, jak policzona wczesniej

energia stanu (2.4)

\IJ<I'1,I‘2,0'1702) = (D(I'I,I'2) ’1 T>|2 l> (252)

Poniewaz przeprowadzone rachunki nie zaleza od wspotczynnikéw Ai, Ao, to mozemy je wybraé

dowolnie. Gdy bedziemy wigc chcieli opisa¢ stan nadprzewodzacy, to wybierzemy dla nierucho-

mej pary A\; = —A\y = % otrzymujac stan singletowy przy rozszczepionych masach. Przy opisie
nadciekloéci *He przyjelibyémy natomiast A\ = Ay = % otrzymujac nieruchomsg pare w stanie

trypletowym z s7 + s5 = 0.

2.3 Podsumowanie

W tym rozdziale wprowadzilismy do hamiltonianu masy zalezne od spinu na dwa sposoby.
Pierwszy z nich zaktadat skalarny charakter masy. Za jego pomocg mozna analizowa¢ tylko funkcje
falowe o czesci spinowej x(o1,02) = |1 1)|2 |) lub x(01,02) = |1 |)|2 7). Drugi model wprowadza
mase jako operator zalezny od operatora rzutu spinu na kierunek pola o7. Przy jego pomocy mozna
badaé ogdlniejsze funkcje falowe z czescia spinowa w postaci x(o1,02) = A|1 1)[2 ) + Aa|1 [)|2 7).
W szczegoblnosci moga to by¢ stany singletowe i trypletowe. Wprowadzony formalizm pozwala takze
przy pomocy jednej funkcji falowej analizowaé przejscie B — 0 < Am = moy — my — 0, czyli do
przypadku kwaziczastek o réwnych masach. Takie przejScie oznacza transformacje kwaziczgstek
rozroznialnych w nierozroznialne, co jest bardzo ciekawym i jeszcze niezbadanym zjawiskiem, do
ktorego wrocimy w czedci 3.3.5.

Szczesliwie okazuje sie, ze dla nieruchomej pary Coopera rozwigzania obu modeli maja taka
sama energie i przestrzenng funkcje falowa (pdzniej pokazemy, ze spetnia ona warunki symetrii).
Rozwiazujac problem parowania kwaziczastek o masie zaleznej od spinu wyprowadziliémy przybli-
zone wzory analityczne (2.26) oraz (2.27) na energie wiazania A. Wzory te dotycza nieruchome;j
pary Coopera (Q = 0).

Przejdziemy obecnie do rozwazan pary Coopera z niezerowym pedem $rodka masy Q # 0.
Okaze sie, ze taki stan w przypadku spinowo-zaleznych mas posiada najwieksza energie wigzania,

czyli prowadzi do spontanicznie poruszajacych sie par Coopera jako stanu stabilnego uktadu.
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Rozdziat 3

Poruszajaca sie para Coopera (Q # 0)

przy spinowo-zaleznych masach

(my #m|)

W rozdziale tym zaprezentujemy rozwigzanie numeryczne, w ramach ktorego szukamy stanu
pary czastek o najnizszej energii minimalizujac ja wzgledem pedu Q. Jak sie okazuje, rozwigzanie z
niezerowym pedem Q # 0 jest korzystniejsze energetycznie od rozwiazania nieruchomego z Q = 0
realizujgcego si¢ dla my = m| = m (a takze dla matych rozszczepien mas Am).

Pojedyncza, ruchoma para Coopera (Q # 0) jest prekursorem stanu FFLO! [2, 3, 4] opisywa-
nego przez N-czgstkowsg funkcje falowa, w ktorej pary elektrondéw majg niezerowy ped srodka masy
(Q#0).

Postulowana przez nas funkcja falowa poruszajacej sie pary jest w stanie spinowym |1 7T)|2 |) nie
posiadajacym odpowiedniej symetrii wzgledem zamiany czastek, a wiec niezgodnym z twierdzeniem
spin-statystyka [13] i tamiacym zasade nierozréznialnosci czastek. Uzasadnienie, dlaczego mozemy
w taki sposob opisa¢ pare Coopera w przypadku spinowo-zaleznych mas przedstawimy w czesci 3.3.
Nastepnie w czesci 3.4, wprowadzimy ogdlna antysymetryczng funkcje falowa zgodna z twierdzeniem
spin-statystyka. Pokazemy, ze jej energia wigzania jest zawsze nizsza od energii wigzania stanu
lamiacego symetrie |1 T)|2 |) (poza przypadkiem Q = 0, kiedy energie obu funkcji pokrywaja sie).
Wobec tego funkcja |1 1)|2 |) jest korzystniejsza energetycznie od funkeji spelniajacej twierdzenie
spin-statystyka.

Funkcja falowa stanu FFLO jest zgodna z twierdzeniem spin-statystyka, poniewaz do jej kon-
strukeji uzywa sie formalizmu drugiego kwantowania [22]. W formalizmie tym wprowadza sie od-
powiednie reguty antykomutacji, ktore zapewniaja antysymetrie funkcji wzgledem transformacji

przestawienia czastek. Brak antysymetrii funkeji falowej poruszajacej sie pary Coopera stanowi o

'W analogii do tego, jak nieruchoma para Coopera jest prekursorem stanu BCS
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fundamentalnej réznicy pomiedzy zwyktymi parami Coopera i tymi ze spinowo-zaleznymi masami.
Problem parowania sie kwaziczastek w tym rozdziale jest postawiony identycznie, jak w po-
przednim (patrz czesé 1.4). Zakladamy wiec, ze znamy wszystkie parametry morza Fermiego wraz

z masami kwaziczastek.

3.1 Stan |1 7)|2 |) lamiacy zasade nierozréznialno$ci czastek
Startujemy ze znanego z poprzedniego rozdziatu hamiltonianu z masa bedaca operatorem

. n? n?
H=— Vi Vi —oieg — oiep + V(ry,r3). (3.1)

2Mgy — 05 Am 2May — 05 Am

Funkcje falowa postulujemy jako

\IJ(I']_,I'2,O'1,O'2> = q)l(r17r2> |1 T>‘2 l)? (32)

czyli w ogblnej funkeji falowej (2.5) wybieramy A\; = 1, Ay = 0. Takie podejscie jest bardzo
podobne (a rachunkowo identyczne) do rozwiazywania hamiltonianu ze skalarna masa. Dlaczego
wybraliSmy takg funkcje, a nie na przyktad stan singletowy? Jak juz argumentowaliSémy w poprzed-
nim rozdziale, hamiltonian nie komutuje z kwadratem catkowitego spinu, wobec czego nasz wyboér
jest zupelnie naturalny (wkrétce powiemy wiecej na ten temat).

Nie bedziemy tutaj przedstawiali wyprowadzenia wszystkich rownan, bo jest ono identyczne,
jak w rozdziale poprzednim. Przytoczymy tylko kluczowe wyniki.

Przestrzenng funkcje falowa zapisujemy jako superpozycje stanéow witasnych hamiltonianu bez

oddziatywania

1 . )
O(rq,r2) = Z Oky ks Vi, (1) Wiy (r2) = v Z iy ko glkaritikars (3.3)

k1,k2 k1>k2

Transformacja do zmiennych $rodka masy i wzglednych przedstawia sie nastepujaco

rymq +ram
R=-1+"1""2"2" Q=k; +ko, (3.4)
my + Mo
kimy — kamy
P my + Mo ( )

Roéwnanie Schrodingera prowadzi do nastepujacego wyrazenia na wspotezynniki rozwiniecia oy

1 e Viawowe

. 3.6
N€Q+€k—E ( )

g =

Element macierzowy potencjatu parujacego Vi postulujemy jako
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~V, dlak, k' € Wq,
Vige = 0 e (3.7)
O, dlakgéWQ\/k ¢WQ,
gdzie obszar oddzialtywania Wq dany jest przez
Wq = (k= M2 =kem o e, A Q= Ky + ka) (3.8)
Q== 1 1\ Kg 2 =Kk 2/ :
h’k?
VVZ:{k|EF< B —0i€B<€F+th},i:172. (39)
Taka definicja potencjatu prowadzi do ponizszego rownania na przerwe A = 2¢p — F
N 1
— = : 3.10
Vo k§Q€Q+Ek_2€F+A ( )

Do tej pory rozwazaliSmy zawsze pare nieruchomag z Q = 0, dla ktorej obszar catkowania
Wq—o = WiNW5 jest sferycznie symetryczny, a energia kinetyczna eq jest réwna zero. Te wlasnosci
problemu prowadzily do analitycznych wynikéw (2.26, 2.27). Teraz wyrzucimy z naszych rozwazan
wiez Q = 0 i policzymy energie A w zaleznosci od pedu srodka masy pary Q.

Aby rozwiaza¢ réwnanie na przerwe (3.10) musimy wiedzieé¢, po jakim obszarze wykonujemy

sumowanie. Korzystajac z definicji (3.8) mozemy otrzymaé nastepujace wyrazenie na obszar Wq

Wo = (Wi-7:Q)n (W +22Q) =

= Win(:+Q) - TQ, (3.11)

gdzie przez dodawanie wektora do obszaru rozumiemy przesuniecie tego obszaru o dany wektor.
Widadé, ze obszar catlkowania nie jest juz sferycznie symetryczny (patrz rys. 3.1), przez co réwnanie
(3.10) nie daje sie rozwiaza¢ analitycznie.

Zanim zaczniemy caltkowaé przeksztalcimy jeszcze réwnanie na przerwe (3.10) do bardziej in-
tuicyjnej postaci. Po pierwsze, wykonamy w nim transformacje z powrotem do zmiennych jedno-
czastkowych ki 1 ko. Korzystajac z praw transformacji (3.4, 3.5) mozemy otrzymaé nastepujace

zwiazki

m

ky =k + MlQ, (3.12)
m

ko = k — MQQ. (3.13)

Wobec tego, na podstawie (3.11), calkowanie w zmiennej k po Wq jest réwnowazne z catko-

waniem w zmiennej ky po obszarze Wi N (Wy + Q), ktory tatwiej sparametryzowaé¢. Dodatkowo
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Rysunek 3.1: Zakres calkowania Wq dla Q # 0 powstaje jako czeé¢ wspolna obszaréw Wi i Wa+ Q
przesunigta o —71Q (3.11). Wektory ka; i Kaz s3 zdefiniowane przez %?2 =eptoegt+hwp, 1=

1,2. Zaznaczono obszary o najwiekszym wktadzie do energii wigzania, dla ktorych dey,,, >~ 0.
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przeksztatcimy mianownik réwnania (3.10) korzystajac z nastepujacego zwiazku dla energii kine-

tycznych

€Q t €k = €x;1 1+ €k, |, (314)
2k;2

gdzie exo, = 5.+ — 04€p, © = 1,2 jest energig jednoczastkowa. Oprocz tego zmieniamy w réwna-
niu na przerwe (3.10) catke na sume wedtug znanej reguty (1.28). Po tych uproszczeniach réwnanie

na przerwe przeksztatca sie do

N Vv d*ky

— =— . 3.15
VE) 873 /Wlﬂ(W2+Q) €kq1 + €ko| — 26F + A ( )

Definiujac wzbudzenie czastek ponad poziom Fermiego
S0, = €xio; — €7y © = 1,2, (3.16)

dostajemy najbardziej intuicyjng posta¢ réwnania na przerwe

N Vv 3k
R / ! . (3.17)
Vo &3 Win(W2+Q) 55k1T + 56kzl + A

7 powyzszego rOwnania wynika, ze najwiekszy wktad do energii wigzania przyniosg te rejony

obszaru catkowania W7 N (Wy + Q), w ktérych czastki sa najmniej wzbudzone ponad swoja po-
wierzchnie Fermiego (czyli dey,,, ~ 0, patrz rys. 3.1). Wktad od takich obszaréw oraz objetosé
obszaru catkowania to czynniki determinujace, jak silne jest wigzanie. Ich analiza pozwala wyjasni¢

prawie wszystkie obserwowane zaleznosci energii wigzania od réznych parametrow.

3.2 Energia wigzania pary - wyniki numeryczne

Przedstawimy tutaj jedne z gtéwnych rezultatéw pracy, czyli wyniki obliczenn numerycznych.
Najpierw pokazemy zaleznos$¢ od pola magetycznego B parametréow samego morza Fermiego przy
spinowo-zaleznych masach. Dopiero potem przejdziemy do wynikow dotyczacych problemu parowa-
nia.

Wszystkie nasze obliczenia beda dotyczyty przypadku, kiedy srednia masa kwaziczastek jest
rowna myg, = 304 mg, natomiast objetos¢ komoérki elementarnej wynosi Ve, = 161 A% Taki wybor
wynika z poréwnania z innym modelem nadprzewodnictwa przy spinowo-zaleznych masach rozwa-
zanym w naszym zespole krakowsko-katowickim [M. Maska, M. Mierzejewski, J. Spalek i inni| oraz
z dopasowania do rzeczywistego uktadu CeColns.

Oprocz powyzszych parametréw musieliémy takze ustali¢ szeroko$é obszaru oddziatywania po-

wyzej powierzchni Fermiego hwp = 20 K, wypelnienie pasma n = 0.97 oraz wartos¢ poten-
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Rysunek 3.2: Wykres zaleznosci mas kwaziczastek m, w funkcji pola magnetycznego B. Widaé

liniowy charakter wykresu dla p6l do 207. Wklejka: nieliniowo$¢ w silnych polach.

cjatu przyciagajacego Vo = 50 K. Przy tak dobranych parametrach masa pasmowa jest rowna
mp = 18 my.
Rozwazany zakres wartosci pola magnetycznego to B = 0— 20T, poniewaz w uktadzie CeColns

gorne pole krytyczne wynosi Hly = 12T, HL = 5T [6].

3.2.1 Morze Fermiego kwaziczastek ze spinowo-zaleznymi masami

Korzystajac z wprowadzonych w pierwszym rozdziale réwnan (1.56 - 1.60) obliczamy parametry
morza Fermiego w zaleznosci od pola magnetycznego.

Wszystkie wykresy przedstawiaja zakres pola magnetycznego od 07 do 207T. Wklejki ukazuja
granice silnych p6l magnetycznych (do 2007"). Granica ta jest nieosiagalna w laboratorium, ale
bardzo podobne efekty mozna otrzymac¢ w nizszych polach dla uktadow o ciezszych masach. Dzieje
sie tak, poniewaz zwiekszajac mase zmniejszamy szeroko$¢ pasma. Zatem potrzeba mniejszych pol,
aby wyraz Zeemana byt istotny w poréwnaniu z energia Fermiego, co prowadzi do nieliniowosci.

Na rys. 3.2 przedstawiono wykres zaleznosci mas m, od pola magnetycznego B. Masy zaleza
w przyblizeniu liniowo od pola. Dla bardzo duzych pdl nizsza masa asymptotycznie dazy do masy
pasmowej mqy — mpg.

Zalezno$é energii Fermiego e od pola pokazano na rys. 3.3. Dla interesujacego nas zakresu pol
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Rysunek 3.3: Wykres zaleznosci energii Fermiego er od pola magnetycznego B. Energia Fermiego

w rozwazanym zakresie pol nie zmienia si¢ znacznie.

energia Fermiego mato zmienia si¢ wraz z polem.

Magnetyzacja uktadu zdefiniowana przez u = % przedstawiona jest na rys. 3.4. Zaleznosé
magnetyzacji od pola jest liniowa, ale dla duzych pél magnetyzacja dazy do wartosci 1.

Wartosci wektorow Fermiego przedstawione sg na rys. 3.5. Wraz ze wzrostem pola, powierzchnie
Fermiego ulegaja coraz wickszemu rozszczepieniu.

Z przedstawionych wynikéw widac, ze w obszarze pol B = 0 — 207 masy kwaziczastek, wek-
tory Fermiego oraz magnetyzacja zmieniaja sie liniowo z polem. Odstepstwa od tego zachowania
nastepuja dopiero dla bardzo silnych pol. Mozna zatem zatozy¢, ze w rozpatrywanym obszarze pol

zachodzi

i = XB, (3.18)

gdzie y jest podatnoscia magnetyczng na czastke. Przy takim przyblizeniu, masy kwaziczastek

i wypelienia podpasm spinowych mozna prosto zapisa¢ jako funkcje pola magnetycznego

Xn
My (B) = Mgy — am B, (3.19)
ny(B) = g(l +oxB). (3.20)
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Rysunek 3.4: Wykres zaleznosci magnetyzacji 1 = % od pola magnetycznego B. Dla bardzo
mocnych pdl (w tym przypadku ok. 900 T") magnetyzacja osiagnetaby wartosé 1.

Powyzszych, przyblizonych, zaleznosci nie wykorzystaliSmy jednak w tej pracy, prowadzac obli-

czenia przy uwzglednieniu doktadnych wzorow.

3.2.2 Stan zwigzany pary

Przedstawiamy tutaj rozwiazania réwnania na przerwe (3.17)

3
N_V / s . (3.21)
‘/(] 871'3 Win(W2+Q) 5€k1T + (SEkzl + A

Réwnanie to byto rozwiazywane numerycznie przez wykonywanie odpowiednio sparametryzo-

wanej caltki po obszarze Wi N (W3 + Q) dla ustalonej wartosci energii wiazania A. Taka procedura
pozwala nam otrzymac¢ zalezno$é¢ potencjalu V) od energii wigzania. Poniewaz bardziej interesuja
nas zaleznosci odwrotne (A od Vj oraz Q), to wykonujemy interpolacje, otrzymujac wartosé¢ energii
wigzania przy ustalonym potencjale i pedzie $rodka masy.

Otrzymany w ten sposob wykres A(Q) dla réznych wartosci pola B przedstawia rys. 3.6. Wi-
da¢, ze dla stabych pol maksymalna energie wiazania otrzymujemy przy Q ~ 0. Dla silniejszych
pol pojawia sie maksimum energii wigzania dla Q # 0. Przy pewnej wartosci pola B zaczyna ono
dominowaé i ukltad przechodzi do stanu FFLO (z niezerowym pedem $rodka masy pary). Widzi-

my takze, ze maksimum energii wigzania dla wickszych pol wystepuje przy wigkszym pedzie Q.
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Rysunek 3.5: Wykres zaleznosci wektoréw falowych Fermiego kr, od pola magnetycznego B. Linig
przerywana zaznaczono wyniki dla uktadu z masami niezaleznymi od spinu (m; = my). Widad,
ze w takim przypadku rozszczepienie wektoréw Fermiego Akp = kip — kop jest wieksze niz przy

masach spinowo-zaleznych.
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Rysunek 3.6: Wykres zalezno$ci energii wiazania od pedu srodka masy przy ustalonym polu magne-
tycznym w bezwzglednej skali pedu srodka masy. Wartosci parametrow mg,, = 304 mg, hwp = 20 K,

Vo = 50 K. Strzatkami oznaczono maksimum energii wigzania.
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Przyczyna jest fakt, ze réwnanie (3.21) posiada naturalna skale wartosci Q. Mianowicie, ped srodka
masy nalezy podawaé w jednostkach rozszczepienia sfer Fermiego Akr = kpy — kpe. Drugie mak-
simum pojawia sie dla wartosci |Q| = (0,9 + 1,1) Akp, poniewaz dla tych wartosci pedu srodka
masy w zakresie catkowania Wy N (W + Q) istnieje duzy obszar o matych wzbudzeniach ey, ~ 0
(patrz rys. 3.1). Skoro rozszczepienie sfer Fermiego Akp roénie z polem (patrz rys. 3.5), to ro$nie z
nim takze optymalna wartos¢ pedu Q. Zalezno$¢ energii wigzania od pedu $rodka masy w nowych
jednostkach przedstawiono na rys 3.7.

Optymalny ped srodka masy w zaleznosci od pola magnetycznego przedstawia rys. 3.8. Z rysun-
kéw 3.7 oraz 3.8 wynika, ze oprocz rozwigzan z Q = 0 i |Q| ~ Akr pojawia sie trzecie rozwiazanie
z Q = Qposr lezacym pomiedzy tymi wartosciami?. Rozwiazanie to posiada jednak energie niewiele
wieksza od energii przy zerowym pedzie srodka masy (réznica wynosi najwyzej 5 mK). Za roz-
wigzaniem tym nie stoi wiec zadna gteboka fizyka - jest ono najprawdopodobniej cechg przyjetego
modelu i nie sagdzimy, aby zaobserwowanie go byto mozliwe. Wartos¢ pedu Qposr, dla tego trzeciego
rozwigzania zalezy mocno od parametru hwp. Przez dobranie odpowiedniego hwp mozemy stero-
waé wartodcig pedu w zakresie od Qposr = 0 (dla hwp = 63% —ep ~ 32K) do |Qposr| >~ Akp
(dla matych hwp < 10 K) powodujac pokrywanie sie tego rozwiazania z dwoma ”oczywistymi”
rozwigzaniami.

Szukajac maksimum energii wigzania A w zaleznosci od pedu srodka masy Q dla réznych war-
tosci pola magnetycznego B otrzymujemy zaleznosé¢ A(B) przedstawiona na rys. 3.9. Widaé tutaj
energie pary nieruchomej oraz energi¢ pary z niezerowym pedem srodka masy. Energia pary nie-
ruchomej zalezy liniowo od pola, co jest zgodne z wyprowadzonymi wczesniej wzorami (2.26) oraz
(2.27). Pokazano takze analogiczny wykres w przypadku, kiedy masy nie zaleza od spinu. Jest ewi-
dentne, ze woéwczas energia wiazania spada duzo szybciej z polem. Pole krytyczne w tym przypadku
jest réwne B, = 2,87, podczas gdy dla mas zaleznych od spinu wynosi ono ponad trzy razy wiecej
B.=10,1T. Oczywiscie rozwiazanie z niezerowym pedem $rodka masy pary w przypadku réwnych
mas jest niepoprawne fizycznie, gdyz kwaziczastki tworzace parg¢ sa wowczas nierozrdznialne, a funk-
cja falowa poruszajacej sie pary nie spetnia twierdzenia spin-statystyka (co pokazemy w nastepnym
podrozdziale). Mimo tego, przedstawiliémy energie takiego stanu dla poréwnania.

Otrzymane wyniki nasuwajg wniosek, ze zalezno$¢ mas od spinu nie przeszkadza, a nawet poma-
ga zjawisku nadprzewodnictwa. Dzieje si¢ tak dlatego, ze przy masach zaleznych od spinu wektory
falowe Fermiego ulegaja mniejszemu rozszczepieniu niz przy m; = ms (patrz rys. 3.5). To wla-
S$nie rozszczepienie sfer Fermiego odpowiada za ostabienie parowania, skad wynika mniejsza energia

wigzania dla uktadow bez zaleznosci mas od spinu.

2W zasadzie maksimum energii wigzania przy Q = 0 nie pojawia sie wcale. Istnieje ono tylko dla B = 0, co jest

oczywiscie nierealistyczne.
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Rysunek 3.8: Wykres zaleznosci optymalnego pedu $rodka masy Q od pola magnetycznego B.
Wartosci parametréw jak poprzednio. W silnych polach |Q|/Akp ~ 1.

3.3 Dyskusja braku antysymetrii funkcji falowej

Zbadamy teraz wtasnosci funkcji falowej pary przy transformacji zamiany czastek

(r1,01) < (ra2, 09). (3.22)

Twierdzenie spin-statystyka Pauliego [13] méwi, ze funkcje falowe kazdych nierozréznialnych
czastek powinny przy powyzszej transformacji by¢ symetryczne (bozony), badZ antysymetrycz-

ne (fermiony)?

\II<I'1,I'2,O'1,O'2) = :t\I/(I'27I'1,0'270'1). (323)

Poniewaz opisywane przez nas kwaziczastki wywodza si¢ z fermionéw (elektronéw), cheielibysmy
otrzymac¢ dla nich antysymetryczng funkcje falowa. Wobec tego w powyzszym rownaniu wystapi
znak minus. Ponizej zbadamy wlasnosci funkcji falowej pary Coopera przy rozszczepionych masach

w kontekscie twierdzenia spin-statystyka.

3Spinows liczbe kwantowa traktujemy tutaj jako wspétrzedna.
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spinu. Rezultaty otrzymane na podstawie wyniku analitycznego (2.24) oznaczono linig kropka-

kreska.
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3.3.1 Rozwazania ogdélne

Postulowana przez nas funkcja falowa jest zawsze rozseparowana na czes¢ przestrzenng i spinowsa,

U(ry,re, 01,09) = ®(r1,r2) X(01, 02), (3.24)

wobec czego jej wlasnosci przy transformacji (3.22) zaleza od zachowania tychze cze$ci. Aby
funkcja falowa W(ry,ra, 01, 09) byla antysymetryczna, jedna z funkcji ®(rq,rz) i x (01, 02) musi by¢
symetryczna, a druga antysymetryczna. W nadprzewodnictwie zwykle cze$¢ spinowa jest antysyme-
tryczna (stan singletowy), wiec od czesci przestrzennej wymagamy symetrycznosci. W nadciektosci
3He, odwrotnie, funkcja spinowa jest symetryczna (stan trypletowy), a funkcja przestrzenna antysy-
metryczna. Ponizej zbadamy zachowanie obu czedci funkcji falowej pary Coopera o rozszczepionych

masach przy transformacji zamiany czastek.

Czesé spinowa

Zachowanie czesci spinowej x(01,02) pod wplywem transformacji (3.22) jest bardzo proste.
Mozemy mieé tu do czynienia ze stanem z okreslonym kwadratem catkowitego spinu (singlet lub
tryplet). Wéwcezas funkcja spinowa ma okreslong symetrie (jest odpowiednio antysymetryczna lyb
symetryczna). Tak jest w naszym modelu dla pary nieruchomej. Alternatywnie, cze$é spinowa moze
by¢ stanem z okreslonymi rzutami spinéw na o$ pola magnetycznego |1 1)|2 |). W stanie takim jest
poruszajaca sie para Coopera. Funkcja taka nie posiada okreslonej symetrii i przy zamianie czastek

transformuje sie do zupekie innej funkeji |1 |)|2 1) (patrz rys. 3.10).

Czes$é przestrzenna

Posta¢ funkcji przestrzennej ®(ry,rs), nie jest juz tak trywialna. Dana jest ona zawsze przez

superpozycje (1.5)

1 . .
(I)(I‘l, I‘2) = Z Ok ko \Ilk1 (I‘l)\Isz <r2) = V Z Ok ko elaritiiars, (325)
k]_,k2 kl,kZ

Antycypujac, mozemy powiedzie¢, ze nie zawsze funkcja ta posiada ”odpowiednig” symetrie
(w rozwazanym przypadku nadprzewodnictwa oznacza to, ze nie jest symetryczna). Jej wlasnosci
bardzo silnie zwigzane sa z pedem $rodka masy Q.

Pierwszym zagadnieniem, ktére musimy rozwiazac, aby przeanalizowaé¢ symetrie funkcji falowej
pary, jest przejécie z rozwazaniami do uktadu $rodka masy, w ktérym rozwigzaliSmy problem Co-

opera. Mozna sprawdzi¢ na podstawie (3.4, 3.5), ze transformacja przestawienia czastek (3.22) jest
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Rysunek 3.10: Stany spinowe nieruchomej i poruszajacej sie pary Coopera. Dla nieruchomej pary
Coopera funkcja falowa spetnia twierdzenie spin-statystyka, wiec mozemy mowi¢ o kwaziczastkach
nierozroznialnych. Dla pary poruszajacej sie, czesé¢ spinowa funkcji falowej nie ma okreslonej syme-

trii, zatem mamy do czynienia z kwaziczastkami rozroznialnymi.

rownowazna z zamiang

r—r =-r, (3.26)

Am
R—-R =R —— 2
— +r i (3.27)

Powyzsze wzory daja nam przepis na dzialanie transformacji zamiany czastek w uktadzie srodka

masy.

3.3.2 Funkcja falowa pary w spoczynku - kwaziczgstki nierozréznialne

Pokazemy tutaj, ze funkcja falowa W(rq, ra, 01, 09) nieruchomej pary posiada wlasnosé antysyme-
trii ze wzgledu na przestawienie czastek, W(ry,ra, 01,02) = —V(ra,r1,09,07), nawet w przypadku,
kiedy Am # 0. Rozwazymy sytuacje, w ktorej masy kwaziczastek sg rozne, co jest bardziej ogdlne.

Z rozdziatu 2 znamy nastepujaca postaé przestrzennej funkeji falowej (2.10)

d(R,r) = —W® Z oy (3.28)
1 Zk’ ka'Oék'
ke N6Q+€k—E (3 9)

Przyjmujemy definicje potencjatu (2.15)
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v, dlakk € Wa,
vkk,:{ 0. @a Q (3.30)

O, dlak@éWQ\/k’g’:‘WQ.
Wykorzystujac fakt, ze w rozwazanym przypadku Q = 0, wigc eq = 0 oraz oznaczajac

C= ZkeWQ ax, dostajemy wzor na wspotczynniki rozwiniecia ay

ex—F 7

/N Jla k € W
. — axET e (3.31)
0, dla k ¢ Wa_o.

Dla nieruchomej pary mamy wiec ostatecznie

1 > CVy/N
V kEWQ:O €k — E

dR,r) = ek, (3.32)

Przy transformacji (3.26, 3.27) funkcja ta przechodzi w

CV,y/N
€k — FE

l C%/N 6z'k’r'

Vv — €E_k — E
1 CVy/N
Vo2

— €k — FE
k'eWq—o

6ik(—r)

ekt — P(R,r). (3.33)

Przy przeksztalceniach skorzystaliSmy ze sferycznej symetrii obszaru Wq—g (por. rys. 2.1) oraz
7z tego, ze €_ = €. Widzimy, ze przestrzenna funkcja falowa jest symetryczna przy transformacji
zamiany czastek (3.22). W zwiazku z tym, ze cze$é spinowa jest antysymetryczna (stan sigletowy),
catkowita funkcja falowa jest réwniez antysymetryczna. Gdyby nasze rozwazania dotyczyty nadcie-
ktosci w 2 He, to cze$¢ spinowa bylaby symetryczna (stan trypletowy), natomiast cze$é przestrzenna
antysymetryczna, dajac antysymetrie catkowitej funkcji falowe;j.

Podsumowujac, pokazaliSmy, ze stan o zerowym pedzie $rodka masy Q = 0 posiada zawsze
symetrie zgodng z twierdzeniem spin-statystyka, nawet jesli kwaziczastki maja rézna mase. Jest to
zwigzane takze z tym, ze dla Q = 0 czeé¢ funkeji falowej opisujaca ruch §rodka masy (¢/QR) ma
trywialng postaé i transformacja (3.27) niczego nie zmienia.

Przypadek, kiedy Am = 0 (a wiec i Q = 0) jest przypadkiem szczegdlnym powyzszych rozwazan.

Jako taki, rowniez posiada on odpowiednia symetrie.
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3.3.3 Rozrdéznialnos$é¢ kwaziczagstek dla poruszajgcej sie pary

Oczywiscie pamietamy, ze poruszajgca sie para jest w stanie spinowym bez okreslonej symetrii
|1 1)|2 |) (patrz rys. 3.10), wiec z definicji nie moze spetiaé twierdzenia spin-statystyka [13]. Jest
tak, poniewaz wartosé¢ spinu pary jest wtedy nieokreslona.

Ciekawe jest natomiast zbadanie przestrzennej funkcji falowej poruszajacej sie pary ®(ry,ra).
Okazuje sie, ze funkcja ta nie jest symetryczna ze wzgledu na zamiane czastek (3.22). Przyczyna

braku symetrii jest nietrywialna transformacja czynnika ¢!QR

oraz brak sferycznej symetrii obszaru
catkowania Wq (patrz rys. 3.1).

Chcielibysmy méc co$ powiedzie¢ ilosciowo o symetrii przestrzennej funkcji falowej poruszajacej
siec pary. W tym celu roztozymy ja na sume czesci symetrycznej ®g(ry,re) i antysymetrycznej

q)A(I']_, r2)

O(ry,ra) = Pg(ry,ra) + Pu(ry, ra), (3.34)
Bg(re,rs) = 1/2 {q)(rl,rz) 4 @(r2,r1)}, (3.35)
D y(ry,re) =1/2 {@(rl,rz) — @(rz,rl)} (3.36)

Widaé, ze funkcje ®g(ry,ra) i ®4(ry,r2) pod wptywem transpozycji (3.22) sa symetryczne i
antysymetryczne odpowiednio. Korzystajac z wprowadzonego powyzej rozktadu mozemy ”zmie-
rzy¢”, jak bardzo przestrzenna funkcja falowa pary odbiega od funkcji symetrycznej. Miara tego
odbiegania bedzie wspotczynnik asymetrii 7 zdefiniowany w nastepujacy sposob

y = Jy [ ®alre, I‘2)‘2d37’1d37“2. (3.37)
Jv |Ps(ry, re)|2d3rid3ry

Wspdtezynnik ten powie nam, jak duzy jest stosunek funkcji antysymetrycznej ®4(ry,ra) do

czesci symetrycznej @g(rq, ra). Dla nieruchomej pary bedziemy oczywiscie mieli n = 0, bo jej funkcja
jest symetryczna. Zwiekszajac pole magnetyczne B, a wiec i rozszczepienie mas Am, doprowadzimy
w pewnym momencie do przejécia uktadu do stanu FFLO, dla ktorego Q # 0, co pociaga za sobg
n # 0. Zalezno$¢ wspotezynnika n od pola magetycznego dla rozwazanych przez nas parametréw

przedstawia rys. 3.11.

3.3.4 Dlaczego brakuje symetrii?

Brak antysymetrii funkcji falowej W(ry,re,01,02) przy transformacji zamiany czastek (3.22)
oznacza, ze rozwazane kwaziczastki nie sa nierozroznialne! Jest to kluczowa kwestia, poniewaz
oprocz nowej, ciekawej fizyki rodzi pytanie o poprawno$é¢ przedstawionych wynikéw. Zastandwmy

si¢ wiec, dlaczego brak antysymetrii mogtby by¢ w tym przypadku uzasadniony.
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Rysunek 3.11: Wykres zalezno$ci wspotczynnika asymetrii  od pola magnetycznego B. Wartosci

parametrow myg, = 304 mgy, hwp = 20 K, Vy =50 K.

Jak juz wspominaliSmy, wprowadzony przez nas hamiltonian jest efektywny na dwéch pozio-
mach. W kontekscie braku symetrii istotna jest jego efektywnos¢ przy uwzglednieniu efektéw pro-
wadzacych do rozszczepienia mas. Zamiast opisywa¢ uktadu N czastek wraz z oddzialywaniami
typu Hubbarda prowadzacymi do rozszczepienia mas, hamiltonian ten opisuje jedynie dwie czastki
efektywne - kwaziczastki. Rozszczepione masy sa do niego wprowadzone w sposéb sztuczny (nie
wynikaja z postaci hamiltonianu wyjsciowego). Mozna sie spodziewaé, ze gdybysmy uwzglednili
wszystkie oddziatywania w uktadzie i policzyli N-czastkowsq funkcje falowa to spetniataby ona twier-
dzenie spin-statystyka. Nie ma potrzeby wymagaé¢ od dwuczastkowej funkcji falowej tego samego,
bo ta jest stanem whasnym hamiltonianu efektywnego ze spinowo-zaleznymi masami (zaniedbuja-
cego oddziatywania Hubbardowskie prowadzace do rozszczepienia mas). Innymi stowy, hamiltonian
startowy ze spinowo-zaleznymi masami jest modelem efektywnym.

Mozna zatem stwierdzi¢, ze brak antysymetrii funkcji falowej w naszym przypadku nie jest w
sprzecznosci z twierdzeniem spin-statystyka Pauliego, poniewaz rozwazana przez nas funkcja falowa
dotyczy obiektéw efektywnych (pojedynczych par kwaziczastek wydzielonych ze srodowiska).

Nalezy zwroéci¢ uwage, ze takze uktad wielu czastek z masami zaleznymi od spinu moze tamac
twierdzenie spin-statystyka. Oczywidcie w ramach zespotu czastek o jednakowym rzucie spinu na o$
pola, czastki wciaz beda nierozréznialne. Jednak funkcja falowa moze nie mie¢ okreslonej symetrii ze

wzgledu na przestawienie czastki ze spinem w gore z czastka ze spinem w doét, czyli takie czastki sg

47



juz rozréoznialne. Bedziemy w tym przypadku mie¢ zatem do czynienia z dwoma réznymi zbiorami
czastek nierozréznialnych. W granicy zerowego pola magnetycznego wystapi degeneracja i te dwa
zbiory czastek potacza sie w jeden.

Rozwazana przez nas sytuacja jest w pewnym sensie analogiczna do uktadu takiego jak atomy
mionowe. W tychze atomach jeden z elektronéw jest zastapiony przez mion u. Ze wzgledu na
wieksza mase mionu (m, = 206,7m), gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia go w okolicach
jadra atomu jest bardzo duza, w przeciwienstwie do gestosci prawdopodobienstwa znalezienia tam
elektronu. Wynika stad brak antysymetrii funkcji falowej uktadu ze wzgledu na zamiane elektronu
z mionem. Atom mionowy jest wiec prostym ukladem, w ktérym rézne masy czastek prowadza
do braku symetrii funkcji falowej. W tym przypadku nie budzi to oczywiscie naszego sprzeciwu,

poniewaz mion i elektron sg réznymi czastkami, a nie ré6znymi stanami tej samej czastki.

3.3.5 Kwaziczastki rozréznialne

Wprowadzony przez nas formalizm jest interesujacy réwniez dlatego, ze pozwala zamodelowaé
przejsécie od kwaziczastek nierozréznialnych (dla matego pola B i stanu z Q = 0) do kwaziczastek
rozrdznialnych (dla wiekszych pél B i stanu z niezerowym pedem Q). Przeanalizujmy teraz, jak w
naszym przypadku wyglada taka transformacja. Zat6zmy na chwile, ze tak dobraliémy wartos¢ hwp,
ze rozwiazanie 7 Qposr POKTyWa si¢ z rozwigzaniem z zerowym pedem $rodka masy?. Wyobrazmy
sobie, ze mamy uktad ze spinowo-zaleznymi masami w niskiej temperaturze i stopniowo zwiekszamy
pole. Dla zerowego pola magnetycznego kwaziczastki wystepujace w uktadzie sa nierozroznialne,
poniewaz charakteryzuja si¢ taka sama masa. Dla stabych pol, w ktérych rozwiazanie nieruchome
ma najwieksza energie, mamy niezerowe rozszczepienie mas, a wiec czastki rozroznialne ze wzgledu
na mase. Jednak funkcja falowa pary Coopera

Wlrara,00,00) = = Y™ - ([LD)[21) — 1 1)]21)) (3.39)
V4 V2

dalej spetnia twierdzenie spin-statystyka, czyli stan uktadu o najnizszej energii jest wcigz sy-
metryczny ze wzgledu na przestawienie czastek. Dopiero dla pewnej znacznej wartosci pola ma-
gnetycznego (w naszym przypadku B ~ 27T por rys. 3.8, 3.9, 3.11) uktad wykorzystuje mozliwosé
przejscia do stanu bez okreslonej symetrii, ktérag daje mu rozroznialnosé czastek. W tym przypadku
funkcja falowa jest postaci (por. rys. 3.10)

1

U(ry, T2, 01,00) = VeiQRZak e |1 1Y(2 ). (3.39)
k

4Albo uznajmy, ze rozwigzanie z Qposr jest cechg modelu i odrzuémy je przyjmujac, ze rzeczywisty uktad jest w

stanie z Q = 0 zamiast Qposr-
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Mozna wiec powiedzie¢, ze zwigkszajac pole magnetyczne w naszym modelu powodujemy trans-
formacje kwaziczastek nierozréznialnych w kwaziczastki rozréznialne, przy czym przejécie to jest
nieciagte (dla przyjetych parametréw wystepuje okoto B = 27T)).

Interesujacy jest rowniez fakt, ze zrzucenie wiezu na funkcje falowg wynikajacego z twierdzenia
spin-statystyka dopiero dla pola B = 27T prowadzi do stanu o nizszej energii niz stan zgodny z

twierdzeniem spin-statystyka.

3.4 Ogdblna funkcja falowa spelniajgca warunki symetrii i

jej nieadekwatnosé

Rozwazymy tutaj najogélniejsza funkcje falowa antysymetryczna wzgledem zamiany czastek
(3.22) i pokazemy, ze jej energia spada ze wzrostem pedu $rodka masy pary Q oraz jest nizsza
od energii rozpatrywanego przez nas stanu tamiacego symetrie (3.2). Funkcje spinowe o okreslonej

symetrii to funkcja singletowa i trypletowa

Ys(o1,03) — jﬁm D2 1) — 1 D12 1), (3.40)
(o, 03) = j§<u 2 1)+ 112 1)). (3.41)

Wobec tego mozemy ogolng funkcje spetniajaca warunki symetrii roztozy¢ w bazie funkcji single-
towej i trypletowej. Przez rozklad ten nie tracimy na ogdlnoéci, poniewaz funkcje bazowe rozpinaja

caly przestrzen z zetowa sktadows catkowitego spinu rowna zero s + s5 = 0

U(ry,ra,01,09) = Pg(ry,ra)xs(o1,02) + Pa(ry, r2)xr (o1, 02). (3.42)

Skoro funkcja ¥ ma by¢ antysymetryczna, to funkcja ®g musi by¢ symetryczna, natomiast ® 4
antysymetryczna. Stan (3.42) nie ma okreslonej symetrii ze wzgledu na zamiane samych zmiennych
przestrzennych (r; <> rp), ani samych zmiennych spinowych (o7 <> 03). Jednak zamiana jednych
i drugich prowadzi do zmiany znaku funkcji W. Podkreslamy jeszcze raz, ze funkcja (3.42) jest
najogolniejszym stanem antysymetrycznym ze wzgledu na zamiane czastek. Funkcje z przestrzeni
rzeczywistej ®g oraz &4 przedstawiamy w nastepujacy sposoéb (w rachunkach pomijamy czynnik

normalizacyjny %)

q)A(rl, r2> — Z ey ks eikll‘l—‘rikzr‘z o eikll‘z—‘rikzr‘l , (343)
ki,ka

(1)5'(1'1, r2) — Z ﬁkl,kz (eik1r1+ik2r2 + eik1r2+ik2r1) . (344)
k1,k2
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Dzigki takiej konstrukcji, antysymetria i symetria funkcji &4 oraz &g jest od razu zapewniona i
nie zalezy od wyboru wspoétczynnikéw rozwiniecia oy, x, oraz By, k,. Zerujac wspotczynniki oy, x,
lub By, k, odtwarzamy stan trypletowy®, badz singletowy.

Rozwiazemy teraz problem Coopera z ogblna funkcja falowa (3.42) spelniajaca twierdzenie spin-
statystyka. Rozwazamy hamiltonian (2.30) z masa bedaca operatorem
n? ) h?

Vi

H=— Vi —oieg — ojep + V(ry,r2). (3.45)

2Mgy — 05 Am B 2Mmgy — 05 Am
Jak juz powiedzieliSmy w rozdziale 2, naturalna baza funkcji spinowych dla powyzszego hamilto-
nianu jest {|1 7)|2 [),]1 [)|2 T)}. Wobec tego funkcje falowa (3.42) przeksztalcamy do nastepujacej

postaci

\I/(I'l, rz, 01, 02) = Z [ (/\k17k26ik1r1+ik2r2 + 7k17k26ik1r2+ik2r1> ‘1 T>’2 l) -
ki k2

(7k17k2 eiklrl—i-ikgrz + )\k1,k2 eiklrz—l—ikzrl) ‘1 J/> ’2 T)} ’ (346)

gdzie nowe wspolczynniki wigza sie¢ ze starymi poprzez relacje

>‘k1,k2 = ﬁkl,k2 + Oy ks (347)
Tk1 ke = ﬁk17k2 — Oky ko (348)
Po zadziataniu hamiltonianem na funkcje falows, a nastepnie zrzutowaniu na stany spinowe

(1 112 ] |oraz (1 | [(2 T | dotajemy na podstawie rownania Schrodingera nastepujacy uktad

rownan

Th2kq 2 12k 2 . .
Z Aky ks ! + I + V(r17 rz) gikiritikarz
k1 ,k2 L 2my 2mo ]
Th2kq2 12k - '
Z k1 ko 1 + 2 E+V(r1,r2) ezk1r2+zk2r1 — 0, (349)
ki.k 7 L 2m2 le |
1.k2
Th2kq 2 12k 2 . .
Z Tk ko ! + 2 —F -+ V(r17 r2) €1k1r1+zk2r2 +
k1,ko L 2mg 2my ]
Th2kq2 12k - '
Z )\kl,kz 1 —+ 2 E+V(r1,r2) €1k1r2+lk2r1 — (350)
ki,k2 L 2my 2mo |

Nastepnie, przeprowadzamy transformacje do zmiennych $rodka masy i wzglednych, jak po-

przednio

= “s . . . . . . . .
°Qczywidcie para czastek w stanie trypletowym nie stworzy stanu zwiazanego, poniewaz rozpatrujemy parowanie
)

typu s.
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Ro Tty oy (3.51)

my + my

kims — kamy
— Ty — 7o k=_—-~—= "< 3.52
r=h~—ra mi + mo ( )

Przy zastosowaniu powyzszej transformacji, w nietrywialny sposob przeksztalcajg sie wyraz
R?k1? | hke?

pod eksponenty ikjrs + ikor; = iQR + ir(—k + QAW"L) oraz wyraz kinetyczny

h2Q2 hQ(k_Q%)2 : 7 7 . . . 2m2 , 2m1

o T o . Ostatecznie uktad réwnan (3.49, 3.50) przyjmuje nastepujaca postaé
Z )\Q,k |:Tk + V(T):| eiQR+ikr + Z '7Q7k T7k+QAIV7”[n + V(T):| e’iQR+ir(7k+QAﬂ/ﬁT) — 0’ (353)
Q.k Q.k
Z Yok T7k+QAA—2” + V(T’):| eiQR+ikr + Z >\Q,k |:Tk + V(T’)] eiQr+ir(7k+QAA—T) _ 0’ (354)

ki, k2 Q.k

gdzie wyraz kinetyczny jest zdefiniowany przez Ty = hgg + h;}f —F.
—iQ'R

Oba rownania z uktadu mnozymy przez e i wykonujemy calkowanie w zmiennej R po
catej objetosci. Okazuje si¢ wowczas, ze ped sSrodka masy jest zachowany, wobec czego caly problem
rozwazamy odtad dla ustalonego Q, a wspotczynnikéw A i v nie sumujemy juz po Q. Nastepnie,
w tych sumach uktadu (3.53, 3.54), w ktorych pod eksponenta wystepuje wyraz ir(—k + QAWm)
przesuwamy skale wektoréw falowych k — —k + QAﬁm. Dzieki temu mozemy potaczyé sumy, a

rOwnania przyjmujg prosta postac

> (M +oirqan [T + V(r)]e™ = 0, (3.55)
k
Z()\—k—&-QA]\fT + ’yk)[T_kJ"Q% + V(’I")]Cikr = 0. (356)

k

. , . ey . . . . . . . , .
Mnozac oba réwnania przez e %" i wykonujac calkowanie w zmiennej r po catej objetosci oraz

korzystajac z definicji potencjatu Viex = & [i, eV (r)e**d®r dostajemy

1 2+ Vokrqam )ik

>\k’ + ’Y_k/_;'_QAhign — N Tk/ 5 (357)
1 Zk()\fk+QAJTT + M) Vi
)\_k/"‘QAAiT + Y/ N Tik/+QA7m . (358)
M

W drugim réwnaniu z powyzszego uktadu przesuwamy skale wektorow falowych w nastepujacy
sposéb k! — —k' + QAﬁm, k —- —-k+ QAW’”. Prowadzi to do nowego uktadu, w ktérym réwnania sg

bardzo podobne
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1 (A + Vi qam ) Viek

)\k’ + 7—k’+QA7m = N Tk/ ; (359)
1 M+ Y arqap )Vicwear) ciedr)
)\k/ + ’}Lk/JrQ% = N M Tk/ Al M- (360)

Jest oczywiste, ze aby powyzszy uktad nie byl sprzeczny, musi zachodzi¢ réwnosé¢ elementow

macierzowych potencjatu

Viwraae) (xrqam = Vide (3.61)
Przy jej spetnieniu réwnania (3.59) oraz (3.60) sa sobie réwnowazne. Chcemy wprowadzié¢ po-

tencjat w formie przyciagajacej studni w obszarze W*

—Vh, dlak, k' € W*,
ka/ = (362)
0, dlak ¢ W*Vv k' ¢& W+
Warunek (3.61) wprowadza wowczas nastepujace ograniczenie na obszar W*
Am
W*=-Ww* —_—. 3.63
+Q; (3.63)

Problemem jest jak zdefiniowa¢ obszar W*, aby byl on fizycznie uzasadniony. Obszar wzbudzen
W q, ktéry przyjmowaliémy wezesniej, niestety nie spetnia warunku (3.61), wiec nie mozemy uzy¢
W* = Wq. Mozemy natomiast z Wq dosta¢ obszar spelniajacy zadany warunek biorac nastepujacy

iloczyn

W= = WQ N (—WQ + QA]\ZL) (364)

Tak zdefiniowany obszar catkowania jest uzasadniony fizycznie. Aby to zobaczy¢, korzystajac z

definicji Wq (2.14) pokazujemy, ze obszar W* jest dany przez

kyms — k
W= (k= 2272 g AW Ak € Wa NI AQ =k, + ko), (3.65)

my1 + Mo

h2k?2
= 1k|er <
W, {k|er Sy

—oiep < €p + hwpl},i=1,2. (3.66)

i

Z powyzszego réwnania widaé, ze zamiana wektoréw falowych (k; < kg) nie wyprowadza poza
obszar W*. Jest to zwiazane z nierozréznialnoscia czastek. Dodatkowo, wektory falowe mieszcza
sie w obszarach wzbudzen W;. Te dwa fakty $wiadcza o tym, ze wprowadzenie tak zdefiniowanego
obszaru oddzialywania ma sens fizyczny.

Réwnanie na energie wiazania mozemy dosta¢ sumujac réwnanie (3.59) lub (3.60) po k' € W*

i skracajac przez > e+ (Ax + 7_k+Q%ﬂ)
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Rysunek 3.12: Energia wiazania pary dla stanu (3.2) tamiagcego symetrie (linia ciaglta) oraz ogdlnego

stanu antysymetrycznego (3.42) (linia przerywana).

N 1 1
VO_ Tk_ZEQQQ_i_thQ_E'

keW* keW* our 21

(3.67)

Widaé, ze powyzsze rownanie na przerwe jest takie samo jak poprzednie (3.10) otrzymane dla

funkcji w stanie spinowym |1 |)|2 1)

N 1

%_k§Q€Q+Ek_2€F+A7

(3.68)

z tym ze sumowanie odbywa si¢ teraz po mniejszym obszarze W*. Wynika stad automatycznie,
ze para w ogblnym stanie antysymetrycznym (3.42) bedzie miala mniejsza energie wigzania A niz w
stanie tamigcym symetrie (3.2). Dla nieruchomej pary (Q = 0) oba stany maja taka sama energie,
poniewaz wowczas catkowanie odbywa si¢ po identycznym obszarze. Numeryczne wyniki otrzymane
z réwnania (3.67) pokazuja, ze energia wiazania stanu antysymetrycznego (3.42) spada ze wzrostem
pedu Q (patrz rys. 3.12).

Mniejsza energia wiazania stanu antysymetrycznego (3.42) jest dowodem na to, ze funkcja falo-
wa nie spetniajaca twierdzenia spin-statystyka moze by¢ znacznie korzystniejsza energetycznie. Ten
fundamentalny rezultat moze mie¢ bardzo powazne konsekwencje dla uktadéw ze spinowo-zaleznymi
masami. Oznacza bowiem, ze formutujac teorie wielociatlows typu BCS zaktadanie relacji antyko-
mutacji kwaziczastek o spinie w gére z kwaziczastkami o spinie w dét moze prowadzi¢ do stanu o
wyzsze] energii niz stan podstawowy. W tym przypadku stan podstawowy niekoniecznie musi by¢
antysymetryczny ze wzgledu na zamiane kwaziczastki ze spinem w gore z kwaziczastka ze spinem w

dot, co nie jest sprzeczne z twierdzeniem spin-statystyka ze wzgledu na rézne masy tychze czastek.
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Rozdzial 4
Opis w ramach teorii BCS, przy my # m|

Podamy tutaj opis stanu nadprzewodzacego przy spinowo-zaleznych masach w ramach teorii
typu BCS w formalizmie Bogoljubowa [23]. Nasze rachunki ograniczymy do opisu stanu nadprze-
wodzacego z zerowym pedem Srodka masy par Coopera. Nie bedziemy natomiast omawia¢ tutaj
teorii BCS przy rownych masach. Jej opis mozna znalez¢ w oryginalnej pracy Bardeena, Coopera
i Schrieffera [14], badZ w podrecznikach [15]. W punkcie wyj$cia mamy dana, podobnie jak w po-
przednich rozdziatach, teorie stanow elektronowych uktadu nieoddziatujacego oraz zaleznos¢ mas

od magnetyzacji - wzory (1.56) do (1.60).

4.1 Problem parowania

Rozwazanym problemem w przypadku teorii typu BCS nie jest juz problem pojedynczej pary, ale
calego N-czastkowego uktadu elektronéw przy obecnosci potencjatu parujacego. Jest to zagadnienie
wielocialowe, wobec czego do jego opisu uzywamy jezyka drugiego kwantowania [22]. Tak wiec,
w tym rozdziale mamy juz do czynienia z calym morzem Fermiego czastek parujacych sie, a nie z
"nieaktywnym” morzem Fermiego i dwiema czastkami oddziatujacymi. W przypadku réwnych mas,
startowy hamiltonian w teorii BCS ma nastepujaca postac
1
H = Z €xNko + N Z Vi aTkTaT_kla_k/lak/T, (4.1)

k.o KK/

gdzie ny, = a;rmaka jest operatorem liczby czastek w stanie {ko}. Relacja dyspersji jest tutaj
niezalezna od spinu. To, co zmieni si¢ w powyzszym hamiltonianie przy przejsciu uktadu ze spinowo-
zaleznymi masami, to wtasnie relacje dyspersji. Przypominamy, ze przy masach zaleznych od spinu

relacje te maja postaé (1.62)

K2

© 2m,

ko — oep. (4.2)
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Teraz jednak za poczatek skali energii przyjmiemy poziom Fermiego!, zatem

h2Kk?

€k — — 0€p — €f.
2mg

(4.3)
Wobec tego hamiltonian, przy pomocy ktérego opiszemy nadprzewodnictwo ze spinowo-zaleznymi

masami przy nieruchomych parach Coopera, ma nastepujaca postaé

H = Z ekTakTakT + Eklaklakl + N Z Vk Kk’ CLkTaJr kia k/| Qk/7- (44)
kk’

4.2 Diagonalizacja hamiltonianu

Wprowadzimy teraz operatory kreacji i anihilacji pary

bl = akT al Y b = acy akg- (4.5)

Wyraz z oddzialywaniem zastapimy przez odpowiednie wartosci srednie stosujac przyblizenie
Hartree-Focka

1 1
v 3" View bhbi = ~ S View (bL(bk/> + (b} Vb — (bL)(bk/>>. (4.6)
k.k’ k,k/

Whprowadzimy jeszcze nastepujace oznaczenie

A = NZka/ bk’) (47)
k/

== ka/ (ol,). (4.8)

Przyjmujac standardowa definicje potencjatu (staly potencjal przyciagajacy w obszarze wzbu-
dzen W powyzej i ponizej odpowiednich powierzchni Fermiego - patrz rys. 4.1)

—Vp, dlak k' e W,
Vi = 0

7 7 (4.9)
dak¢g WvVvk W
otrzymujemy uproszczone wyrazenia na parametr Ay

A { Yo (be), dlak €TV,
=

w (4.10)
0’ dla k ﬁé W>

R Sear ), dlak e, (4.11)

k 0, dlak ¢ W.

I'Nie uwzgledniamy tutaj zmiany potencjatu chemicznego w stanie nadprzewodzacym, przyjmujac p = ez = const
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Rysunek 4.1: Obszar oddzialywania kwaziczastek W = W, N W,. Wektory ke, kq; sa zdefiniowane

27.2

K2k2, h2k2, .
przez ﬁ = ep + 0,6 — hwp, e =¢ep + 0,6+ hwp, i =1,2.
Zauwazmy, ze przy takim potencjale warto$é¢ A = =X ¥, — (b)) jest stala w obszarze oddzia-
Y, 2€ przy p J N 2<k'eW J

tywania W. W zwiazku z tym, indeks k bedziemy pomija¢ w ponizszych obliczeniach, pamietajac,
ze dla wektoréw k spoza obszaru oddziatywania W wartoéé parametru A jest zerowa.

Jaki jest teraz obszar oddziatywania W? Po przeanalizowaniu definicji potencjatu i sposobu
jego wystepowania w hamiltonianie mozna doj$¢ do wniosku, ze obszar W jest znowu iloczynem

odpowiednich obszaréw wzbudzen jednoczastkowych (patrz rys. 4.1)

W =W, N W, (4.12)
h°k?

2m

Wi:{k|€F—th < —Ui€B<EF+th},i:1,2. (413)
Poniewaz obszary W, i W, sa sferycznie symetryczne, to W tez bedzie posiadal symetrie sfe-
ryczng.

Po zastosowaniu wszystkich powyzszych oznaczen, hamiltonian (4.4) przedstawia sie nastepujaco

A

H = Z (ekTaLTakT + eklaLlakl + AQLTaT—kl + A*a_klakT) + N v
k 0

(4.14)

Wprowadzamy notacje dwukomponentowsq,

26



a
ax = ( I;T ) . al = (aLT, a_k|). (4.15)

a_ki

Mozna pokazaé, ze hamiltonian (4.14) po zastosowaniu powyzszej notacji sprowadza sie do

€ A a Al?
H=Y(a;, a ) ( « ) ( d ) +3 an+ N ’V| (4.16)
k —€k2 k 0

A* aly,

Diagonalizujac macierz wystepujaca w hamiltonianie, dostajemy nastepujace wartosci wtasne

Akt = j:”§2 -+ ‘A|2 — Aﬁk, (417)

gdzie & = €k1+€k2 AG - €k22€k1
Macierz dlagonahzujqca hamiltonian (4.14) jest macierza unitarng (U Ul = 1), ktorej wiersze

tworza wektory wlasne do odpowiednich wartosci wtasnych

Up = ( e Tk ) , (4.18)
Vk Uk

€K 1/2
V2h e |A|2>
1 % 1/2
=—=(1— —— . (4.20)
\/_ @2 + ‘AP)

Po przeprowadzeniu diagonalizacji hamiltonian sprowadza sie do nastepujacej postaci

H=>(af, 5 ( Moy O ) (a ) Z€k2+N|‘A/O|2 (4.21)

0 B K

gdzie nowe operatory ay oraz [y dostajemy ze starych poprzez transformacje unitarng

7N [ ax Uk Uk Qa1
= = . 4.
(511) k(“T—ki) (_“k “k)(“ikl) 2

Mozna sprawdzié, ze operatory «y oraz (i speilniaja fermionowe relacje antykomutacji. Opi-
suja wiec one kwaziczastkowe wzbudzenia typu fermionowego. Wykonujac w hamiltonianie (4.21)

mnozenie macierzy z dwukomponentowymi operatorami, dostajemy

|2

(4.23)

Hzg K\/W—Aek)aiaﬁ(m+Aek)gk5k]+Z (et M) LN \V

0

Wida¢, ze mamy do czynienia z dwiema réznymi relacjami dyspersji dla kwaziczastek o operato-

rach ay oraz (. Te relacje dyspersji s przesuniete wzgledem siebie o wielko$¢ 2Aex = €xo—e€xq, czyli
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o réznice energii w obu podpasmach spinowych przy ustalonym k. Wielkos¢ ta zmienia sie wraz z k
i moze nawet zmienia¢ znak. Z ostatecznej postaci hamiltonianu (4.23) wynika takze interpretacja

wielkosci A jako przerwy energetycznej.

4.3 Roéwnanie na przerwe
W celu obliczenia wartosci przerwy, wracamy do jej definicji (4.10)

v
A=-2 (bie'). (4.24)
Kew

Zapisujac operator anihilacji pary by poprzez operatory anihilacji elektronéw (4.5), a nastepnie

te operatory zastepujac operatorami ay oraz (i (4.22) dostajemy

Ao

(ukvk<aLak) + weoi (Bl Bi) — 1). (4.25)
keW

Korzystalismy z tego, ze (Okay) = <ozltﬁl) = 0 oraz z fermionowych relacji antykomutacji
{5117 B} = {OzL, ax} = 1. Z fermionowego charakteru operatoréw ay i (i wynika, ze $rednie wyste-

pujace we wzorze na A mozemy zastapi¢ przez wyrazenia znane ze statystyki Fermiego-Diraca

1 1

1 - - . i - -
() = FR Ry 1 1 i) = 5 aa T (4.26)

gdzie § = kl%T, Ex = Ve’ + A2, Po podstawieniu tych wyrazen, réwnanie na przerwe przecho-

dzi w

N 1 sinh (G Ex)

Vo kg/ 2F) cosh(BEy) + cosh(BAey)

4.4 Obliczenie Ay = A(T =0)

(4.27)

Obliczymy teraz energie wigzania w temperaturze 0 K. Granica T" — 0 jest ekwiwalentna z

B — oco. Mozna pokazaé, ze réwnanie na przerwe (4.27) jest wéwcezas réwnowazne z

2N Z 1 1 (4.28)
% KTV /EQ + A(Q) 1 —+ eﬂ(Aekak)
Zachowanie powyzszej sumy zalezy od wyrazenia w wyktadniku Ae, — Fy
1 1, dla Aex — Eyx <0,
1 + eflAacFi) 0, dla Aeg— Eyx > 0.

o8



Jak sie okazuje po skorzystaniu z odpowiednich definicji

Aey — By <0 —epi60 < Ag (430)

Dla matych pél magnetycznych i rozszczepien mas warunek powyzszy zachodzi w catym obszarze

catkowania W, wobec czego réwnanie na przerwe (4.28) przybiera postaé

2N 1

Vo _kgv \/QQJFA%'

Dla pél tak silnych, ze kryterium (4.30) przestaje zachodzi¢, musieliby$my wydzieli¢ z zakresu

(4.31)

catkowania te obszary, dla ktérych warunek nie obowiazuje. Mozna pokazaé, ze warunek (4.30) jest

jeszcze prawdziwy w calym zakresie catkowania, jezeli energia wigzania spelnia nieréwnosé

legM — epAm)|
2 Ty )

Ag > (4.32)

Dla rozwazanych przez nas parametréow nieréwnosé ta jest spelniona w zakresie do pola mniej
wiecej rownego polu krytycznemu (B, = 11,2T"). Wobec tego wzor analityczny, ktory zaraz podamy,
bedzie obowigzywal w zakresie pola od B = 07T do B ~ B.. Mozemy juz teraz rozwigza¢ réwnanie

na przerwe (4.31). Pierwszym krokiem bedzie zamiana sumy na catke

167T3N

V e +A2

Po skorzystaniu ze sferycznej symetrycznosci obszaru catkowania i z definicji € dostajemy

(4.33)

A2 N B /ka2 k2dk (4.34)
o O g
Wektory kyi, kqo sa zdefiniowane przez

h2k?
LB — e — o, (4.35)
h2k?
L (436)
2m2

Nastepnie dokonujemy przyblizenia k2 ~ kpk, kp = (kg + kpo)/2, dzieki czemu calka daje sie

tatwo policzy¢

AT’N  2p . [RPK? h2k? 2 Faz
- In|—— —ep + (—e) + AZ| . 4.37
VVkp B2 l dp " J ap " L., (4.37)

Rozwiazujac powyzsze réwnanie na A dostajemy nastepujacy wynik
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2¢C/2 h2k2 h2k2 K2 k2 h2k2
Ay = -4 0(“2— ) 2 _ 0( —bl) 4.38
0= a0 1J |fF 1 +e 1 € I €p+ev | ep i )| (4.38)
. _ 272m32N
gdzie C' = ok

. Wyrazenie powyzsze mozemy jeszcze uprosci¢ korzystajac z definicji wektoréw
ky1 oraz ke (4.35, 4.36)

th—FEFAim—EB M? M C
Ay = M — 4 —sinh?® —. 4.39
0 sinh C 4p? * u S (4.39)

W granicy zerowego pola magnetycznego B — 0 < Am — 0 wyrazenie na A, sprowadza si¢ do
tego znanego z teorii BCS

_ _hwp ah2 C
Ag = 35%4/4+4sinh” 5 =
hwp c _
sinhC2COSh 2

hw

ﬁ. (4.40)
W rozpatrywanej granicy réwnych mas mozna pokazaé, ze C' = m, wobec czego réwnanie

(4.40) poprawnie odtwarza wynik ze standardowej teorii BCS
hw R S
Ny = % ~ 2hwpe PERVo
sinh ——
pler)

(4.41)
7)Vo
Standardowa teoria BCS daje takze analityczny wzoér na temperature krytycznag T,.. Niestety w

przypadku rozszczepionych spinowo mas réwnanie na przerwe (4.27) jest zbyt skomplikowane, aby
udato sie z niego otrzymac taki rezultat.

4.5 Wyniki numeryczne

Przedstawimy teraz wyniki numeryczne dla teorii nadprzewodnictwa typu BCS w uktadzie ze

spinowo-zaleznymi masami. W poréwnaniu z teoria pojedynczej pary dochodzi tutaj dodatkowy pa-
rametr - temperatura 7. Wobec tego przeanalizujemy zaleznosé energii wigzania A od temperatury

T i pola magnetycznego B. Do analizy numerycznej postuzy nam réwnanie na przerwe

N

1 inh(BE
Sy sinh(5 ) . (4.42)
Vo S 2Bk cosh(BEx) + cosh(BAex)
Przyjelismy  parametry  podobne do  wczedniejszych, tzn. taka sama  mase
May = 304mg, hwp = 10 K (teraz catkowanie odbywa sie po obszarze o szerokosci 2hwp, wiec

60



taka warto$¢ parametru odpowiada hwp = 20 K dla problemu Coopera) oraz potencjal parujacy
dobrany tak, aby warto$¢ pola krytycznego byla zblizona do wczesniejszych wynikow Vy = 40 K.

Zalezno$¢ energii wiazania od pola magnetycznego przy ustalonej temperaturze przedstawiona
jest na rys. 4.2. Ukazano tam takze ta sama zaleznos¢ w przypadku réwnych mas Am = 0 oraz
wyniki otrzymane ze wzoru analitycznego (4.39). Widaé, ze rezultaty analityczne bardzo dobrze
pokrywaja si¢ z wykresem otrzymanym numerycznie dla 7" = 1 mK. Dodatkowo punkt, w kto-
rym przestaje obowiazywaé¢ wzor (4.39) pokrywa sie z punktem przejscia fazowego. Te dwa fakty
Swiadcza o duzej doktadnosci wzoru analitycznego na energie wiazania (4.39).

Na rys. 4.2 wida¢ zmiane rzedu przejscia fazowego do stanu nadprzewodzacego. Dla niskich tem-
peratur jest to przejscie pierwszego rodzaju, natomiast dla temperatur powyzej okoto 1 K - drugiego
rodzaju. Z przedstawionych wykresow wynika, ze w przypadku mas zaleznych od spinu zjawisko
nadprzewodnictwa jest mocniejsze (podobnie jak w teorii pojedynczej pary). Stan nadprzewodzacy
wystepuje wowczas w duzo silniejszych polach niz przy masach niezaleznych od spinu. Przyczyna
takiego zachowania uktadu jest oczywiscie mniejsze rozszczepienie wektorow Fermiego Akp przy
masach zaleznych od spinu (patrz rys. 3.5).

Na rysunku 4.3 przedstawiono zaleznos¢ energii wigzania od temperatury przy ustalonym po-
lu magnetycznym. Przypadek B = 0 odpowiada standardowej teorii BCS. Wida¢, ze poprawnie
odtwarzany jest charakter zaleznosci A(T'). Takze w tym wypadku mamy dwa rodzaje przejscia
nadprzewodnik-stan normalny. Dla niskich pdl jest to przejécie drugiego rodzaju, natomiast dla
pol wysokich - pierwszego rodzaju. Diagram fazowy rozwazanego uktadu przedstawiono na rys. 4.4.
Oznaczono tam w szczegolnosci zmiane rzedu przejscia fazowego.

Matematycznie mozliwo$¢ pojawienia si¢ przejécia fazowego pierwszego rodzaju wynika z nie-
monotonicznego charakteru zaleznosci Vo(A). W przeciwienstwie do problemu Coopera, dla teorii
BCS przy niektérych parametrach B i T zachodzi V(A > 0) < Vo(A = 0). Oznacza to, ze do
wystgpienia w ukladzie niezerowej energii wigzania A potrzeba stabszego potencjatu niz do wystg-
pienia zerowej energii wigzania. Ostabiajac w tym wypadku nadprzewodnictwo (na przyktad przez
zwigkszanie pola B) otrzymujemy w punkcie przejscia fazowego skok z A > 0 do stanu normalnego,
czyli przejscie fazowe pierwszego rodzaju.

Otrzymane przez nas wyniki mozna poréownaé z rezultatami dla fazy FFLO wynikajacej nie z
rozszczepienia mas, lecz z obecnosci w uktadzie silnego magnetyzmu Pauliego. W pracy [4] omé-
wiono doktadne wyprowadzenie réwnania na przerwe. Przedstawione tam réownania (2.10), (2.11)
sa analogiczne do otrzymanych przez nas (4.25), (4.27).

Oczywiscie zaprezentowane tu podejscie jest jedynie wstepem do sformutowania teorii wielocia-
towej nadprzewodnictwa przy masach zaleznych od spinu. W pelnym opisie musielibySmy uwzgled-
ni¢ m. in. zmiane potencjatu chemicznego przy przejsciu do stanu nadprzewodzacego oraz przede

wszystkim stan z niezerowym pedem $rodka masy Q (stan FFLO).
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Rysunek 4.2: Energia wigzania A w funkcji pola magnetycznego B przy ustalonej temperaturze
T. Gorny wykres przedstawia wyniki dla uktadu ze spinowo-zaleznymi masami, dolny dla uktadu
z réwnymi masami. Czarng linig kropka-kreska oznaczono rozwiazanie analityczne (4.39). Czarna
kropka wskazuje miejsce, w ktorym warunek (4.30) przestaje by¢ spelniony. Pokrywa sie ono z
punktem przejécia fazowego. Dla matych temperatur (77 < 1K) obserwujemy przejscie fazowe
pierwszego rodzaju, natomiast dla temperatur powyzej 1 K - drugiego rodzaju. Przyjeto parametry
Myy = 304 Mg, hwp = 10 K, V) = 40 K.
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Rysunek 4.3: Energia wiazania A w funkcji temperatury T przy ustalonej wartosci pola magne-
tycznego B. Gorny wykres przedstawia wyniki dla uktadu ze spinowo-zaleznymi masami, dolny dla

uktadu z réwnymi masami. Wartosci parametrow jak poprzednio.
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Rysunek 4.4: Diagram fazowy rozwazanego uktadu. Zaznaczono réznymi kolorami rzad przejscia
fazowego. Dolna linia odpowiada przypadkowi réwnych mas; gérna - mas zaleznych od spinu. Widac¢,

ze zaleznos¢ mas od spinu poszerza obszar nadprzewodzacy do duzo silniejszych pél magnetycznych.
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Rozdzial 5
Podsumowanie i konkluzje

W pierwszej czesci pracy (rozdzialy 2, 3) przeanalizowano stan zwigzany pary Coopera, gdy
masa kwaziczastek zalezy od spinu. W takim przypadku obecnos$¢ zewnetrznego pola, uwzgled-
niona poprzez wyraz Zeemana w hamiltonianie oraz zaleznos¢ mas od magnetyzacji, prowadzi do
stabilnego stanu z pedem $rodka masy Q # 0. Stan taki jest prekursorem stanu typu Fulde-Ferrella-
Larkina-Owczynnikowa (FFLO) dla uktadu wieloelektronowego [2, 3, 4].

Oczywiscie pelne podej$cie wymagatoby uwzglednienia wplywu pola magnetycznego na orbi-
talne stopnie swobody. Jednak w rozwazanych uktadach parametr Makiego [7] zdefiniowany przez
o =+/2H,.,/Hp, gdzie H,, i Hp sa polami krytycznymi wynikajacymi tylko z efektéw orbitalnych
oraz tylko z magnetyzmu Pauliego odpowiednio, jest bardzo wysoki. Mianowicie, pokazano [6], Ze
dla uktadu CeColns mamy w polu magnetycznym réownolegtym i prostopadtym do ptaszczyzny ab
odpowiednio all = 4.6, at = 5.0. W zwiazku z tym magnetyzm Pauliego przewaza nad efektami
orbitalnymi i nie spodziewamy sie znacznej poprawy wynikéw przy uwzglednieniu tych ostatnich.

W drugiej czesci pracy (rozdziat 4) rozpatrzono stan BCS dla ukladu ze spinowo-zaleznymi
masami kwaziczastek. W obecnej pracy przeanalizowano tylko stan BCS, natomiast stan FFLO
stanowi¢ bedzie rozszerzenie wprowadzonego formalizmu i nastepny etap pracy nad teorig nadprze-
wodnictwa w uktadach ciezkofermionowych.

W ramach calej pracy zaktadano symetrie s funkcji falowej pary Coopera. Przedstawione wyniki
daja sie w prosty spos6b uogolni¢ na symetrie p i d. W tych przypadkach zamiast potencjatu statego
—Vp bierze sie wyzsze harmoniki sferyczne Vigw = —/2ZELP(6)|vi(k, k)| (kat 6 = arc COS(%)).
Nastepnie zaklada sie stalo$é elementu macierzowego v(k, k') w obszarze wzbudzen. W rezultacie
otrzymuje si¢ podobne réwnanie na przerwe, w ktérym zamiast Vo wystepuje v;. Powyzsza uwaga
ma duze znaczenie, poniewaz w uktadzie CeColns najprawdopodobniej wystepuje parowanie typu
d [24, 25, 26], natomiast w 2 He zachodzi parowanie typu p.

W catej pracy przyjeto konwencje oznaczania szerokosci obszaru wzbudzen przez hwp. W roz-

wazanych ukladach moga wystepowaé parowania typu niefononowego [21]. Wobec tego nie nalezy
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mysle¢ o parametrze hwp jako o energii Debye’a, tylko jako szerokosci obszaru wzbudzen, nieko-
niecznie fononowych.

Zauwazmy takze, ze dla uktadow ze spinowo-zaleznymi masami nie obowiazuje skala wielkosci
znana z teorii BCS. W tej teorii byty spelnione relaje ep > hwp > A,. Teraz natomiast energia
Fermiego €r jest niewiele wigksza od szerokosci obszaru wzbudzen hwp. Wobec tego nie tylko
powierzchnia Fermiego bierze udzial w parowaniu. Uczestniczy w nim prawie catle morze Fermiego.
Dalej mamy zwykle e > hwp > A, ale wielkoSci te réznig sie typowo o czynnik 2 — 8.

Poréwnanie przedstawionych wynikéw z rezultatami dla rownych mas m; = m; pokazuje, ze
zaleznos¢ mas od spinu wplywa na intensywnos¢ zjawiska nadprzewodnictwa. Uktad ze spinowo-
zaleznymi masami jest nadprzewodzacy w duzo silniejszych polach. Oczywiscie powodem takiego
zachowania jest mniejsze rozszczepienie wektoréw falowych Fermiego w przypadku mas zaleznych

od spinu.

5.1 Odniesienie do wynikéw eksperymentalnych dla CeColn;

Poréwnamy tutaj przedstawione przez nas rezultaty z wynikami eksperymentalnymi otrzyma-
nymi dla uktadu ciezkofermionowego CeColns. Uktad ten ma strukture tetragonalng HoCoGas o
statych sieci a = 4,624, ¢ = 7,56A [27]. Temperatura krytyczna wynosi 7. = 2,3 K, natomiast
wartosci pola krytycznego dla kierunkéw prostopadtego i réwnolegtego do ptaszezyzny ab sg réwne
H, =127 H5 =5T [6] (patrz rys. 5.1).

Na rysunku 5.1 oprocz rezultatow eksperymentalnych powtérzyliémy wyniki numeryczne dla
modelu pary Coopera (rys. 3.9) oraz diagram fazowy otrzymany w teorii typu BCS (rys. 4.4).
Poréwnanie tych wynikéw pozwala stwierdzi¢, ze otrzymane pole krytyczne B, = 11,27 jest w
przyblizeniu zgodne z eksperymentalnym HC”2 = 127T. Nic w tym dziwnego, poniewaz tak wybrali-
sSmy parametry, aby ta zgodnosé¢ otrzymac. Z eksperymentem zgadza si¢ takze wartosé temperatury
krytycznej (u nas T, = 2,45 K, eksperyment daje T = 2,3 K) i ten fakt nie jest juz wyni-
kiem dopasowania parametrow. Oczywiscie zmieniajac mq,, hwp, czy tez Vo mogliby$my otrzymac
rozne wartosci 1. Jednak zmiana tych parametréw tak, aby wciaz zachodzilo B, = 11 — 12T
nie zmienia znaczaco temperatury krytycznej 7.'. Wobec tego nasza metoda daje bardzo zblizona
do eksperymentu wartos¢ temperatury krytycznej, co jest zaskakujace biorac pod uwage prostote
zastosowanego opisu.

Oczywiscie chcielibySmy poréwnac z eksperymentem takze wielkosci T, oraz pola krytycznego

B, wynikajace z modelu pojedynczej pary Coopera. Niestety model ten nie daje wartosci T,.. Moze-

'Przykladowo, w "rozsadnych” granicach parametru fiwp dla teorii pary Coopera temperatura krytyczna nie
zmienia si¢ wigcej niz o czynnik 3. Dokladniejsza analize problemu w zaleznosci od parametrow pozostawiamy do

dalszych badan.
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Rysunek 5.1: Na gorze: wyniki eksperymentalne - diagram fazowy uktadu CeColns (rysunek za-
czerpniety z pracy [6]). Na dole powtarzamy nasze wyniki numeryczne - zaleznosé energii wigzania
pary od pola w modelu pojedynczej pary (rys. 3.9) oraz diagram fazowy otrzymany w teorii typu
BCS (rys. 4.4).
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my ja jednak oszacowa¢ korzystajac ze znanej z teorii BCS zaleznosci ,3?79

= 3,53. Taki rachunek
daje wynik TP = 2. 55 K, ktéry réwniez jest bliski eksperymentowi, podobnie jak wartosé pola
krytycznego B. = 10,17 (patrz. rys. 3.9, 5.1). Zauwazmy, ze obliczajac temperature i pole kry-
tyczne dla uktadu bez zaleznosci mas od spinu nie dostaliby$my takiej zgodnosci z eksperymentem
dla modelu pary Coopera. Dla teorii BCS dostaliby$Smy zgodno$¢ pola krytycznego B. = 4,5T z
eksperymentalna wartoscia H} = 57T. Poréwnanie otrzymanych wynikéw z eksperymentem pod-

sumowano w ponizszych tabelkach

Pole krytyczne

Temperatura krytyczna

Eksperyment

C

Para Coopera
Teoria BCS

H, =127, HL =5T

10T
11T

2,3K
2,6 K
2,5K

Dla réwnych mas (m; = ms)

Pole krytyczne

Temperatura krytyczna

Para Coopera
Teoria BCS

2,8T
4,5T

2,6 K
2,5K

Moznaby sadzi¢, ze na taka zalezno$¢ pola krytycznego od orientacji wzgledem ptaszczyzny ab
w uktadzie CeColn; moze mie¢ wplyw charakter mas kwaziczastek. Przy polu réownolegtym do
ptaszczyzny ab masa kwaziczastek mogtaby inaczej zaleze¢ od pola niz przy polu przytozonym
prostopadle do tej ptaszczyzny. Jednak wycigganie wnioskow na temat charakteru mas z przedsta-
wionych danych nie jest mozliwe, poniewaz w gre wchodzi tutaj wiele innych efektéw. Przyktadowo,
efekty orbitalne beda bardziej wptywaly na ruch kwaziczastek przy polu prostopadlym do ptasz-
czyzny ab. Wierzymy jednak, ze wiele z obserwowanych zjawisk dla uktadu CeColnj da sie wyjasnié¢
przy pomocy teorii nadprzewodnictwa ze spinowo-zaleznymi masami kwaziczastek. Do jej pelne-
go sformutowania brakuje nam jeszcze uwzglednienia stanu FFLO, ktéry bedzie obiektem naszych

dalszych badan.

5.2 Co dalej?

Powiemy teraz o tym, czego nie zrobiono w tej pracy, a co moze by¢ rozwinigciem przedstawio-
nych wynikow.
Przez cata prace zaktadano kwadratowa relacje dyspersji jak dla gazu elektronowego. W rze-

czywistych uktadach mamy jednak do czynienia z bardziej skomplikowanymi relacjami dyspersji.
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Uwzglednienie ich w obliczeniach przyniostoby na pewno poprawe wynikow. Mozna wiec na przy-
ktad zalozy¢ ey, = %(COS kya, + coskya, + cosk,a,), w ramach przyblizenia ciasnego wigzania
(Tight Binding Approximation - TBA).

Wprowadzony formalizm mozna w prosty sposéb zastosowaé dla uktadéw dwuwymiarowych.
Jest to z jednej strony uzasadnione fizycznie, poniewaz CeColns jest kwazidwuwymiarowy. Z drugiej
strony jest prostsze niz analizowanie uktadu tréojwymiarowego. W tym przypadku mozna otrzymac
analityczne wyniki dla zmodyfikowanej poprzez rozszczepione masy teorii Landaua cieczy Fermie-
go. Nie sadzimy natomiast, aby w dwoch wymiarach problem Coopera z niezerowym pedem byt
rozwigzywalny analitycznie, poniewaz wcigz catkowanie odbywa sie po dosy¢ nieregularnym obsza-
rze. Alternatywnie, mozna wprowadzi¢ elipsoidalng relacje dyspersji (z nieizotropowa masa) w celu
uwzglednienia kwazidwuwymiarowosci opisywanego uktadu.

Pole magnetyczne zostato uwzglednione tylko poprzez wyraz Zeemana. Na pewno doktadniej-
szy opis oddziatywania uktadu z polem wnidéstby poprawe wynikéw. Jednak nie spodziewamy sie,
zeby dokonanie tego opisu byto proste. Ponadto, jak juz argumentowaliémy, efekty orbitalne w
rozpatrywanych uktadach graja mniejsza role, niz uwzgledniany przez nas magnetyzm Pauliego.

W pracy nie przedstawiono doktadnie zaleznosci wynikow od niektérych parametréow. W szcze-
gblnosci od wypetienia pasma n, szerokosci obszaru wzbudzen hwp oraz wartosci potencjatu przy-
ciagajacego Vj. Nie zrobiono tego, poniewaz nie wniostoby to zadnej nowej ciekawej fizyki prowadzac
tylko do namnozenia wynikéw. Tutaj pokrotce omowimy wpltyw powyzszych parametréw na rezul-
taty. Przyjecie n blizszego 1 prowadzi do zwickszenia Sredniej masy mg,, a to z kolei powoduje
wyplaszczenie pasma. W takim przypadku potrzeba mniejszych Vj i hwp do zwiazania elektronéw
w pare. Mozna sie takze spodziewaé, ze dla bardzo duzych mas (powyzej my,, = 1000 mg) wystapia
efekty nieliniowe w zmodyfikowanej teorii Landaua cieczy Fermiego. Zmniejszenie parametru Vj po-
woduje oczywiscie obnizenie energii wigzania. W przypadku spinowo-zaleznych mas w niezerowym
polu magnetycznym wystepuje dolny potencjatl krytyczny potrzebny do zwigzania elektronéw w
pare (w przeciwienstwie do standardowego problemu Coopera). Szeroko$¢ obszaru wzbudzen hwp
ma z kolei wplyw na wielkos¢ pedu srodka masy dla rozwigzania z Qpesr. Przez dobranie odpo-
wiedniego hwp mozemy sterowaé wartoscia tego pedu w zakresie od 0 (dla hwp = EB% —ep) do
Akp (dla matych hwp < 10K).

Oczywiscie najwickszym krokiem naprzéd bedzie przeprowadzenie obliczen energii wigzania dla
par z niezerowym pedem $rodka masy Q # 0 w ramach teorii typu BCS. Taki stan uktadu (stan
FFLO) zostal oryginalnie opisany dla przypadku kiedy rozszczepienie powierzchni Fermiego wywo-
tane domieszkami magnetycznymi prowadzito do stanu z ruchomymi parami Coopera jako tego o
najnizszej energii [2, 3, 4]. W przypadku ze spinowo-zaleznymi masami zrzucenie wiezu o symetrii
funkcji falowej wynikajacego z twierdzenia spin-statystyka moze prowadzi¢ do catkiem nowego sta-

nu wieloczastkowego uktadu. Stan ten charakteryzowaltby si¢ funkcja falows bez okreslonej symetrii
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ze wzgledu na zamiane czastki o masie m; z czastka o masie m;. Aby go skonstruowa¢ nie mozna

zaktada¢ relacji antykomutacji pomiedzy kwaziczastkami o spinie w gére i tymi o spinie w dot.

5.3 Najwazniejsze wyniki pracy
Ponizej wymieniamy najwazniejsze rezultaty niniejszej pracy

e Wprowadzono formalizm, w ktérym pojawiajg sie w naturalny sposob kwaziczastki rozréoz-
nialne. Nasze podejécie pozwala takze na opis transformacji kwaziczastek nierozroznialnych

w rozroznialne przy zwigkszaniu pola magnetycznego w ramach jednej funkcji falowej.

e Pokazano, ze para Coopera o funkcji falowej tamiacej symetrie wzgledem przestawienia cza-
stek jest korzystniejsza energetycznie od pary o funkcji zgodnej z twierdzeniem spin-
statystyka. Wobec tego przy formulowaniu teorii wielocialowej typu BCS dla uktadéw ze
spinowo-zaleznymi masami mogg zmieni¢ si¢ relacje antykomutacji. Zaktadanie relacji an-
tykomutacji pomiedzy kwaziczastkami o spinie w gore i tymi o spinie w dot moze bowiem

prowadzi¢ do stanu uktadu o energii wyzszej niz stan podstawowy.

e Pokazano, ze zalezno$s¢ mas od spinu wzmacnia nadprzewodnictwo. A mianowicie
uktad ze spinowo-rozszczepionymi masami jest nadprzewodzacy w duzo silniejszych polach,

niz uktad bez zaleznosci mas od spinu, co moze si¢ wydawac¢ nieintuicyjne.

e Otrzymano dobra zgodno$¢ z wynikami eksperymentalnymi dla uktadu CeColns pomi-
mo prostego formalizmu zaniedbujacego m. in. efekty wielocialowe oraz efekty orbitalne pola

magnetycznego i opierajacego si¢ na stanach gazu elektronéw swobodnych.
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