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Streszczenie

Praca dotyczy grupy zagadnieni zwiazanych z transportem tadunku elektrycznego przez po-
dwojna warstwe nowoodkrytej odmiany alotropowej wegla (grafenu) w obecnosci pol elek-
tromagnetycznych. Przedstawiono teoretyczny opis dynamiki elektronu w monowarstwie

i dwuwarstwie grafenowej w oparciu o réwnanie Diraca. Przeprowadzono analityczne wypro-
wadzenie funkcji falowych nosnikow tadunku elektrycznego w dwuwymiarowych uktadach
w zewnetrznym polu magnetycznym. W oparciu o wyznaczone potozenie pozioméw Landaua
w grafenie przedyskutowano mozliwosé¢ detekcji kwantowego efektu Halla w temperaturze
pokojowej. Przedstawiono podstawy kwantowego opisu przewodnictwa elektrycznego;

w szczegolnosci przyblizono wzor Landauera- Biittikera (L-B) taczaca taczacy przewodnictwo
z prawdopodobienistwem przejscia elektronu przez uktad. Zreferowano wyniki dotychczaso-
wych prac na temat przewodnictwa monowarstwy w polu magnetycznym i dwuwarstwy

w zerowym polu. W oparciu o wzér L-B sformutowano zagadnienie rozpraszania w dwuwar-
stwowym grafenie w prostopadtym polu magnetycznym. Potwierdzono, ze przewodnictwo
w punkcie Diraca wynosi G = 8¢* W/ (wh L) i nie zalezy od pola. Wyznaczono polozenie
rezonansoéw transmisji dla silnych pél magnetycznych i sprawdzono, ze odpowiadaja one
poziomom Landaua. W wyniku numerycznych obliczen oszacowano warto$¢ przewodnictwa
w ukladzie o niezerowym wypelnieniu na poziomach Landaua. Jest ona dwukrotnie nizsza

niz w punkcie Diraca.
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Spis najczesSciej uzywanych oznaczen

Ei wektory sieci rzeczywistej

E: wektory sieci odwrotne;j

A potencjal wektorowy

B warto$é¢ indukcji pola magnetycznego

X  potencjal skalarny

—e  tadunek elektronu

G przewodnictwo elektryczne, G = I /U, Gy = 4¢*/h

gs  wspoélcezynnik degeneracji spinowe;j

g,  wspotczynnik generacji dolinowe;j

h  stala Plancka, h = h/(27)

I  natezenie pradu

lp  dlugos¢ magnetyczna, lp = \/h/(e B)

me  masa spoczynkowa elektronu

masa efektywna elektronu

it potencjal elektrochemiczny

vp  predkosé¢ Fermiego

p1  ped elektronu prostopadty do pola magnetycznego
r.  promien cyklotronowy, r. = p, /(e B)

we  czestosé cyklotronowa, w. = e B/m*

U  napiecie elektryczne

V' roéznica pomiedzy energiami potencjalnymi elektronu w poszczegolnych warstwach dwu-

warstwy grafenowej



1. Wprowadzenie

W 2004 roku Konstanty Nowosiotow i Andre Geim ze wspotpracownikami otrzymali nowa
krystaliczna odmiane alotropowa wegla- grafen [1, 2|. Material ten wzbudzit szczegélnie duze
zainteresowanie ze wzgledu na zachowanie no$nikow tadunku elektrycznego.

W standardowych uktadach krystalicznych do opisu ruchu no$nikéw wykorzystuje sie row-
nanie Schrodingera, w ktérym mase elektronu m. zastepuje na ogét od niej rézna masa
efektywna m* (np. dla arsenku galu m* =~ 0.067m,.). Badania grafenu wykazaly, iz ruch
elektroné6w w tym materiale mozna opisa¢ rownaniem Diraca, w dodatku z zerowa masa
efektywna [3|, co przewidziano teoretycznie juz w 1984 roku [4, 5. Eksperymentalna

i teoretyczna analiza ujawnily dalsze wyjatkowe wtasciwosci grafenu: bardzo wysoka wytrzy-
malos¢ mechaniczng, niska rezystancje czy wysoka przezroczystosé dla swiatta widzialnego
[6, 7]. Te jak i inne jego parametry fizyczne zapewnily mu tytul materiatu XXI wieku.
Obecnie w osrodkach naukowych na catym $wiecie poszukuje sie sposobu na otrzymywanie
go w skali przemystowej oraz bada sie jego potencjalne zastosowania praktyczne. Istotnym
wyzwaniem jest takze opracowanie technologii umozliwiajacej wytwarzanie obwodéw grafe-
nowych w sposéb powtarzalny, lecz wydaje sie, ze ostatnio w tej dziedzinie nastapit przetom
8]

Pierwsza praca na temat dwuwarstwowego grafenu pojawita sie w 2006 roku [10]. Oka-
zalo sie, iz jego fizyczne wlasciwosci sa nie mniej interesujace. Jedna z nich jest mozliwosé
kontrolowania szerokosci pasma wzbronionego prostopadtym do jego powierzchni polem elek-
trycznym (monowarstwa posiada zerowa przerwe energetyczna), co moze mie¢ zasadnicze
znaczenie dla zastosowan w przemysle elektronicznym. Dwuwarstwa zachowuje przy tym
cze$¢ pozadanych cech pojedynczej warstwy- miedzy innymi wysoka wytrzymalo$é mecha-
niczng czy wysoka ruchliwo$é¢ nosnikéw tadunku.

Wyjatkowosé grafenu potwierdzita obserwacja kwantowego efektu Halla w temperaturze
pokojowej w uktadzie opartym na tym materiale. Detekcja tego efektu w standardowych
uktadach potprzewodnikowych z dwuwymiarowym gazem elektronowym wymaga temperatur
nie przekraczajacych 30 K [9]. Doswiadczenie to byto mozliwe gltéwnie dzieki duzym odste-
pom energetycznym miedzy poziomami Landaua. Réznica energii miedzy zerowym a pierw-
szym poziomem Landaua w monowarstwie w polu B = 30T wynosi okoto AF ~ 2300 K,
jest wiec okolo o$miokrotnie wieksza od energii termicznej kg T. Obserwacja ta otworzyta
perspektywy produkeji urzadzen opartych na efektach kwantowych a zarazem dziatajacych
w wysokich temperaturach. Warto zauwazy¢, ze analogiczna obserwacja kwantowego efektu

Halla w temperaturze pokojowej w przypadku dwuwarstwy grafenowej wymagataby zastoso-



wania pola okoto 50 T. Wydaje sie zatem, ze taki eksparyment moze réwniez zostaé¢ wkrotce
wykonany.

Szczegblnie interesujace sa wilasciwosci transportowe obu materialéow. Badania teore-
tyczne wykazalty, iz, przy zaniedbaniu oddzialywania elektron- elektron i rozpraszania
na zanieczyszczeniach sieci, oba uklady zachowuja sie w pewnych okolicznosciach jak kla-
syczne uklady dyfuzyjne: ich konduktancja jest proporcjonalna do ilorazu W/L (W- szero-
kos¢ probki, L- dtugosé probki w kierunku pradu), zas czynnik Fano wynosi F' = 1/3,
co jest identyczne z wynikiem dla drutu z nieporzadkiem [11, 12, 13]. Eksperymenty [14, 15|
wkrotce potwierdzity przytoczone wyniki teoretyczne. Z tego powodu, mozemy mowié
o pseudodyfuzyjnym charakterze przewodnictwa w grafenie.

Analiza teoretyczna pojedynczej warstwy grafenowej w obecnosci prostopadlego do jej
powierzchni pola magnetycznego ujawnita, iz pole to nie wplywa na wlasciwosci transportowe
w poblizu punktoéw Diraca [16]. Co wiecej, pole o odpowiednim natezeniu jest w stanie
sttumié przewodnosé w uktadzie wypelnionym elektronowo lub dziurowo. Okazuje sie jednak,
iz w wyniku rezonanséw w poblizu pozioméw Landaua znéw pojawia sie pseudodyfuzyjny
charakter transportu. Zwiekszajac natomiast wypetnienie uktadu przechodzimy do obszaru
transportu balistycznego, w ktorym konduktancja jest proporcjonalna do szerokosci uktadu.

Celem tej pracy jest przeprowadzenie analogicznej analizy teoretycznej magnetoprzewod-
nictwa dwuwastwowego grafenu i poréwnanie wynikow z rozwazanymi wczesniej uktadami.
Problem ten nie byt jak dotad dyskutowany w literaturze podmiotu.

Praca sktada si¢ z oSmiu rozdziatéw. Rozdzial 2. zostal poswiecony podstawom opisu
ruchu elektronéw w uktadach grafenowych. W rozdziale 3. wyznaczono funkcje falowe
w uktadach grafenowych w polu magnetycznym, ktére w dalszych rozdziatlach wykorzy-
stywane zostanag do analizy przewodnictwa elektrycznego. Dodatkowo, w rozdziale 3. ze-
stawiono poziomy Landaua uktadow grafenowych i dwuwymiarowego gazu elektronowego,
ktore, jak sie pozniej okaze, odgrywajg wazng role w opisie przewodnictwa. Rozdziat 4.
zawiera podstawowe informacje na temat zagadnienia kwantowego transportu w ukltadach
nanoskopowych. Przedstawiono w nim réowniez zarys teorii Landauera.

Rozdziaty 5. i 6. stanowia wprowadzenie do problemu przewodnictwa dwuwarstwowego
grafenu w niezerowym polu. Przytoczone zostaly w nich wyniki dotychczasowych prac
na temat przewodnictwa monowarstwy w polu magnetycznym [16] i dwuwarstwy w zerowym
polu [13]. Rozdzial 7. zostal poswiecony prezentacji oryginalnych wynikéw dotyczacych ma-
gnetoprzewodnictwa dwuwarstwy grafenowej oraz dyskusji ich relacji z wynikami literatury
przedmiotu dla podobnych uktadéw (rozdziaty 5. i 6.). Ostatni rozdzial stanowi podsumo-

wanie pracy.



2. Podstawy kwantowego opisu grafenu

2.1. Struktura krystaliczna

Grafen to dwuwymiarowa sie¢ atomow wegla typu plaster miodu. Mozna jg opisaé jako

sie¢ rombowa Bravais’go z dwupunktowa baza:

- 0 - a
(1) ()

gdzie a ~ 0.147nm to dlugos¢ wiazania miedzy sasiadujacymi atomami wegla. Sieé¢ ta
rozpieta jest na wektorach bazowych (rys. 2.1):

N 0 N a
a1—<_a\/§>,a2—< a)’ (2.2)

zatem polozenie atoméw podsieci A 1 B na plaszczyznie mozna zapisaé jako:

[\ [N} UV
[

Riu = mai+nastbi=Ri+b
i A 1 2+ 0a AA’ (2.3)
R

i,B — m51+n22+ bB:RZ—i‘ bB

gdzie m, n to liczby catkowite, R; odpowiada polozeniu i-tego wezta sieci, do ktorego atomy
te naleza.

a3k

7 réownania definiujacego wektory odwrotnej a;-a ; = 2m0;; wynika, iz sa one postaci:

2n . dn
a1:<_;7r )7 a2:<30a>_ (24>
V3a

Pierwsza strefa Brillouina (komorka Wignera-Seitza w sieci odwrotnej) okresla przedziat

niezaleznych wartosci wektoréow sieci odwrotnej. W grafenie ma ona postaé szesciokata
(rys. 2.1). Wektory falowe w sieci Bravais’ego sg okreslone z doktadnoscia do wektora sieci

odwrotnej G = hEI + kg;, gdzie h, k to liczby calkowite. Wierzchotki strefy Brillouina

RN —/
odpowiadaja wiec dwom niezaleznym wektorom falowym (K i K ).

W dwuwarstwie odlegto$é miedzy warstwami wynosi okoto 0.34 nm, jest wiec ponad dwa
razy wieksza od parametru a [17]. Najpopularniejsza rozwazana geometria jest utozenie

Bernala typu AB (rys. 2.1). W takim ukladzie atomy wegla podsieci A gornej warstwy

6



znajduja sie bezposrednio nad atomami podsieci B dolnej warstwy, zas atomy podsieci B

gornej warstwy potozone sa nad srodkami sze$ciokatow warstwy dolnej.

2.2. Hamiltonian ukladéw grafenowych

Hamiltonian monowarstwy grafenowej oparty na modelu ciasnego wigzania mozna zapisaé

w postaci [18]:

6 N 3 R 3 R
Vo —t Zexp (zk‘ -r’l>] oy —T [aw Zcos <k: . 7“;) + oy Zsin (k : rl)] ,
I=1 I=1 I=1
(2.5)

gdzie Vj to energia potencjalna (zaktadamy, ze jest taka sama dla elektron6w obu podsieci),

H (k) =

T, t'- calki przeskoku miedzy najblizszymi i kolejnymi najblizszymi sasiadami odlegltymi
o wektor odpowiednio i r'1; 04, 0y to macierze Pauliego, za$ oy to macierz jednost-

kowa. Funkcje falowe odpowiadajace wektorom wtasnym Hamiltonianu (2.5)maja postacé

spinorowq( va
vp )’

gdzie
N N 1 .4 — N
Yap)(k, ) = ﬁ AZ exp <2 k -Ri,A(B)> u; Ay (7). (2.6)

R aB)
ha

B

Z rozwiazania zagadnienia wlasnego H ( ) =F ( ZA ) otrzymujemy energie wlasne:
B

N

Ey(k)=Vy—t <2 cos (k’w \/ga) +4 cos (\/gkx a/2) cos (3 k, a/2)>
(2.7)

+7 \/3 +2 cos (V3ky a) + 4 cos (V3kya/2) cos (3k,a/2) '

E+(;) 1 E_ (;) to energie elektronu w pasmie przewodnictwa i dziury w pasmie walencyjnym.
Pasma te stykaja sie w punktach I? 1 K / (w wierzchotkach strefy Brillouina),
ktore nazywamy punktami Diraca. Ze wzgledu na stozkowy ksztalt struktury pasmowe;j
w ich poblizu, obszary te okresla sie mianem dolin K i K’ (zob. rys. 2.1).

Energia odpowiadajaca punktom styku pasma walencyjnego i pasma przewodnictwa jest
w ukltadach grafenowych bliska energii Fermiego Er. W zagadnieniu przewodnictwa rozwaza
sie stany w poblizu Er (stany w dohnach K lub K'). 7 rozwiniecia energii (2.7) w szereg
wzgledem wektora falowego bliskiego K lub K dostajemy liniowa relacje dyspersji (w dalsze;j
dyskusji przyjmujemy Vy = 0):

NN 7

B (K+k) =Es(K + k)~ +h ‘E) Ve (2.8)

7



gdzie vp = 37 Ta/h =~ 10°m/s to predkosé Fermiego. W przypadku ukladu umieszczonego
n?oS(E)

w polu magnetycznym definiujemy tzw. mase cyklotronowa m¢e = — Eol gdzie S(F) to
miara obszaru otoczonego powwierzchnia Fermiego. W grafenie S(F) o EJQE, zatem mg < |E|
i znika dla E=0.

Hamiltonian efektywny dla stanéw z dolin K i K’ zapisuje si¢ zwykle w postaci:

HK = VF; : 5 = —H};,, (29)
- Oy . . . — .
gdzie 0 = ( ) to wektor zbudowany z macierzy Pauliego, natomiast p = —ithV to
Ty

operator pedu w ptaszczyznie XY. Funcje falowe maja posta¢ spinorowa ( Va ) ;
B

w% (x,y) = ei;'?< S ), (2.10)
v () = “() 2.1

gdzie 0, = arg(k, +ik,) , zas s odnosi si¢ do elektronéw (s = 1) lub dziur (s = —1). Gorny
i dolny element funkcji falowej to amplituda prawdopodobienstwa znalezienia elektronu
na podsieci A lub B.

W przypadku dwuwarstwy funkcje falowe maja postaé czteroelementowych spinoréw ¢ =

(Y., VB, ¥B,, Ya,) T, Hamiltonian efektywny mozna natomiast przedstawi¢ korzystajac

z pomocniczego indeksu € (£ =1 dla K, £ = —1 dla K’) jako macierz o rozmiarze 4 x 4 [19]:
—E§V/2 vp (pe +ipy) ty 0
e — 1 —£V/2 0 0
ty 0 §V/2 vr (pz — ipy)
0 0 v (ps + ipy) EV/2

gdzie t, jest catka przeskoku pomiedzy atomami posieci Ay i By (ozn. Ay <» Bsy), V to roznica
energii potencjalnej miedzy warstwami zwigzana z obecno$cia prostopadlego do powierzchni
uktadu pola elektrycznego. Jest to uproszczona posta¢ Hamiltonianu, ktéra pomija dalsze
calki przeskoku (tabela 2.1), z czym wiaze sie utrata pewnych informacji dla wyzszych energii.
Wobec faktu, iz dalsze calki przeskoku nie sa doktadnie znane, model (2.12) jest powszechnie
stosowany i uznawany za wystarczajacy w obszarze niskich energii.

Chcac rozwazaé uktady grafenowe Wéobecnoéci pola magnetycznego, w obu przypadkach
dokonuje sie podstawienia E — 5 + e A (—e to ladunek elektronu, A to potencjal wekto-
rowy pola magnetycznego), dzieki czemu otrzymujemy posta¢ hamiltonianu niezmiennicza

wzgledem transformacji cechowania. Mozna pokazaé, iz przy transformacji potencjatu wek-



JEEN JEEN

torowego o gradient pewnego potencjalu skalarnego A — A + V y musimy jednoczesnie

dokonaé transformacji funkeji falowej falowej ) — exp (—ie x/h) 1 (zob. Dodatek A).



’7’ [eV] ‘tL/T‘ v3/T ‘ Ya/T ‘ t'/T ‘
| 31 | 0.1 [0.03-0.1[0.04-0.07 [ 0.04 |

Tablica 2.1: Zestawienie zmierzonych wartosci catek przeskoku: 7- miedzy najblizszymi
sasiadami (A; <> B;), t’- miedzy drugimi najblizszymi sasiadami, t,- A; <> Bs, v3- By <> As,
Ya- Al — AQ/Bl — BQ [17]

=]

L] _ |
K 23 10 " 0

10 10 ]
2:10°° -2x10 ky [m 1]

3 1010

L

(©) (d)

Rysunek 2.1: (a) Komorka elementarna (oznaczona liniami przerywanymi) i wektory rozpina-
jace rozwazang strukture krystaliczna. Czarnymi i czerwonymi punktami zaznaczono atomy
nalezace odpowiednio do podsieci A i B. (b) Widok dwuwarstwy z gory (ulozenie Bernala
typu AB). Czarnymi punktami oznaczono atomy z podsieci A, bialtymi atomy z podsieci B.
(c) Pierwsza strefa Brillouina. Kolorowymi liniami potaczono za pomoca wektorow sieci od-
wrotnej wierzchotki strefy (niebieskimi, przerywanymi- rownowazne punkty K’, czerwonymi-
punkty K). (d) Energia pasmowa w grafenie (Vy = 0). Czerwonymi i niebieskimi kropkami
oznaczono odpowiednio punkty K i K.
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3. Uktady dwuwymiarowe w polu

magnetycznym. Poziomy Landaua

3.1. Dwuwymiarowy gaz elektronéw nierelatywistycznych

w zewnetrznym polu magnetycznym

Do opisu ruchu czastki o masie efektywnej m*, tadunku —e w zewnetrznym polu elek-
trycznym zadanym potencjalem skalarnym F, i polu magnetycznym zadanym potencjatem

wektorowym A mozna postuzy¢ sie Hamiltonianem [20]:

1 ) -

Poniewaz przewidywania fizyczne sa niezalezne od wyboru cechowania A, dla prostoty ra-

chunkéw mozna skorzystaé z cechowania Landaua

- 0
() s

Hamiltonian (3.1) w uktadzie dwuwymiarowym przyjmuje wtedy postac

h? ihd,+eBux)?
2m*8z2 + ( y2m* ) +Ep

Co wiecej, mozna zauwazy¢, iz rozwazany Hamiltonian komutuje z y-owa sktadowa pedu

H=-—

(3.3)

py = —1hoy:

hQ
m

(ihd, +eBux)?
2m*

[H,=ihd,] = | -3 *&52,—2'7104 +{ ,—iho,| +[E,, —ihd,] =0. (3.4)

7 tego wynika, iz oba te operatory posiadaja wspolng rodzine funkcji wlasnych. Mozna je

dobraé¢ w taki sposob, by wyizolowaé czynnik opisujacy ruch fali ptaskiej w kierunku :

Y (x,y) =exp(iyky,) ¢ (z), (3.5)

co pozwala sprowadzi¢ zagadnienie do problemu jednowymiarowego. Po prostych przeksztat-

ceniach otrzymujemy réwnanie rézniczkowe
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h2
(—Qm*0$2+#(—hky%—eBa:)Q—i—Ep)gb(m):Egb(x). (3.6)

Dokonujac zamiany zmiennych 5! [x — hk,/(e B)] = &, gdzie Iz = \/h/(e B) to dlugosé

magnetyczna, mozemy sprowadzi¢ rozwazane rownanie do prostszej postaci:

2m*

(<08 +€) 5 (€) = U= (B — E,) $(€) = a p(6). (37)

Jest to rownanie Webera, ktorego rozwiazanie mozna wyrazi¢ przez kombinacje liniowa funk-
cji Webera-Hermite’a [21]:

p(a,x)=al (—% \/55) + oV (—% ﬂg) (3.8)

Stanom stacjonarnym uktadu odpowiadaja funcje normowalne- w rozwiazaniu (3.8) nalezy
wiec przyjacé stata co =0 (Va V(a, x) \Ij) o0 ). U (—%, \/55) ma regularne zachowanie
w granicy |£| — oo, gdy spelniona jestxzaT;Znoéé: a=2n+1,n=0,1,2,... Z warunku
na normalizacje funkcji U (—%, V2¢ ) otrzymujemy kwantyzacje energii i nowa postaé¢ funkcji

falowej:

E —-E,= huw, (n—i— 1) : (3.9)

2
1 ,/m*w. _m*e?we m* we
én(®) - oo\ 7m0 Ho )= h ’ (3.10)

gdzie w. = e B/m* to tzw. czestosé¢ cyklotronowa, Hp(z) to wielomian Hermite’a n-tego

rzedu.

3.2. Monowarstwowy grafen w polu magnetycznym

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w przypadku grafenu w prostopadtym
polu magnetycznym § Ponizsze rachunki przeprowadzono na podstawie pracy Elsy Prady
oraz jej wspotpracownikow [16].

Ze wgledu na obecno$é¢ pola wprowadza sie niezmiennicza wzgledem cechowania postac

hamiltonianu (nie uwzgledniamy tu spinu)

E, vp (Ty — i) 0 0
g | vr (mp +imy) E, 0 0 7 (3.11)
0 0 E, vp (m, +imy)
0 0 vp (Ty — i) E,
gdzie E, to pewna energia potencjalna, T =—ihV+eA Jak poprzednio, postuzymy sie
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cechowaniem Landaua: A = —B(0,2)?. Funkcje spinorowe bedace funkcjami wlasnymi

powyzszego Hamiltonianu sa postaci: ¢ = [¢F, &, @&, ?]T

. Ze wzgledu na strukture
Hamiltonianu elementy spinora odpowiadajace réznym dolinom (K i K') sa niezalezne. Zwy-
kle rozwaza sie tylko jedna z dolin, druga zas uwzglednia sie¢ poprzez dwukrotna degeneracje
poziomdéw energetycznych.

Na poczatku mozna rozwazy¢ najprostsza, z rachunkowego punktu widzenia, sytuacje,
w ktorej spelniony jest warunek € = E' — E, = 0. Wyznaczenie funkcji falowych sprowadza

sie do rozwiazania uktadu rownan rézniczkowych postaci (dla doliny K)

( 0 —i(hd, —eBx) —ho,
Vp (
—i

gdzie ¥(z,y) = [Walz,y), ¥5(z,y)]". Podobnie jak w przypadku zagadnienia dwuwymiaro-
wego gazu elektronowego, Hamiltonian naszego uktadu komutuje z y-owa skatdowa operatora
pedu p, = —i h0,, z tego wzgledu funkcje falowe mozemy wyrazi¢ jako iloczyn fali plaskiej
w kierunku ¢ i funkeji falowej zaleznej od x: ¥4 (z,y) = exp (iy ky) ¢4 5 (z). Pozwoli nam

to przejs¢ do problemu jednowymiarowego:

0 (h0, — e Ba + hik,) oalx) ) _ (3.13)
(hd, + e Bx — k) 0 o5 (2) ' '

W celu dalszego uproszczenia rownan, wprowadzamy nowa zmienna & = lg 'z — ky I,
gdzie lp = y/h/(e B). Ostatecznie otrzymujemy dwa niezalezne réwnania:

( 0 3s—€><s0,4(€)>:0 (314
db+& 0 5 (§) 7

ktorych rozwiazaniem sa funkcje ¢4 = 652/2, B = ¢ €/2. Poniewaz 41 ©p S
& q ¥ ¥ ¥ ¥B 53

niezalezne, funkcje spinorowg mozemy przedstawi¢ jako ich kombinacje liniowa

&7/ 0
pe=0, B, ky, ) =1 0 + ¢ e | (3.15)

Dla doliny K" mamy ¢%{" (§) = ¢f5 () i ¢ (§) = ¥ (€).
W przypadku € = E' — E, # 0 postepujemy w sposob analogiczny:

E—-E, ivp (hOy, —eBx+ hk,) oa(x)
ivp (hOy +eBx — hky) E—-E,
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Dokonujac zmiany zmiennych jak poprzednio: & = lp~ 'z — k, I, (wprowadzajac dodatkowo

oznaczenie ¢ = (E — E,)lg/(vp h)) sprowadzamy nasz uktad do postaci:

( c z'@—f))(w(@)zo_ (3.17)
i(8§+§) € ¢B (§)

Po jego rozwiklaniu mozemy otrzymaé¢ réwnanie rézniczkowe na funkcje 4 :

0c2pa(€) — Epa(©) + (2 +1) pal§) =0, (3.18)

ktorego rozwiazaniem jest funkcja postaci

oa(e €)= U (—(52; 2 \/5,5) + eV (—(52; b \/5,5) | (3.19)

Korzystajac ze wzoru (3.17) i wlasnosci rekurencyjnych funkeji Webera-Hermite’a [21], otrzy-

mujemy:

ople, &) =—ic V2 @CIU (—<522_ b \/§§> +eV (—(522_ 2 ﬁg)) . (3.20)

Rozwiazanie og6lne mozna przedstawi¢ w postaci

(e, &) =crpi(e, &) + capale, £), gdzie:

U (-0, vae)

pi(e, §) = _ieva U <_<522_1>, \/§§> 7 (3.21)

v (-5, vag)

e 0=\ ey (_(ﬁ;), m)

W przypadku gdybysmy poszukiwali stanéw stacjonarnych, zadaliby$my normowalnej po-
staci funkcji falowych, co narzuca warunki co = 01 €2 = 2n, n = 0, 1, 2, ... Otrzymujemy

stad warunek na kwantyzacje energii w polu magnetycznym [16] :

E,—E,=vp\V2heB+y/n, n=0,1,2, . (3.22)

3.3. Dwuwarstwowy grafen w polu magnetycznym

Problem ten poruszony byl juz wezesniej w pracach [10, 22|. Ponizsze wyprowadzenie

przeprowadzono w oparciu o prace Miltona Pereiry i jego wspotpracownikow [22]. Podobnie
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jak w zagadnieniu monowarstwy, zwykle rozwaza sie tylko jedna z dolin (w naszym przypadku
K):

E,—E-V/2 vp(r,+im,) ty 0 Va,(z, y)
v (mp —im,) E,— E—V)/2 0 0 Ve y) | _
ty 0 E,—~E+V/2 vp(r,—im,) Vg, (x, y) ’
0 0 vp (my +imy) E,—E+V/2 Ya,(x, y)
R (3.23)
gdzie I, to energia potencjalna, T=—ihV+ A, V to réznica energii potencjalnych

w dwoch Warstwagh (odpowiada ona przerwie energetycznej). Ponownie wybieramy cecho-
wanie Landaua: A = —B (0, )7 i postepujemy analogicznie jak w przypadku rachunku
dla pojedynczej warstwy. Ze wzgledu na symetrie uktadu wybieramy funkcje falowa postaci
U(z, y) = e p(a).

Na poczatku warto rozwazy¢ najprostszy przypadek: £ — E, =01V = 0. Uklad nasz

przyjmuje wtedy zredukowana forme:

0 Oy — ky +15°x t1 0 ©a, ()
O+ ky — 5% 0 0 0 B, () 0
tL 0 0 8x+ky—l§2x B, ()
0 0 O —ky+15°x 0 ©a,(T)
(3.24)
Jego rozwiazanie mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie:
152 2
P4, () crexp(L5— —zky)
B, (T) B i(cg —cgxty)exp(z k;y — lBTm) (3.25)
= 2 ) .
5, (7) cs exp(z ky — 1322 )
- 2
P, () i(cy — clxtL)tLexp(lB; -z ky)

Chceac otrzymadé normalizowalne funkcje odpowiadajace stanom stacjonarnym, nalezy przy-
ja¢ warunek c¢; = ¢4 = 0.

W przypadku gdy E # E, korzystamy z podstawienia & = I3 v — ky I 1 otrzymujemy:

—e—0 O:+¢& ot 0 ba,(§)

O—§ —e—=d6 0 0 108.(6) | _ (3.26)
t 0 —e+d 0:—¢ ¢B,(€) 7
0 0 Oc+§& —e+9 i pa,(€)

gdzie ¢ = (E— E,) / (hvplg'), 6 = V/ (2hvplg'), t =t/ (hvplg'). Po prostych prze-

ksztatceniach otrzymujemy dwa réwnania:
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(O +6) (O = &) 4, (&) = —(e+0)%0a,(§) +1(e+0) b, (&),
(O = &) (e +€) 05,(§) = —(e=0)°0p,(§) +1(c =) da, ().

Podstawiajac jedno z rownan do drugiego i korzystajac z zaleznosci

(3.27)

(O + &) (0 — &) = (0 — £) (0 + &) — 2 otrzymujemy ostateczng postac¢ rownania rozniczko-
wego dla funkcji ¢4, (&):

(0 =€) ¢a, (&) =~ Caoa,(8), (3.28)

gdzie (x = 2 +82++/((1 —26¢)2 + 2 (e2 — 62)). Rozwiazanie rownania mozna przedstawié

w postaci kombinacji liniowej
oa,+ (e, 8 =c1(04+¢)U (—%, \/§§> +c(0+e)V <—%, \/55) . (3.29)

Pozostate funkcje spinorowe wyznaczamy korzystajac z uktadu (3.26) i relacji rekurencyjnych
funkcji Webera-Hermite'a [21]:

/N
S
_l_

Ula, ) = —(a—i—%) U(a+1, z),

—
&
|

(a,z) = —U(a—1,z),

U
V(a,z) = V(a+1,x),

/N
S
+

N—— — 7 N 0

<
£

—
&
|

)

NR NDIRNR NS

&

I
N
)
|
N | —
~_
=
=)
|
\.H
&

Ostatecznie nasze rozwiazanie przyjmuje postac:

pnxE € = al+9U(=% v2¢) +a 0+ V (=%, v2¢).

OB+ (6,§) = ﬂ(clU(—%—l, V2&) + (%4'%) V(—%—L ﬂf))» (3.30)
oBo s (e €) = of (a1 U(-%, V20 + V(=% v29))., |
(6 = af (o ($-1)U0-% V23O +aV -5, v39),

gdzieai =t ((0+2) =2 (e +3)), a5 =v2 (t(e—=3)) " [(§+e)t (e —8) =2 (¢ + 3)].

Powyzsze rozwiazanie mozna zapisa¢ w nastepujacej formie:
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P+ (57 5) = 01901i (87 5) + CQ§0§E (87 E)?

ot (e 6) (5+)U (-5 va¢)

o (e £) = soigl (.6 | _| iV2E+)U(=5 —1, v2¢)

’ “ip, (6 €) ai U(=%, v2¢) ’

i a, (& €) iy (% — 5) Ul - %, v2¢) (3.31)
P34, (€, E) (5‘*’5)\/(—%, ﬂf)

ot (e, €) = SO%EBl (g, &) _ iV?2 (%‘F%) V(—%—l, V2¢)
Pap, (&, €) o V(—%, V2€)
Paa, (€, 6) i0EV(1— %, V26

Aby otrzymaé normalizowalng postaé¢ rozwigzan, musimy przyjaé co = 0. Jesli chodzi
o rozwiazania zwiazane z funkcja U (a, x), z rozwiniecia w szereg wzgledem x — 0o wynika,
iz nalezy narzuci¢:
(+=2n+1, n=01 2 ... (3.32)

Otrzymujemy stad warunek kwantyzacji energii. Dla ¢ = 0 przyjmuje on natomiast postac:

E, —E L Dr
S N T

\/2+4n+t2i\/4+4(1+2n)t2+t4,
(3.33)

E, —E L e
S N T

Rozwiazanie to zostato po raz pierwszy podane przez Miltona Pereire i innych w 2007 roku

V2Han e F AT AT 2n) e 1

[22]. Poziomy Landaua wyznaczone przez Edwarda McCanna w pracy [10] odpowiadaja

granicznemu przypadkowi n/t* < 1:

2
BB~ + (hl_) gm (3.34)
W ogolnym przypadku (E # E, i § # 0) warunek kwantyzacji nie posiada niestety zwar-
tej formy. Na rysunku (3.1) zestawiono widma pozioméw Landaua dyskutowanych trzech
uktadow.

Majac juz wyznaczone poziomy Landaua, mozna poréwnac¢ odlegloéci miedzy zerowym
i pierwszym poziomem w skali temperaturowej. W przypadku dwuwymiarowego gazu elek-
tronowego dla pola B = 30T otrzymujemy: AE = FE; — Ey = heB/m, ~ 3.46meV.

Dla monowarstwy i dwuwarstwy grafenowej (z zerowa przerwa) AFE wynosi odpowiednio
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198.43 meV

i111.34meV. W skali temperaturowej odlegtos¢ miedzy poziomami wynosi wiec w przyblize-
niu odpowiednio 40 K, 2300 K i1 1290 K. Generalnie wielkosci te sugeruja mozliwosé obserwacji
kwantowego efektu Halla w monowarstwie grafenowej w temperaturze pokojowej (szumy ter-
miczne wystepujace w temperaturze ok. 300 K nie przeszkodzityby

w odroznieniu pozioméw). W roku 2007 Nowosiotowowi i jego wspolpracownikom udato sie
doswiadczalnie potwierdzié¢ te teoretyczne przewidywania[9]. Jest to o tyle ciekawe,

iz w przypadku dwuwymiarowego gazu elektronowego detekcja wspomnianego efektu wy-
maga zastosowania temperatur rzedu kilku kelwinéw. W dwuwarstwowym grafenie efekt ten
powinien by¢ zatem obserwowalny w temperaturze okoto 120 K (dla pola 30 T). Obserwacja

w temperaturze pokojowej wymagalaby z kolei zastosowania pol okoto 50 T.

3.4. Rozszczepienie zeemanowskie

Uwzgledniajac dodatkowo w naszych teoretycznych rozwazaniach spin, mieliby$my
do czynienia ze zniesieniem spinowej degeneracji pozioméw energetycznych na skutek efektu
Zeemana. Rozszczepienia pozioméw w wyniku tego efektuto Az = gup B, gdzie g = 2, ug =
eh/(2m.) to magneton Bohra. Miare rozszczepienia zeemanowskiego mozna przyréwnaé

do odlegtosci miedzy poziomami Landaua AFE, = E,,1 — E, :

(

m*/me 2DEG,
heB/2
AAE; = mel/—FA/n monowarstwowy grafen, (3.35)
t
\ m dwuwarstwowy grafen (E, dane wzorem (3.34)),

gdzie An = /n+1—+/n, A= y/n(n+1)—/n(n—1). W standardowym dwuwymia-
rowym gazie elektronowym powyzszy stosunek zalezy jedynie od masy efektywne;j.

W poétprzewodnikach samoistnych w poblizu przerwy energetycznej jest ona 10-100 razy
mniejsza od masy elektronu swobodnego. W uktadach grafenowych nalezy wzia¢ pod uwage
warto$é¢ pola B in. Biorac B =1 T in = 1, rozszczepienie zeemanowskie dla monowarstwy
i dwuwarstwy grafenowej jest odpowiednio 130 i 40 razy mniejsze od odleglosci miedzy
poziomami Landaua. 7 tego wzgledu analizujac w kolejnych rozdziatach przewodnictwo

monowarstwowego i dwuwarstwowego grafenu bedziemy zaniedbywac ten efekt.
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Rysunek 3.1: Poziomy Landaua w dwuwymiarowym gazie elektronowym (o masie efektywnej
m* = 0.033m,) (a), monowarstwie grafenowej (b), grafenie dwuwarstwowym (§ = 0) (c).
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4. Kwantowy opis przewodnictwa elektrycznego.

Wzor Landauera-Buttikera

Opisujac ruch noénikow tadunku w krysztale zwykle rozwaza sie wpltyw rozproszen
na atomach sieci czy jej defektach. Srednia droga swobodna I okresla statystyczng odleglosé
miedzy kolejnymi rozproszeniami. Przy rozpatrywaniu zagadnien transportu kwantowego
w prostokatnej probce o szerokosci W i dtugosci L mozemy moéwié o trzech podstawowych
rezimach:
— dyfuzyjnym,
— kwazibalistycznym,
— balistycznym,
ktore zostaly zilustrowane na rys. (4.1).W dalszej czesci pracy rozwazamy wylacznie ukltady
balistyczne, tj. takie, w ktorych srednia droga swobodna elektronu jest wieksza niz roz-
miary uktadu. W transporcie balistycznym dominujg zatem elementarne efekty kwantowe,

zwigzane 7z zasada superpozycji i zasady nieoznaczono$ci.

4.1. Przewodnictwo elektryczne jako zagadnienie rozpraszania

Modelowy uktad dla kwantowego opisu przewodnictwa sktada sie z dwoch rezerwuarow
elektronow (rys. 4.2), miedzy ktérymi znajduje sie badana probka materiatu.
Jesli gestosé stanow elektronowych n w rezerwuarach rézni sie o pewien niewielki czynnik
on, do momentu wyréwnania sie gestosci standéw, ptynie pomiedzy nimi prad dyfuzyjny J
elektronéw o energiach z zakresu Er i Er + dp , gdzie dp to réznica potencjow elektroche-
micznych miedzy rezerwuarami. Jednym ze sposobow analizy przewodnictwa probki
w takim ukladzie jest postuzenie sie tzw. wzorem Landauera-Biittikera wiazacym przewod-
nos¢ probki G ze wspolezynnikami transmisji t dla elektronu na poziomie energii Fermiego

(w ogolnosci moga to by¢ macierze wspotczynnikéw transmisji):

s go € Gs 9o €
G==5—Tr(tt) :T;Tn, (4.1)

gdzie g, 1 g, to wspotczynniki odpowiadajace degeneracji energii elektronéow ze wzgledu
na spin i doliny (w przypadku grafenu g,—g,=2), zas$ T, to wartoici wlasne macierzy ¢

[25].
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NG Dyfuzyjny J

4 L>>1 A

b \_ Kwazibalistyczny )

4 L=~1 Y
9\ Balistyczny )
I/"
w
(o L<<1 R

Rysunek 4.1: Trajektorie elektronéw w rezimach (a) dyfuzyjnym (I < W, L), (b) kwazibali-
stycznym (W < [ < L), (c¢) balistycznym (W, L < [). Gwiazdkami oznaczono rozproszenie
na zanieczyszczeniu sieci. Rysunek jest uproszczona wersja grafiki z publikacji Physics

and Technology of Submicron Structures|24].

R; p |V Rp

Rysunek 4.2: Schematyczny uktad pomiarowy probki P o szeroko$ci W i dtugosci L umiesz-
czonej pomiedzy dwoma rezerwuarami elektronow (R, Rp).
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4.2. Wyprowadzenie wzoru Landauera-Biittikera

Ponizsze wyprowadzenie zostato oparte na pracy doktorskiej dr. Michata Tyca [25].
Dla dwuwymiarowego uktadu o skonczonych rozmiarach, rozwazamy dyskretny zbior efek-
tywnie jednowymiarowych kanalow przejscia przez probke (w naszym przypadku bylyby
to kanaty odpowiadajace modom ruchu poprzecznego wzgledem kierunku przewodnictwa).
Zatozmy, iz jesteSmy w stanie rozseparowaé¢ ruch w kierunku przewodzenia i w kierunku
do niego prostopadtym. Kanaly moga wtedy odpowiada¢ skwantowanym warto$ciom pro-
stopadtej do kierunku transmisji sktadowej wektora falowego k, ; (indeks j przypisany jest
odpowiedniemu modowi poprzecznemu). Jesli prad padajacy na probke z lewej (lub prawej)
strony oznaczymy odpowiednio JZ-Ln(R) = (Ji];fbs]f), 51(7];), ce J;(?V)L(R))T (indeks L (R) odpo-
wiada ruchowi elektronéw z rezerwuwaru L (R) do R (L)), pr@(i oLdbitych nosnikow tadunku
J féf) i prad nosnikéw przetransmitowanych przez probke J tLT(R) mozna otrzymac¢ dziatajac

odpowiednimi operatorami macierzowymi:

L gL L L gL R
R J'm = ']ref7 T Jm - ']trﬂ
R TR R R TR R
T ']zn = Jtr’ R Jm = Jref’
gdzie T*, R*, T, R"to macierze zespolone o rozmiarach odpowienio N x N¥, NF x NI,

NE x NE i NIt x NE Elementy macierzowe tych operatoréw odpowiadaja iloczynowi
Ly =
iy Rf:g-R) = (rF® LR, o (wspolezynnik ¢; ; odpowiadatby wiec transmisji no-

macierzy wspolczynnikéw odbicia (transmisji) i ich sprzezen hermitowskich, tj.
(tEUR TL(R))
$nika tadunku z kanatu i-tego kanatem j-tym). Operatory te tworza razem unitarna macierz
rozpraszania o wymiarach (N¥ 4+ NT) x (NF + NE) [26]:

TL tR
S = ( o ) (4.2)

Unitarno$¢ macierzy S wynika z warunku cigglosci strumienia nosnikéw. Zaktadajac dodat-
kowo niezalezno$é kanaléw transmisji (co implikuje symetrie N¥ = NF = N ), dostajemy
Ril:(jR) _ RiL(R)(Si,j — (TL(R)TTL(R))Z,’“ 7;7LJ(R) _ T;L(R)(Sz‘,j — (tL(R)TtL(R))iJ’ i TiL(R) +RZR(L) -1
W skonczonych temperaturach prad I ptynacy przez rozwazana probke na jednostke szero-

kosci W wyraza sie wzorem:

(=c 3 [aEn(E)E) (B THE) ) (0= THE), (3

-1
gdzie n; = % (g,f ) = % to gesto$é¢ standéw energetycznych w i-tym kanale na jednostke
szerokosci W, v; to predkod¢ w kierunku przewodzenia, frg) to rozklady Fermiego- Diraca
w rezerwuarach L i P [25]. Przewodnosé zdefiniowana jest jako odwrotnosé oporu G = 1/R,

korzystajac z prawa Ohma mamy wiec:
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el

G = =%, (4.4)
G- > [ AEn(E) (BYTHE) (fu(B) - fn(E)). (45)

Dla matych du zaleznosé wspotezynnikéw T = T od energii mozna uznaé za zaniedbywalna.

Przechodzac do granicy T'— 0 K dostajemy:

fum(B) == Oprm — E), (4.6)
[ aB B - fuE) (4.7

gdzie 6(z) to funcja Heaviside’a. Otrzymujemy zatem:
gs gv Z T gs gv (tT t) (48)

Ostateczny wzor uzupetniamy wspotczynnikami degeneracji spinowej i dolinowej (odpowied-
nio oznaczonymi jako gs, ¢,). Analizujac w kolejnych rozdziatach przewodnictwo uktadow

grafenowych bedziemy przyjmowaé g, = 2, g, = 2,Go = 4¢2/h.



5. Magnetoprzewodnictwo grafenu

monowarstwowego

5.1. Schemat ukltadu i jego hamiltonian

Podobnie jak w pracach [11, 16], rozwazamy probke monowarstwowego grafenu umiesz-
czong miedzy dwiema elektrodami metalicznymi (rys. 5.1). Elektrody te modelujemy
jako obszary grafenu o silnym domieszkowaniu zaindukowanym wysokim potencjatem elek-

trochemicznym (E, = U, — —o0). Dalej, zakladamy ze pole magnetyczne B dziata wy-

Rysunek 5.1: Schemat analizowanego uktadu. Szare obszary symbolizujg podlaczone

do probki monowarstwowego grafenu elektrody (silnie domieszkowane paski grafenowe).
Pod ptatkiem grafenu znajduje sie dodatkowa elektroda kontrolujaca potencjalt elektroche-
miczny w jego obszarze. Rozwazana probka posiada szerokosé wieksza niz dtugos¢ W > L
w celu zminimalizowania wptywu efektéw brzegowych na przewodnictwo.

tacznie na obszar centralny uktadu. Przyjmujemy, ze w oktadkach potencjal przyjmuje
graniczng wartos¢ E, = Uy, — —oo (co odpowiada silnie domieszkowanemu osrodkowi),
w platku E, = U, (oérodek o zerowym lub niewielkim domieszkowaniu). Taka geometria
uktadu pozwala otrzymaé rozwiazanie niezalezne od poziomu domieszkowania w elektrodach.

Dynamike elektronéw w uktadzie opisuje Hamiltonian:
H=(p+ed) o+E, (5.1)
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gdzie

i —B(0, z, 0)T  wobszarze 0 <z < L,
0 dla < 0iz> L,
(5.2)
Uo L ”
E, = analogicznie jak dla A.
Uso

5.2. Zagadnienie rozpraszania

Problem transportu elektronéw przez uktad z rys. 5.1 formulujemy nastepujaco: elek-
trony wychodzace z lewego rezerwuaru ulegaja odbiciu od probki ze wspotczynnikiem odbi-
cia r lub przechodza przez probke ze wspotczynnikiem transmisji ¢. Poniewaz Hamiltonian
zagadnienia jest operatorem rézniczkowym pierwszego rzedu, warunki ciggtosci dla spinoro-

wych funkcji falowych na granicy elektrod i badanej probki zapisujemy nastepujaco:

wl(kx, l’o) + 'f’w[(—kx, 1’0) = wn(B, ky; 370);

(5.3)
Yi1(B, ky, x1) = t (ks 1),

gdzie xog = 0, 1 = L; funkcje falowe elektronu o indeksie I, 11 lub I11 odpowiadaja stanom

w lewej elektrodzie, w obszarze centralnym lub w elektrodzie prawej. Ich jawna postaé to:

70},
wl<kxa l’) = eik@x( 61 )7

e82/2 0
c1 + ¢ ) , gdy E—U, =0,
V(B ky, x) = 0 e6/2 ;
crpi(e, &) + capale, §), gdy E — Uy # 0 (wzor (3.21)),
‘ i 0k
Virr(ke, ©) = e'he (@=L) 1 )

(5.4)
gdzie 0, = arg(k, +ik,), e = (E —Uy)lp/(vrh), £ = lp~'x — kylp. Przy Uy, — —00
czynnik fazowy e'% =~ sgn (k,). W punkcie Diraca (E — Uy = 0) (5.3) mozna przedstawi¢
w postaci A x = b (przypadek E — Uy # 0 znajduje sie w dodatku B), gdzie:

25



-1 0 0 1
A = B L2 I
0 1 exp(—=5~+Lk,) 0
-1 0 exp(B;hL2 — Lk,)
(5.5)
r —1
1
xr = 5 b =
C1
C2
Dla powyzszego przypadku otrzymujemy rozwiazanie w zwartej formie:
1 Bel
£t = cosh™? [— L ( - 2@)] . (5.6)
2 h
Zakltadajac periodyczne warunku brzegowe w kierunku prostopadtym do kierunku przewo-
dzenia 5
7r
k, =+t— =0,1,2, .. 5.7
Yy W n, n ) Ly 4y ( )

obliczenie ladu Tr (¢7t) biegnie po skoriczonej ilosci kanatow (wzoér (4.1)). W granicy W > L
dyskretnos¢ zbioru modéw poprzecznych k, i jego skonczono$¢é mozna zaniedba¢[13]. Sumo-
wanie po wartosciach k, we wzore na przewodnictwo mozna w takim przypadku przyblizy¢

catka

o

G=G, Y tT(k;y)t(k;y)&GO% dy (k) t(ky). (5.8)

—oo<ky<oo 0o

Wstawiajac do powyzszej catki (5.6), otrzymujemy ostatecznie wzor:

G=G i (5.9)
m L
Jak wida¢, dla zerowego poziomu Landaua przewodnosé nie zalezy od pola magnetycznego
i jest proporcjonalna do ilorazu W/L. Na rysunku 5.2 przedstawiono przyktadowy przebieg
zaleznosci G(B) dla probki o wymiarach L = 38.5nm, W = 20L = 770nm. Jak wida¢,
graniczny przypadek (5.9) odpowiada Sredniej wartosci, wokot ktorej wystepuja oscylacje
(dla W > L oscylacje zanikaja).
W przypadku niezerowego wypetnienia, przy wysokich wartosciach pola B mamy

do czynienia z ttumieniem transmisji. Efekt ten wystepuje w przypadku, gdy promien cyklo-
tronowy jest mniejszy od potowy dtugosci probkir. = p, /(¢ B) < % L (py to ped prostopadty
do pola ﬁ) Mozna to pogladowo ttumaczyé w ten sposob, iz pole magnetyczne zakrzywia
tor elektronow tak silnie, iz nie sa w stanie pokonaé¢ odlegtos$ci miedzy jedna $cianka probki

a drugg w kierunku przewodnictwa. Niezerowa transmisja moze si¢ jednak pojawi¢ w wy-
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niku rezonanséw przez poziomy Landaua. Dokonujac zgrubnego przyblizenia p, ~ hk,

otrzymujemy:
1
le| > §VF€BL. (5.10)

Warunek ten pozwala zgrubnie oszacowaé obszar rezimu balistycznego. Na rysunku 5.2
przedstawiono wykres konduktancji w zaleznosci od przyltozonego pola magnetycznego
i energii elektronéw. Wida¢, iz przewodnictwo poza pojedynczymi maksimami jest raczej
wygaszone, polozenie wspomnianych maksiméw odpowiada zas poziomom Landaua. Warto
podkresli¢, ze dla kazdego punktu (F, B) lezacego na poziomie Landaua mamy nie jeden,
lecz wiele rezonansow (dla roznych k,) tak, ze odtwarzany jest charakter pseudodyfuzyjny
przewodnictwa. Dla bardzo wysokich pol warto$é przewodnosci na poziomach Landaua od-
powiada tej wyznaczonej w punkcie Diraca (wzor (5.9)). Dla poél nieco nizszych (B < 70T)
nie jestesmy w stanie otrzymac granicznej wartosci (5.9) (réznica jest rzedu kilku procent),
gdyz rezonanse s nieco przesuniete w stosunku do pozioméw Landau w wyniku niepelnego
wygaszenia transmisji. W przypadku, gdy przechodzimy do rezimu balistycznego, wierz-
chotki w krzywej odpowiadajacej zaleznosci przewodnosci od energii przestaja odpowiadac

energiom poziomoéw Landaua.
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10 20 30 40 30 60 1.0 1.5 2.0 2

(c) (d)

Rysunek 5.2: (a) Zaleznosé¢ przewodnictwa G od pola magnetycznego w punkcie Diraca

dla probki o wymiarach L = 38.5nm, W = 5L = 154 nm. Przerywang linig oznaczono war-
tos¢ G = GoW/(m L) (5.9), ktora odpowiada granicy W > L. (b) Zalezno$¢ przewodnictwa
G od pola magnetycznego i energii elektronow (L = 154nm, W = 5L). Widoczny zarys
rezimu balistycznego (niskie pole, wysokie wartosci energii). (c¢) Konduktancja w funk-
cji pola magnetycznego dla elektronu na pierwszym poziomie Landaua (wymiary probki:
L =385nm, W = 20L = 770nm). Przerywana linia oznaczono przewodnos¢ graniczna
(5.9), ktora mozna uzyskaé¢ dla bardzo wysokich pol. (d) Dopasowanie pozioméw Landaua
do maksiméw przewodnictwa (bialy kolor). Kolorem niebieskim oznaczono obszar o sttu-
mionym przewodnictwie.

B[T
_5[1
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6. Przewodnictwo elektryczne grafenu

dwuwarstwowego

Analiza przewodnictwa dwuwarstwy grafenowej w zerowym polu magnetycznym zostata
po raz pierwszy przeprowadzona przez Izaka Snymana i Carlo Beenakkera w 2006 roku
[13]. W tym rozdziale zreferujemy gltéwne wyniki z tej pracy. W rozdziale 7. cze$¢ z nich
wykorzystamy do opisu elektronéw w elektrodach.

Schemat uktadu nie rézni sie zasadniczo od wykorzystanego przy analizie przewodnic-
twa monowarstwy w polu magnetycznym- pojedyncza warstwe grafenu zastepujemy dwiema

warstwami (rys. 6.1).

6.1. Rownanie Diraca i masa efektywna

Dla uproszczenia rachunkéw skorzystamy z hamiltonianu o jednakowej energii poten-
cjalnej E, w obu warstwach (uogdlnienie zostanie przedstawione w rozdziale 6). Réwnanie

Diraca mozna przedstawi¢ nastepujaco:

E,—E  vp(p.+ipy) tr 0 Va,(, y)
vr (s — 1 py) E,—F 0 0 ¥p, (x, ) _0
t 0 E,—FE vr (pz — 1 py) Up,(x, y)
0 0 vr (pe +ipy)  E,—E Va,(, y)
(6.1)
Rozwigzaniem tego uktadu rownan rézniczkowych sa fale ptaskie ¢ (z, y) = €' RV (a1, by, by, as)T.

Dziatajac Hamiltonianem (2.12) na funkcje tego typu otrzymujemy roéwnanie wlasne

E,—E  hupke'% t, 0 ay

hvpke % E —F 0 0 b

e g ] =0, (6.2)
t, 0 Ep—E hVFk’G_ZQk b
0 0 hvpke'%  E,—F as

z ktorego z kolei dostajemy relacje dyspersji (e = E — E,, 60, = arg(k, +ik,)):

€4 = j:(%tj_—f—\/iti—F(Vphk)z), (63)
e = (gt~ \/}l 2 4 (v hk)2). (6.4)
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Rysunek 6.1: Schemat rozwazanego ukladu. Podobnie jak w przypadku monowarstwy,
badamy probke o szerokosci W znacznie wickszej od dtugo$ci L w celu zminimalizowa-
nia wktadu przewodnictwa brzegowego. Elektrody modelujemy jako paski dwuwarstwowego
grafenu o wysokim wypeieniu. Srodkowy obszar to platek grafenu o niskim badz zerowym
poziomie wypelnienia.
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Rozwijajac wzory (6.3), (6.4) w szereg Taylora wzgledem niskich wartosci wektora falowego

k otrzymujemy przyblizona kwadratowa relacje dyspers;ji:
€+%itj_:f:(l/Fhk)2/tJ_ E,%ﬂ:(l/phky/tj_. (65)

Majac powyzsza zalezno$¢ energii od wektora falowego, mozemy w tatwy sposob oszacowaé

* : x _ 12 [ d*E - .
mase efektywng elektronu m* korzystajac ze wzoru m* = h (W) ;

Lt h?

= 2v  2(37Ta)

>~ 0.033m,. (6.6)

. . h20S(E)

Identyczny wynik mozna otrzymaé ze wzoru na mase cyklotronowa me = = 3B
T

roz. 2.2), zatem m* = m¢ (w obszarze energii, dla ktérego przyblizenie McCanna sie sto-

(zob.

suje (3.34)). Mala masa efektywna wynika z wartosci catki przeskoku miedzy najblizszymi
sasiadami 7 (okoto 3.1 meV). Duza wartos¢ T wiaze sie jest z tatwoscia przeskoku elektronow
miedzy jonami wegla [23|. Ponadto, masa efektywna bezposrednio wptywa

na odleglosci miedzy poziomami Landaua (dla dwuwymiarowego gazu elektronowego w kla-

sycznych potprzewodnikach

Enin— Ep=hw, = h% B). Niski stosunek m*/m, pozadany jest miedzy innymi w badaniu

kwantowego efektu Halla w skoriczonych temperaturach [9].

6.2. Funkcje falowe

Dla punktu Diraca (e = E — E, = 0) rozwiazania ukladu (6.2) przyjmuja forme:

pa, (1) cre
B, () _ coe™tv —caxt) ek 6.7)
¢, () cz et
©a, () cpe kv — it et
Poza punktem Diraca (e # 0) rozwiazanie ma posta¢ kombinacji liniowej fal ptaskich:
YA (.17)
¥B, (T - -
B oy (@) + eavz (o) + e k() +esi(e). 65)
¥B; (x)
YAy (:E)

gdzie
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. kt+ik . —kf+ik
ORI T vk = e
€ €
—kt +ik, kb +ik,
(6.9)
€ €
|k =ik B |k —ik
vp(e) = etk T e = e e
€ €
—k; + 1k, ky +1ik,

ponadto kE = sgn (k¥) \/e (ext)/(hvp)2—k2 — sgn(kl) |Usl

Y Uso—>—00

6.3. Zagadnienie rozpraszania

Zagadnienie rozpraszania dla przejscia elektronu miedzy elektrodami przez badana probke

formultujemy nastepujaco (dwa przypadki odpowiadaja wyborowi funkcji fali padajacej zp}f )

U (o) + 5 0F (o) + 1y (x0) = (o),

6.10
tf ¢E,IU($1) +t* w;au](xl) = %if(xl)a ( )

gdzie xy = 0, z; = L. Podobnie jak w monowarstwie, funkcje falowe elektronu o indeksie
I, Il lub II] odpowiadaja stanom w lewej elektrodzie, w obszarze centralnym

lub w elektrodzie prawej. Ich jawna postac to:

31(33) = Y=(z), (zob. 6.9)
et Uf(x) + & ¥p (2) + 5 i) + cg Yp(2),  gdy e#0,

cEemvhy

() = cx ety —cfwt) et ; (6.11)
) gdy €= 07
cgf e®ky
cff e ky cfxtL e Tky

;E,HI(-CE) = VE(x —L).

Zagadnienie sprowadza sie zatem do rozwiazania ukladu oSmiu rownan liniowych na osiem
niewiadomych. Ponizej przedstawiono uklad, jaki rozwiazuje sie dla warunku e = 0 (przy-

padek e # 0 zamieszczono w dodatku B).

A-x=0>,
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gdzie

1 -1 1 0 0 0 0 0
-1 1 0 i 0 0 0 0
-1 -1 0 0 1 0 0 0
A 1 1 0 0 0 i 0 0
0 0 e Lhy 0 0 0 1 -1 |’
0 0 0 ielky  —i Lt etk 0 1 -1
0 0 0 0 el ky 0 -1 -1
0 0 —iLtieth 0 0 pelks  —1 —1
zas
rf F1
rE F1
cE 1
cs 1
x = o ., b= 0 (6.12)
i 0
t= 0
t= 0

Poniewaz w zagadnieniu przewodnictwa interesuja nas jedynie wspotczynniki transmisji, roz-

wigzanie uktadu sprowadza si¢ do wyznaczenia $ladu macierzy 2 x 2 dla kazdej wartosci ky:

4(2+ L?t3 cosh (2 Lky)) ALsinh (2L k) t, (—2i+ Lt))

po [T _ (4 cosh (L k,2) + L2%)2 (4 cosh (L k,2) + L21%)2
o\ 1y o 4 Lsinh (2 Lk,) t, (294 Lt,) 4 (24 L?t% cosh (2 L k,)) ’
(4 cosh (L k,2) + L21%)?2 (4cosh (L k,2) + L2t2)?2

(6.13)
ktorej pierwszy i drugi wiersz zwigzane sa z rozwigzaniami uktadu A - x = b z odpowiednio
gornymi i dolnymi znakami b. Szukany &lad iloczynu t't powyzszej macierzy przyjmuje

postac:
16 + 8cosh(2 L k,) (2+ L*t3)

Trtft =
' (4cosh(Lk, )2 + L2£3)2

(6.14)

Podobnie jak w monowarstwie (wzor (5.8)), jesli szeroko$¢ naszej probki jest znacznie

wieksza od jej dtugosci (W > L), sume we wzorze (4.1) mozna zastapic¢ calka :

G=GyTr(tht) =Gy > Tr(t'(k,)t(k,)) — Gog dk, Tr (7 (k,) t(k,)) .

—oo<ky <00 —00

(6.15)
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Wstawiajac do catki wzor (6.14), otrzymujemy:

2 W
G=Gy——. 6.16
7 L ( )
Jak wida¢, pomimo silnego sprzezenia pomiedzy warstwami (catka t; = 0.31 V), przewod-
nictwo dwuwarstwowego grafenu okazuje sie by¢ (dla zerowego wypelnienia) po prostu suma

przewodno$ci niezaleznych warstw!



7. Magnetoprzewodnictwo w dwuwarstwowym

grafenie

7.1. Zagadnienie rozpraszania

W tym rozdziale rozwazamy przewodnictwo elektryczne podobnego uktadu, jak omo-
wiony w poprzednim rozdziale (rys. 6.1), dodatkowo przyjmujac, iz srodkowa czesé¢ uktadu
(stabo domieszkowana probka dwuwarstwy grafenowej) umieszczona jest w prostopadiym
polu magnetycznym. Srodkowy obszar opisany jest ukladem réownaii przedstawionym
w rozdziale drugim (wzor (3.23)). Opis ruchu elektronu w zerowym polu dla dowolnego
wypelnienia zostal przedstawiony w rozdziale 5., tutaj pozostaje on bez zmian dla obszaru
elektrod. Poniewaz dla elektrod zakladamy glebokie wypelnienie (E, — —o0), mozemy za-
niedbac réznice pomiedzy energia potencjalna dolnej i gornej warstwy. Stosowane w uktadzie
o niezerowym wypetnieniu funkcje Webera w granicy e = F — E, — 0 staja si¢ osobliwe.
Analize przewodnictwa prowadzimy zatem osobno dla dwoch przypadkow- zerowego (e = 0)
i skoniczonego wypehienia (e # 0) w obszarze centralnym. Zagadnienie rozpraszania mozemy
wiec opisa¢ wzorem (6.10), pamietajac, iz funkcja opisujaca stany w srodkowej czesci jest

zalezna dodatkowo od pola magnetycznego.

7.1.1. Zerowe wypelnienie pasma

Funkcje falowe opisujace stany rozproszeniowe w obszarze centralnym zostaly wypro-
wadzone w rozdziale 2. (wzor (3.25)). W obszarach silnie domieszkowanych korzystamy
natomiast z rozwiazania wyznaczonego w rozdziale 5. (wzor (6.9)).

Analiza zagadnienia rozpraszania w uktadzie sprowadza sie do rozwiazania uktadu Cra-
mera o$miu réwnan liniowych (przypadek niezerowej roznicy miedzy energiami potencjal-

nymi warstw grafenu V- zostanie przeanalizowane w dalszej czesci pracy):
A-x =0,

gdzie
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Podobnie jak poprzednio, interesuja nas jedynie wspotczynniki transmisji. Dla ustalonej

wartosci pedu poprzecznego k,, mozna je zapisa¢ w formie macierzy transmisji:

L2i? 12,=2 L?i? 12,=2
e 2 +ka(e B +62ka)(2+’iLtJ_) ie” 2 +ka(e B 762]“’“?!)[/@_
L2152 ok, o, L(L152+2ky) 0,0 12052 | arky\o, E(L17+2ky) 50
ti tt e 'B +e?lty )24 B L2143 e 'B +e?lthy |24 B L2143
= _ L21 —2 2,-2
B L(Li52+k L% _
ty t- ie 3 (63kae ( BT y)>LtJ_ o —B—+Lky (8L2l32+62ka)(27iLtl)

5 —2 —2 -2
(eLQZB +62ka)2+eL(LlB +2ky)L2t2¢ (eLle +62ka)2+eL(LLB Hky)L?ti
(7.2)

Slad iloczynu macierzy t't wynosi:

4 L(2hy+LI5?) (4 L2k +LI5%) | <e4kyL 4 62L2l§2> 2+ L2 ti))

Trift = (7.3)

(64’%L + 21205 4 HPRrLIEY) (9 4 12 ti)>2
Latwo sie przekonaé, iz przy podstawieniu l; = (0 odtwarzamy wynik dla przypadku

bez pola B (6.14).

Majac wyznaczony $lad Tr ¢7¢, mozemy skorzystaé¢ ze wzoru na przewodnosé (4.1) i wysu-
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mowa¢ prawdopodobienistwa transmisji dla réznych wartosci k,. Dla uproszczenia, ponownie
przyjmujemy periodyczne warunki brzegowe (wzor (5.7)). Dodatkowo, jesli zastosujemy ucia-
glenie sumy (przy warunku W > L) (6.15), otrzymamy wynik niezalezny od pola, zgodny
ze wzorem (6.16).

Na rysunku 7.1 przedstawiono wykresy wartoéci Trt'¢ dla trzech wybranych pél B =

0T, 3T, 5T . Jak wida¢, widmo transmisji posiada dwa maksima, ktore wraz ze zwickszaja-

TrT'T TrT'T
PP - 1o
AVA! N II" I |'I| f
/ I:I los YA | | osl | [
|II N |II .'I'. I| || | | | | | |
| 1 (AT |
||I IIII I| I?‘ |II ||I Ill I' | || || || 0.6 || || | |
| \ [ I
II.' ".I ok A I'.I || [ | || oal | || || ||
{ \ / I'-, | | || | l | | |
/ ‘o / \ [ oaf [ | |}
/ SR / \ 1 I'. | L
o A A NN\ k. Y] ) AL AN NS Iy 71
I L £ e L T  [m , [m™
-3x10% —2x108 —1x108 O 16108 2x108 3x10f -1x10% ] 1x108 2x10f %10 ax108 7
(a) (b)
TrI'T
‘ 10 ' ‘
| n o8l H ‘
‘ ‘ ‘ ‘ 04| ‘ ‘ ‘ ‘
.l || |I || || | ,l ||
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(c)

Rysunek 7.1: Transmisja w polu magnetycznym przez platek dwuwarstwowego grafenu o
zerowym domieszkowaniu (kolor niebieski odpowiada polu B = 0T, czerwony B = 3T,
natomiast zielony B = 5T). Wykres (a) odpowiada probce o dtugosci L = 21 nm, (b) 84 nm,
(¢) L = 140 nm.

cym sie polem magnetycznym przesuwaja sie do obszaru wiekszych wartosci wektora falowego
k,. Szeroko$¢ maksiméw transmisyjnych zalezy $cisle od dtugosci probki- im dtuzszg droge
muszg pokonaé elektrony w probce (w kierunku przewodzenia), tym wezsze zakresy wektora
falowego k,, w ktorych prawdopodobienistwo transmisji ma niezerowg wartos¢. Co wiecej, im
dtuzsza probka, tym szybciej wspomniane maksima wedruja wraz ze zwiekszajacym sie polem
B w kierunku wyzszych wartosci k,. Na rysunku 7.2 przedstawiono otrzymane zaleznosci
przewodno$ci od pola magnetycznego. Analizujac oba wykresy mozna zauwazy¢, iz wraz ze
wzrostem dlugosci probki, przewodnosé coraz szybciej oscyluje w funkcji pola B. Stosunek
W/L wplywa na amplitude oscylacji i warto$¢ przewodnictwa (im wiekszy stosunek, tym
wieksza konduktancja). Dla W/L ~ 5 amplituda ta jest rzedu kilku procent, tatwo wtedy
przekonac sie, iz spelniony jest warunek proporcjonalnosci G = Go2W/(w L) (6.16) .
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7.1.2. Niezerowe wypelnienie pasma

Dla obszaru centralnego funkcje falowe maja posta¢ wyznaczona w rozdziale 2. (wzor
(3.30)) . Ponownie jak w przypadku zerowego wypelnienia, zagadnienie rozpraszania sprowa-
dza sie do rozwigzania uktadu o$miu rownan liniowych (dodatek B), z ktérego wyznaczamy
tTott

tT t-

macierz wspotczynnikéw transmisji £ = . Ze wzgledu na obszernos¢ rozwiazania

nie zostanie ono przedstawione jawnie.

Podobnie jak w przypadku monowarstwy w polu magnetycznym, opierajac si¢ na wa-
runku r. ~ hk/(e B) = Ik < 1 L i rozwinieciu w szereg energii elektronéw dla malych
wartosci wektora falowego (wzor (6.5)), mozemy w pewnym przyblizeniu oszacowaé zakres

rezimu balistycznego:

(L(EBVF)Q
4t

(Le Bvp)?

0 (7.4)

e —ti| > le-| >
Na rysunku 7.3 przedstawiono otrzymane zaleznosci przewodnosci od pola magnetycznego i
energii. Jak tatwo zauwazy¢, w zakresie niskich energii i wysokich pél magnetycznych mamy
do czynienia z wygaszeniem przewodnictwa pod wplywem pola magnetycznego poza rezo-
nansami. Co wiecej, w rezonansach odpowiadajacych poziomom Landaua (poza zerowym)
ma wartos¢ G = Gy W/(mw L), jest wiec dwukrotnie mniejsza, niz w punkcie Diraca. Przy
nizszych polach przewodnictwo rosnie, nie mozna zatem wyodrebni¢ rezonansoéw zwigzanych

z poziomami Landaua.



G [Ggl G [Gpl

' B M

(b)
Rysunek 7.2: Przewodnosé ptatka grafenowego o zerowym wypetnieniu w funkcji pola ma-
gnetycznego. (a) Oscylacje przewodnictwa dla roznych dtugosci probki (stosunek W/L = 5);
kolor czarny, niebieski i zielony odpowiadaja dlugosciom kolejno 14 nm, 10.5nm, 7nm. (b)
Przewodnosé¢ uktadu o L = 42 nm dla r6znych wartosci W/ L; kolorem czarnym, niebieskim,
zielonym i czerwonym oznaczono krzywe o W/ L wynoszacym odpowiednio 2, 3, 4 i 5.
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(c)
Rysunek 7.3: (a) Zaleznosé¢ przewodnictwa od energii elektronéw i przytozonego pola ma-
gnetycznego dla probki o dtugosci L = 154 nm i szerokosci W = 770nm. (b) Dopasowanie
poziomow Landaua do rezonanséw. (c) Zaleznosé konduktancji od pola magnetycznego na
pierwszym poziomie Landaua (L = 154nm, W = 3080nm). Linig przerywana oznaczono

graniczna wartos$¢ G = Gy W/(w L) = G 20/m, czerwona linia oznaczono wartos¢ przewod-
nictwa w punkcie Diraca- G = G40/7.
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8. Podsumowanie

Celem pracy byla analiza przewodnictwa elektrycznego dwuwarstwowy grafenowej
w polu magnetycznym. Rozwazalismy probke dwuwarstwowego grafenu o zerowej przerwie
energetycznej. Ze wzgledu na mate rozszczepienie zeemanowskie w stosunku do odstepow
energetycznych miedzy poziomami Landau (zob. (3.35)) przyjelismy w ukladzie degene-
racje spinowa. AnalizowaliSmy prostokatna probke dwuwarstwy o szerokosci W i dlugosci
L umieszczona miedzy elektrodami modelowanymi dwuwarstwowym grafenem o gtebokim
wypelnieniu. Symetria uktadu pozwala traktowaé¢ mody poprzecznego do kierunku przewod-
nictwa wektora falowego jako kanaly transmisji w zagadnieniu rozpraszania (rozdz. 4.2).
W celu zminimalizowania wktadu przewodnictwa brzegowego, zaktadalismy, iz szerokosé
probki jest znacznie wieksza od jej dtugosci (W > L). Geometria ta usprawiedliwia przyjecie
periodycznych warunkow brzegowych (por. (5.7)).

Analize przewodnictwa przeprowadzilismy osobno dla zerowego (e = 0) i skonczonego
wypelnienia (e # 0) w obszarze centralnym. Wykazaliémy, ze, niezaleznie od wartosci przy-
lozonego pola magnetycznego, przewodnictwo w punkcie Diraca wynosi G = 2 Gy W/(w L).
Jest wiec ono dwukrotnie wieksze niz w monowarstwie grafenowej (5.9). Przez zwiazek
przewodnictwa i promienia cyklotronowego oszacowaliémy granice miedzy obszarem prze-
wodnictwa balistycznego i ttumionego przez pole (zob. (7.4)). Pokazaliémy réwniez, iz, przy
niskim wypetieniu i dla wysokich wartosci pola magnetycznego, rezonanse transmisji w ob-
szarze thumionym potozone sa w poziomach Landaua. Co wiecej, przez numeryczna analize
uktadow o skoniczonym wypetnieniu, wykazaliémy, ze w niezerowych poziomach Landaua

przewodnictwo okazuje sie by¢ w przyblizeniu dwukrotnie mniejsze niz w punkcie Diraca.
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Dodatek A Symetria wzgledem transformacji

cechowania

W dodatku tym przedstawiono, w jaki sposob transformuja sie funkcje wlasne Ha-
miltonianéw uktadéw grafenowych przy transformacji cechowania potencjalu wektorowego
A(r) — A(7) + V x(7). Przecechowane Hamiltoniany monowarstwego i dwuwarstwego

grafenu mozna zapisa¢ nastepujaco :

E, vp (T Fimy) 0 0
vp(m, Xaim E 0 0
HM/D — F( y) p . 7 (81)
0 0 Ep vp ('ﬂ-x :l: t ﬂ-y)
0 0 vp (T Fimy) E,
odzie m = —i hV +e (A(?) +Vx(?)). Hamiltonian z gérnymi znakami opisuje monowarstwe,

z dolnymi dwuwarstwe (rozwazamy w jej przypadku tylko doling K; przyjmujemy zerowa
roznice energii potencjalnych miedzy warstwami). Postulujemy, iz ich funkcje falowe sa

nastepujacej postaci:

exp (17(7)) (WK, 0, ¢ () dia monowarstwy,

eXp (Z 7( r )) (¢A1 ) ¢B1a ¢327 ¢A2) (T) dla dWUW&I‘StW}f,
gdzie fy(?) jest czynnikiem fazowym nieznanej postaci. Rownanie Diraca
Hyypip(r) =Ey(r) (8.3)
mozna zapisa¢ nastepujaco:
22w Fim, 0 0
m +in,  BE 0 0 -
x Y hvp r)= O’ 84
0 0 BB ot vir) (8.4)
l/F" E 7E Yy
0 0 T, Fim, Fom
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RN

gdzie 7' = Vy(r) —i V + 5 (A(7) 4 Vx(r)). By rownanie (8.3) miato niezmienniczg postac

ze wgledu na transformacje cechowania, narzucamy warunek

1(7) = 2 x(7). (55)

Przy transformacji cechowania, w celu zachowania niezmienniczej postaci réwnania Diraca

(8.3), oprocz potencjatu wektorowego musimy przetransformowaé réwniez funkcje falowe:

RN RN

(8.6)

Postaé¢ transformacji funkcji falowych jest zatem identyczna jak dla elektronéw schrodinge-
rowskich [20].



Dodatek B Jawne sformutowanie zagadnienia

rozpraszania dla E — E, # 0
W dodatku tym przedstawiono jawnie macierze A z réwnania Ax = b zagadnienia
rozpraszania dla uktadow grafenowych analizowanych w rozdziale 4., 5. 1 6. przy niezerowym

wypelnieniu (E — E, # 0). Posta¢ @ i b jest identyczna jak w przypadku E — E, = 0 (wzory
(3.17), (6.12), (7.1)).

B.1 Magnetoprzewodnictwo w monowarstwowym grafenie

1 0 U {— =) ey, zB] v [—@ 2k, 13]
e Ay B Gl Y FH i 2 v{—(il),—\/ékyzB
0 1 U {— ) B — k1) v {— ) AL — k1)
0 -1 —i 5U [— ) AL — k, zB)} —i 2y {— ) AL — k1)
(8.7)

gdzieaz(E—Ep) lB/(VFh), ZB: h/(eB)

B.2 Przewodnictwo elektryczne grafenu dwuwarstwowego

1 -1 —€ € —€ € 0 0
-1 1 ket —k et —ke i ke 0% 0 0
-1 -1 € € € € 0 0
Ao 1 1 —kei0 —ke 0% kel On ket 0 0
B 0 0 e e ikL ceikiL e ikl c ikl 1 -1
0 0 ket (08 kL L) _keiOp—kiL) o o—i(O kL) f—i(6—kiL) 1 _1
0 0 c et kL ceikil ceikil c el kel 1 -1
0 0 —kei@f+kiL) _fe—i(Oy+hkal) [ oi(0f+kiL) EelOp+kzl) 1 _q
(8.8)
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Y

gdzic € = (E = B,) / (hve), 0 = k¥ + ik, k= sen(kF) \Je (e 20)/ (hwe) 7 — I,

B.3 Magnetoprzewodnictwo grafenu dwuwarstwowego

Lo =1 @l (5, &) @ra, (6 &) waa (66) vou (6,&%) 0 0

—1 1 ¢ip (e, &) ¢ip (e &) wap (&) wop (6.&%) 0 0

-1 -1 SOT,Bz (e, &o) 1.8, (e, o) SO;,BQ (e, o) 2 B, (e, &) 0 0
A— 1 1 SOIAQ (€; &) 1.4, (€, &) SO;AQ (e; &) P9 Ay (e,%) 0 0

0 0 ¢y (68&) oia (e &) w3l &) poae &) 1 -1 |

0 0 ¢fp (&) ¢ip (e &) vip (e &) vop (e, &) 1 -1

0 0 QDT,BQ (e, &) 1B, (e, &1) SO;,BQ (e, &1) P2 By (e, &) -1 —1

0 0 @i (e &) ra, (e &) via, (e &) wia (e &) -1 —1

(8.9)
gdzie & = —k,lp, & = I3'L — k,lp, ¢ = (E — E,)lg/(vrh)). Funkcje gpiﬁa zostaly
wyprowadzone w rozdziale 2. (wzory (3.30), (3.31)).
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