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Streszczenie

Celem pracy magisterskiej jest systematyczne wyprowadzenie rozwini¦cia perturbacyjnego do
czwartego rz¦du metod¡ transformacji kanonicznej dla periodycznego modelu Andersona.

W pierwszych dwóch rozdziaªach przedstawiono pokrótce mo»liwe zastosowania tej trans-
formacji do ukªadów ci¦»kich fermionów, jak i metod¦, któr¡ si¦ posªugiwano w pracy.

Nast¦pnie w rozdziale trzecim zostaª wyprowadzony periodyczny model Andersona PAM,
który mo»e opisywa¢ ukªad, skªadaj¡cy si¦ z dwóch pasm: stanów atomowych (zlokalizowane
elektrony na orbitalach 4f) oraz pasma przewodnictwa (zdelokalizowane elektrony z wy»szych
orbitali 5d, 6s).

W rozdziale czwartym wprowadzono formalizm metody transformacji kanonicznej, zde-
�niowano operatory rzutowania Pl na podprzestrzenie z (l − 1) podwójnymi obsadzeniami,
za pomoc¡ których sprojektowano rozwini¦cie perturbacyjne, a nast¦pnie dzi¦ki tej metodzie
w rozdziaªach pi¡tym i szóstym znaleziono odpowiednio drugi i czwarty rz¡d rozwini¦cia. W
rozdziale siódmym znajduje si¦ podsumowanie otrzymanych wyników.

Na ko«cu znajduj¡ si¦ trzy dodatki: opis u»ytej algebry operatorów fermionowych, wy-
prowadzenie transformacji Schrie�era-Wol�a i krótka dyskusja o ró»nicach pomi¦dzy ni¡ a
transformacj¡ kanoniczn¡ przedstawion¡ w rozdziale czwartym oraz uzasadnienie, dlaczego w
u»ytym hamiltonianie mo»emy pomin¡¢ mi¦dzypasmowe oddziaªywanie kulombowskie (wyraz
Falicova-Kimballa).
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Oznaczenia

W niniejszej pracy przyj¦to nast¦puj¡ce oznaczenia (szerszy opis algebry operatorów fermio-
nowych znajduje si¦ w dodatku A):

• Skrót PAM oznacza periodyczny model Andersona.

• Delta Kroneckera: δij =

1, gdy i = j

0, gdy i 6= j
.

• Operatory kreacji i anihilacji elektronów o spinie σ na m-tym w¦¹le w pa±mie przewod-
nictwa: c†mσ, cmσ, speªniaj¡ce kanoniczne reguªy antykomutacji: {cmσ, c

†
nσ′} = δmnδσσ′ .

• Operatory kreacji i anihilacji elektronów o spinie σ na i-tym w¦¹le w stanie zwi¡zanym
z atomem: a†iσ, aiσ, speªniaj¡ce kanoniczne reguªy antykomutacji {aiσ, a

†
jσ′} = δijδσσ′ .

• Operator zliczania elektronów o spinie σ na m-tym w¦¹le w pa±mie przewodnictwa:
nmσ = c†mσcmσ, dodatkowo nm =

∑
σ nmσ.

• Operator zliczania elektronów o spinie σ na i-tym w¦¹le w stanie zwi¡zanym z atomem:
Niσ = a†iσaiσ, dodatkowo: Ni =

∑
σNiσ.

• Operatory spinowe elektronu na m-tym w¦¹le w pa±mie przewodnictwa:
s+
m = c†m↑cm↓, s

−
m = c†m↓cm↑, s

z
m = 1

2 (nm↑ − nm↓).

• Operatory spinowe elektronu na i-tym w¦¹le:
Szi = 1

2 (Ni↑ −Ni↓), S+
i = a†i↑ai↓, S

−
i = a†i↓ai↑.

• Operator: ν̃mσ = nmσ (1− nmσ̄), ν̃m =
∑
σ ν̃mσ.

• Operator: νiσ = Niσ (1−Niσ̄), νi =
∑
σ νiσ.

• Prostym rachunkiem mo»na pokaza¢, »e: nmσ = nm
2 + σszm, Niσ = Ni

2 + σSzi
oraz νiσ = νi

2 + σSzi .

• Primowana suma
∑′
mn oznacza pomini¦cie wyrazów, dla których m = n.

• σ̄ = −σ

2
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Rozdziaª 1

Wst¦p: ukªady ci¦»kich elektronów

Ukªady z bardzo du»ymi masami efektywnymi elektronów (rz¦du 102 − 103m0, gdzie m0 jest
mas¡ elektronu swobodnego w pró»ni) nale»¡ do najbardziej interesuj¡cych ukªadów kwan-
towych �zyki materii skondensowanej. S¡ to tzw. ukªady ci¦»kich fermionów. Cechuj¡
si¦ one szeregiem unikalnych wªasno±ci elektronowych oraz tym »e wyst¦puj¡ w nich niekon-
wencjonalne stany magnetyczne i nadprzewodz¡ce, a tak»e kwantowe przej±cia fazowe i tzw.
kwantowe zjawiska krytyczne.

Celem teorii jest przynajmniej cz¦±ciowe wyja±nienie niektórych z tych spekulowanych zja-
wisk, a przede wszystkim zaproponowanie modelu teoretycznego oddaj¡cego fundamentalne
wªasno±ci tych ukªadów wielocz¡stkowych. Takim podstawowym faktem jest to, »e s¡ to w
zdecydowanej wi¦kszo±ci zwi¡zki i ukªady mieszane na bazie ceru (Ce) lub uranu (U), które
zawieraj¡ elektrony na cz¦±ciowo zapeªnionych powªokach energetycznych odpowiednio 4f lub
5f . Uwa»a si¦ zatem powszechnie, »e te elektrony wnosz¡ zasadniczy wkªad do stanów ko-
lektywnych z du»ymi masami efektywnymi (ich efektywna masa w stanach atomowych jest
niesko«czona, a w stanie zdelokalizowanym � wªa±nie rz¦du 102−103m0). A»eby jednak nast¦-
powaªa delokalizacja elektronów w stanach 4f (ang. itineracy), wprowadza si¦ hybrydyzacj¦
wyj±ciowych stanów atomowych 4f ze stanami zdelokalizowanymi, które wyst¦puj¡ w tych
ukªadach, niezale»nie czy stany 4f s¡ zlokalizowane czy nie. Proces tego mieszania kwantowo-
mechanicznego tych stanów nosi nazw¦ hybrydyzacji tych stanów. Dodatkowym czynnikiem
komplikuj¡cych caªy opis jest silne oddziaªywanie kulombowskie pomi¦dzy elektronami 4f (w
skali innych energii charakterystycznych dla tych ukªadów, jak to omówimy poni»ej).
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Rozdziaª 2

Cel i metoda pracy

Celem pracy magisterskiej jest systematyczne wyprowadzenie rozwini¦cia perturbacyjnego
do czwartego rz¦du, startuj¡c z periodycznego modelu Andersona w reprezentacji Wanniera
(atomowej). Metod¡ podej±cia jest tzw. kanoniczne rozwini¦cie perturbacyjne, tj. pro-
wadzenie rachunku zaburze« startuj¡c z transformacji kanonicznej zaproponowanej przez J.
Spaªka i wspóªpracowników w pracy [1] do opisu stanów domieszkowych, jak i sieci perio-
dycznych. Otrzymany w ten sposób hamiltonian efektywny sieci Andersona-Kondo zostaª
zastosowany przez O. Howczak [2] do opisu stanów magnetycznych i nadprzewodz¡cych, a w
efekcie do otrzymania w miar¦ peªnego diagramu fazowego dla modelowych ukªadów ci¦»kich
fermionów.

W pracy podano szczegóªowy opis wyprowadzenia hamiltonianu efektywnego, a tak»e prze-
dyskutowano ró»nic¦ pomi¦dzy obecnym podej±ciem a tym zastosowanym przy transformacji
Schrie�era-Wol�a [3] do periodycznego modelu Andersona. Omówiona tak»e pokrótce rol¦
wyrazu Falicova-Kimballa do opisu ukªadów z �uktuuj¡c¡ walencyjno±ci¡, gdy» wyraz ten
jest zwykle zaniedbywany w pracach dotycz¡cych periodycznego modelu Andersona i w ten
sposób nie opisuje w sposób kompletny przej±cia od granicy ci¦»kich fermionów do obszaru
�uktuuj¡cej walencyjno±ci.

4
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Rozdziaª 3

Periodyczny model Andersona

Model ten zostaª zaproponowany przez P. W. Andersona w pracy [4] do opisania magnety-
zmu, lecz mo»na go równie» zastosowa¢ do niekonwencjonalnych nadprzewodników. Przede
wszystkim sªu»y do opisu najprostszych ukªadów z elektronami o bardzo du»ej masie efek-
tywnej, tzw. ukªadów ci¦»kich fermionów, które s¡ zwi¡zkami chemicznymi takimi jak:
CeAl3, CeCu2Si2 czy CeCoIn5 [5]. Celem tego rozdziaªu jest zaprezentowanie, w jaki sposób
periodyczny model Andersona (ang. perodic Anderson model - w skrócie PAM) opisuje ukªad,
skªadaj¡cy si¦ ukªadu stanów atomowych typu 4f (zlokalizowane elektrony na orbitalach 4f)
oraz pasma przewodnictwa (zdelokalizowane elektrony z wy»szych orbitali 5d, 6s). Wielko±ci
opisuj¡ce zlokalizowane elektrony s¡ indeksowane liter¡ a, natomiast indeks c odnosi si¦ do
pasma przewodnictwa.

Wprowadzamy operator pól fermionowych Ψ̂σ(r) = Ψ̂(c)
σ (r)+Ψ̂(a)

σ (r), gdzie ka»dy ze skªad-
ników sumy odpowiada operatorowi pola dla odpowiedniego pasma. Operatory pól mo»na za-
pisa¢ jako kombinacje odpowiednich jednocz¡stkowych funkcji falowych Φ(c)

mσ, Φ(c)∗
mσ lub Φ(a)

iσ ,

Φ(a)∗
iσ oraz operatorów kreacji lub anihilacji stanów jednocz¡stkowych |mσ〉, |iσ〉 w reprezen-

tacji Wanniera (poªo»eniowej).

Ψ̂(c)
σ (r) =

∑
m

Φ(c)
mσ(r)cmσ =

∑
m

Φ(c)
m (r)χσ(r)cmσ, (3.1)

Ψ̂(a)
σ (r) =

∑
i

Φ(a)
iσ (r)aiσ =

∑
i

Φ(a)
i (r)χσ(r)aiσ, (3.2)

gdzie χσ(r) jest funkcj¡ spinow¡. Operatory kreacji pól Ψ̂(c)†
σ i Ψ̂(a)†

σ s¡ sprz¦»eniami hermitow-
skimi odpowiednio wyra»e« (3.1) oraz (3.2). W j¦zyku drugiej kwantyzacji ogólny hamiltonian

5
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ma posta¢:

H =
∑
σ

∫
dr
(
Ψ̂(c)†
σ (r) + Ψ̂(a)†

σ (r)
)
T (r)

(
Ψ̂(c)
σ (r) + Ψ̂(a)

σ (r)
)

+
1
2

∑
σσ′

∫
dr
∫

dr′
(
Ψ̂(c)†
σ (r) + Ψ̂(a)†

σ (r)
) (

Ψ̂(c)†
σ (r′) + Ψ̂(a)†

σ (r′)
)
V (r− r′) (3.3)

·
(
Ψ̂(c)
σ (r′) + Ψ̂(a)

σ (r′)
) (

Ψ̂(c)
σ (r) + Ψ̂(a)

σ (r)
)
,

gdzie T (r) wyra»a energi¦ pojedynczego elektronu w tym ukªadzie (w j¦zyku I kwantowania), a
V (r−r′) wyra»a energi¦ odpychania kulombowskiego pomi¦dzy dwoma elektronami: e2/|r−r′|.
Podstawiaj¡c (3.1) oraz (3.2) do wyra»enia (3.3) otrzymujemy w najprostszej sytuacji posta¢
hamiltonianu w reprezentacji Wanniera (atomowej):

H =
∑
mnσ

tmnc
†
mσcnσ +

∑
ijσ

Tija
†
iσajσ +

∑
imσ

(
Vima

†
iσcmσ + V ∗imc

†
mσaiσ

)
+ U

∑
i

Ni↑Ni↓ +Kac

∑
im

Ninm − Jc

∑
im

(
~Si · ~sm −

1
2
Ninm

)
, (3.4)

gdzie poszczególne parametry opisuj¡ce ukªad: tmn, Tij, Vim, U , Kac i Jc, s¡ caªkami z odpo-
wiednich kombinacji funkcji falowych oraz operatorów T (r) lub V (r− r′). Dodatkowo skorzy-
stano z wªasno±ci ukªadów z wyró»nion¡ osi¡ kwantyzacji spinu: χ†σ(r)χσ(r) = 1. Przy kon-
strukcji modelu zakªadamy, »e mo»emy zaniedba¢ oddziaªywanie kulombowskie elektronów z
pasma przewodnictwa mi¦dzy sob¡. Natomiast wyst¦puje silne oddziaªywanie kulombowskie
elektronów zlokalizowanych na tych samych w¦zªach sieci w stanach Φ(a)

i (r).
Caªka przeskoku (hoppingu), czyli wielko±¢ tmn, ma posta¢:

tmn =
∫

drΦ(c)∗
m (r)T (r)Φ(c)

n (r) (3.5)

i opisuje przej±cie pojedynczego elektronu w pa±mie przewodnictwa pomi¦dzy w¦zªami m i n.
Dodatkowo wybieramy tmm = 0, co wynika z faktu, »e mo»emy wybra¢ poziom odniesienia
stanów atomowych.

Podobne znaczenie ma wielko±¢ Tij dla elektronów a.

Tij =
∫

drΦ(a)∗
i (r)T (r)Φ(a)

j (r). (3.6)

Wprowadzamy warunek Tij = 0 (gdy i 6= j), aby uwzgl¦dni¢ fakt, »e w naszym ukªadzie
niemo»liwe s¡ bezpo±rednie przeskoki z w¦zªa na w¦zeª elektronów zwi¡zanych z atomem.
Dla elektronów zlokalizowanych wielko±¢ Tii odpowiada energii odpowiedniej powªoki elek-
tronowej, czyli jest taka sama dla ka»dego w¦zªa sieci, poniewa» wszystkie atomy w naszym
ukªadzie s¡ takie same. Oznaczamy Tii ≡ εf .

6
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Trzeci wyraz w wyra»eniu (3.4) odzwierciedla mieszanie si¦ elektronów pomi¦dzy pasmami
c i a, gdzie Vim odpowiada elementowi macierzowemu przej±cia c→ a i ma nast¦puj¡c¡ form¦:

Vim =
∫

drΦ(a)∗
i (r)T (r)Φ(c)

m (r). (3.7)

Czwarty wyraz w (3.4) opisuje oddziaªywanie wewn¡trzatomowe dwóch elektronów typu a,
gdzie U , identyczne dla ka»dego podwójnie obsadzonego w¦zªa sieci, wyra»a cz¦±¢ kontaktow¡
oddziaªywania w reprezentacji drugiego kwantowania. Zazwyczaj przyjmuje si¦, »e U > 0, co
odpowiada sytuacji, gdy dwa fermiony si¦ odpychaj¡.

U =
∫

dr
∫

dr′|Φ(a)
i (r)|2V (r− r′)|Φ(a)

i (r′)|2. (3.8)

Dwa ostatnie wyrazy w (3.4) odpowiadaj¡ oddziaªywaniu kulombowskiemu pomi¦dzy pa-
smami c i a oraz oddziaªywaniu wymiany.

Kac =
∫

dr
∫

dr′|Φ(a)
i (r)|2V (r− r′)|Φ(c)

m (r′)|2, (3.9)

Jc =
∫

dr
∫

dr′Φ(a)∗
i (r)Φ(c)∗

m (r′)V (r− r′)Φ(a)
i (r′)Φ(c)

m (r) (3.10)

W PAM pomijamy te dwa oddziaªywania, kªadziemy Kac = 0 i Jc = 0 .

Periodyczny model Andersona dany jest wi¦c wyra»eniem

H =
∑′

mnσ

tmnc
†
mσcnσ + εf

∑
iσ

Niσ + U
∑
i

Ni↑Ni↓︸ ︷︷ ︸
H0

+
∑
imσ

(
Vima

†
iσcmσ + V ∗imc

†
mσaiσ

)
︸ ︷︷ ︸

H1

, (3.11)

gdzie primowana suma oznacza pomini¦cie wyrazów, dla których m = n.

Podsumowuj¡c, PAM uwzgl¦dnia nast¦puj¡ce oddziaªywania:

• silne oddziaªywania kulombowskie pomi¦dzy elektronami znajduj¡cymi si¦ na tym sa-
mym w¦¹le w stanie atomowym (potencjaª kontaktowy U > 0),

• przeskoki elektronów pomi¦dzy pasmem przewodnictwa a stanami zwi¡zanymi z kon-
kretnym atomem (wyraz hybrydyzacyjny H1, energia tych przeskoków jest maªa w po-
równaniu z U).

PAM nie uwzgl¦dnia:

• oddziaªywa« kulombowskich pomi¦dzy stanami elektronowymi w pa±mie przewodnic-
twa,

7
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• mi¦dzypasmowego oddziaªywania kulombowskiego (tzw. wyraz Falicova-Kimballa),

• mi¦dzypasmowego oddziaªywania wymiany bezpo±redniej.

Pomini¦cie oddziaªywania kulombowskiego pomi¦dzy elektronami w pa±mie przewodnic-
twa jest motywowane tym, i» uwa»amy, »e efekty wynikaj¡ce z lokalnego (wewn¡trzatomo-
wego) oddziaªywania pomi¦dzy elektronami 4f (a�a) b¦d¡ dominuj¡ce przy rozpatrywaniu
dynamiki tego ukªadu wielocz¡stkowego. Natomiast zaniedbanie oddziaªywania wymiany bez-
po±redniej jest uzasadnione a posteriori i wynika z faktu, »e otrzymane oddziaªywanie efek-
tywne typu Kondo w modelu PAM b¦dzie znacznie silniejsze ni» to wynikaj¡ce z oddziaªywania
wymiany bezpo±redniej. Innymi sªowy, jest ono najistotniejszym przyczynkiem w przypadku
ukªadów ci¦»kich fermionów (taka sytuacja nie ma miejsca np. w przypadku póªprzewodników
magnetycznych, którymi nie b¦dziemy si¦ tutaj zajmowa¢).

W ko«cu, najbardziej problematyczne jest zaniedbanie wyrazu Falicova-Kimballa, czyli
oddziaªywania kulombowskiego pomiedzy elektronami a (zlokalizowanymi) i c (zdelokalizowa-
nymi). Jedynym uzasadnieniem jest to, »e bierzemy pod uwag¦ obszar, w którym Ni ≈ 1− δ,
gdzie δ � 1. Wtedy mo»na ten wyraz zaniedba¢ (wi¦cej o wyrazie Falicova-Kimballa znajduje
si¦ w dodatku C).

Podstawow¡ cech¡ modelu PAM jest uwzgl¦dnienie hybrydyzacji pomi¦dzy elektronami
a i c, tj. mieszania kwantowego stanów atomowych ze stanami rozci¡gªymi (w najprostszym
przypadku falami pªaskimi) w sytuacji, kiedy mamy do czynienia z silnymi korelacjami w
stanach 4f(wyra»onych poprzez silne oddziaªywanie kulombowskie wewn¡trzatomowe a�a).
Dodatkowo zaªo»ymy, »e εf ∼ Vim, to znaczy, »e poziom atomowy jest ulokowany pªytko pod
powierzchni¡ Fermiego. W takiej sytuacji wyliczymy w j¦zyku niezmienniczym (reprezentacja
drugiego kwantowania) pierwsze nietrywialne poprawki dynamiczne w maªym parametrze
Vim/U .

8
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Rozdziaª 4

Kanoniczne rozwini¦cie perturbacyjne

W wyprowadzeniu efektywnego hamiltonianu z PAM (3.11) b¦dziemy zakªada¢, »e najwi¦k-
szym paramterem opisuj¡cym nasz ukªad jest wewn¡trzatomowe oddziaªywanie kulombowskie
U pomi¦dzy elektronami a (4f). Dlatego te» przeskoki elektronów pomi¦dzy orbitami ró»nego
typu umo»liwione przez wyraz hybrydyzacyjny, mo»emy podzieli¢ na wysoko- i niskoenerge-
tyczne, w zale»no±ci od tego, czy na danym w¦¹le znajduje si¦ drugi elektron typu a o prze-
ciwnym spinie, a wraz z nim najsilniejsze oddziaªywanie w tym ukªadzie U . Rozró»nienie tych
procesów zostaªo zilustrowane na rysunku 4.1.

Rysunek 4.1. Rozró»nienie procesów wysoko- i niskoenergetycznych.

Podziaª na procesy wysoko- i niskoenergetyczne mo»emy zapisa¢ formalnie, dziel¡c wyraz
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hybrydyzacyjny na dwie nast¦puj¡ce cz¦±ci:

a†iσcmσ ≡ (1−Niσ̄) a†iσcmσ +Niσ̄a
†
iσcmσ (4.1)

Naszym celem b¦dzie rozwini¦cie hamiltonianu PAM (3.11) tak, aby rozró»ni¢ procesy wyso-
koenergetyczne Niσ̄a

†
iσcmσ od niskoenergetycznych (1−Niσ̄) a†iσcmσ, które pojawiaj¡ si¦ z tak¡

sam¡ staª¡ sprz¦»enia Vim. Metoda transformacji kanonicznej dla PAM zostaªa zaproponowana
przez J. Spaªka, A. Olesia i K. A. Chao w pracy [1], a nast¦pnie dokªadniej przedstawiona
dla PAM w pracy J. Spaªka i P. Gopalana [6]. Omówimy zatem najpierw detale tej metody,
w ramach której wykonamy rachunki do czwartego rz¦du w parametrze Vim.

4.1 Rozwini¦cie w szereg eksponent.

Wprowadzamy transformacj¦ kanoniczn¡ dla PAM (3.11) w postaci:

H̃(ε) = e−iεS(H0 + εH1)e+iεS , (4.2)

gdzie S jest generatorem tej transformacji, natomiast ε wyst¦puje tutaj jako pomocniczy pa-
rameter, który b¦dzie mówiª o rz¦dzie rozwini¦cia w Vim. Poszukiwany hamiltonian efektywny
to H̃(ε = 1). Obliczamy H̃(ε), rozwijaj¡c czynniki wykªadnicze w transformacji kanonicznej
wyj±ciowego hamiltonianu (3.11) w szereg Taylora wzgl¦dem ε, otrzymuj¡c:

H̃(ε) = e−iεS(H0 + εH1)e+iεS

= H0 + ε (H1 − i[S,H0]) + ε2
(
−i[S,H1]− 1

2
[S, [S,H0]]

)
+ ε3

(
−1

2
[S, [S,H1]] +

i

6
[S, [S, [S,H0]]]

)
+ ε4

(
i

6
[S, [S, [S,H1]]] +

1
24

[S, [S, [S, [S,H0]]]]
)

+O(ε5). (4.3)

Zakªadamy warunek, który wyeliminuje stany wysokoenergetyczne (warunek ten usuwa wy-
razy liniowe w ε w szukanym hamiltonianie efektywnym):

H1 = i[S,H0]. (4.4)

W wyniku wyra»enie na hamiltonian efektywny (4.3) otrzymuj ksztaªt:

H̃(ε) = H0 −
i

2
ε2[S,H1]− 1

3
ε3[S, [S,H1]] +

i

8
ε4[S, [S, [S,H1]]] +O(ε5). (4.5)
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4.2 Operatory rzutowe.

Wprowadzamy operatory rzutowania Pl na podprzestrze« z (l−1) podwójnymi obsadzeniami:∑
l

Pl = 1 oraz PlPl′ = δll′Pl. (4.6)

Za pomoc¡ operatorów rzutowych mo»emy znale¹¢ posta¢ generatora tranformacji S z wa-
runku (4.4). Obie strony równania (4.4) mno»ymy z prawej strony przez Pl+1 oraz z lewej
przez Pl:

(PlSPl+1) (Pl+1H0Pl+1)− (PlH0Pl) (PlSPl+1) = −iPlH1Pl+1, (4.7)

a nast¦pnie przeksztaªcamy:

PlSPl+1 = −i (PlH1Pl+1) (Pl+1H0Pl+1)−1 + (PlH0Pl) (PlSPl+1) (Pl+1H0Pl+1)−1 . (4.8)

Aby znale¹¢ S z poprzedniego równania, iterujemy kolejne rozwi¡zania, zakªadaj¡c, »e po-
cz¡tkowo PlS(0)Pl+1 = 0:

PlS(1)Pl+1 = −i (PlH1Pl+1) (Pl+1H0Pl+1)−1 (4.9)

PlS(2)Pl+1 = −i (PlH1Pl+1) (Pl+1H0Pl+1)−1 + (PlH0Pl)
(
PlS(1)Pl+1

)
(Pl+1H0Pl+1)−1

= −i (PlH1Pl+1) (Pl+1H0Pl+1)−1 ·
(
1 + (PlH0Pl) (Pl+1H0Pl+1)−1

)
(4.10)

...

PlS(n)Pl+1 = −i (PlH1Pl+1) (Pl+1H0Pl+1)−1

·
(

1 + (PlH0Pl) (Pl+1H0Pl+1)−1 + ...+
(
(PlH0Pl) (Pl+1H0Pl+1)−1

)n−1
)
(4.11)

Szereg jest zbie»ny, poniewa» operator S opisuje pewne procesy �zyczne o sko«czonym praw-
dopodobie«stwu zaj±cia, wi¦c w granicy n→∞ dostajemy:

PlS(∞)Pl+1 = −i (PlH1Pl+1) · (Pl+1H0Pl+1 − PlH0Pl)
−1 . (4.12)

W dalszej cz¦±ci pracy przydadz¡ nam si¦ operatory S zrzutowane na podprzestrzenie bez
podwójnych obsadze« l = 1, z jednym l = 2 oraz z dwoma podwójnymi obsadzeniami l = 3:

P1SP2 = −i (P1H1P2) · (P2H0P2 − P1H0P1)−1 , (4.13)

P2SP1 = (P1SP2)† , (4.14)

P2SP3 = −i (P2H1P3) · (P3H0P3 − P2H0P2)−1 , (4.15)

P3SP2 = (P2SP3)† . (4.16)
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Ró»nic¦ Pl+1H0Pl+1 − PlH0Pl w granicy atomowej mo»emy zast¡pi¢ przez ±redni¡ ró»nic¦
energii pomi¦dzy podprzestrzeniami z l obsadzeniami i (l − 1) obsadzeniami:

Pl+1H0Pl+1 − PlH0Pl ≈ 〈Pl+1H0Pl+1〉 − 〈PlH0Pl〉 = U + εf − µ ≡ U + εf . (4.17)

Oznacza to, »e ró»nica po lewej stronie jest wyra»ona przez odlegªo±¢ energetyczn¡ podwój-
nie obsadzonego stanu |↑↓〉 . W takiej sytuacji elementy macierzowe (4.13) - (4.16) macierzy
S transformacji kanonicznej wyra»aj¡ si¦ poprzez odpowiadaj¡ce im elementy hamiltonianu
wyj±ciowego.

4.3 Rozwini¦cie perturbacyjne w postaci zrzutowanej.

Naszym celem teraz b¦dzie sprojektowanie rozwini¦tego do czwartego rz¦du hamiltonianu
(4.5) na podprzestrze« bez podwójnych obsadze«. Kªadziemy ε = 1 i oznaczamy szukane
wyra»enie jako H̃ ≡ H̃(ε = 1).

P1H̃P1 ≈ P1H0P1 −
i

2
P1[S,H1]P1 −

1
3
P1[S, [S,H1]]P1 +

i

8
P1[S, [S, [S,H1]]]P1 (4.18)

Korzystamy z wªasno±ci operatorów rzutowych (4.6), aby policzy¢ kolejne rz¦dy rozwini¦cia.
Rozpisujemy drugi rz¡d:

P1[S,H1]P1 = P1S
(∑

l

PlPl

)
H1P1 − P1H1

(∑
l

PlPl

)
SP1 =

= (P1SP2) (P2H1P1)− (P1H1P2) (P2SP1) . (4.19)

Korzystaj¡c z wyprowadzonych wcze±niej postaci zrzutowanego operatora S (4.13) oraz (4.14)
ostatecznie drugi rz¡d ma posta¢:

P1[S,H1]P1 = −2i
P1H1P2H1P1

U + εf
. (4.20)

Wyraz P1H1P2H1P1 opisuje wirtualny proces, dla którego w stanie po±rednim wyst¦puje jedno
podwójne obsadzenie.

Trzeci rz¡d si¦ zeruje, poniewa» je±li pomi¦dzy dwa operatory S i H1 wstawimy sum¦∑
l PlPl, zawsze jeden czªon b¦dzie si¦ zerowaª, gdy» (PµSPµ) = 0:

P1SSH1P1 = P1S
(∑

l

PlPl

)
S
(∑

l

PlPl

)
H1P1 = (P1SP2) (P2SP2) (P2H1P1) = 0. (4.21)

W czwartym rz¦dzie pojawi¡ si¦ dwa mo»liwe procesy: z przej±ciem przez podprzestrze«
bez podwójnych obsadze« P1 i z przej±ciem przez podprzestrze« z dwoma podwójnymi obsa-
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dzeniami P3. Obliczamy posta¢ wszystkich wyrazów pojawiaj¡cych si¦ w komutatorze:

P1S3H1P1 = (P1SP2) (P2SP1) (P1SP2) (P2H1P1) + (P1SP2) (P2SP3) (P3SP2) (P2H1P1)

=
1

(U + εf )
3 (−iP1H1P2) (iP2H1P1) (−iP1H1P2) (P2H1P1)

+
1

(U + εf )
3 (−iP1H1P2) (−iP2H1P3) (iP3H1P2) (P2H1P1)

= − i

(U + εf )
3 (P1H1P2H1P1H1P2H1P1 + P1H1P2H1P3H1P2H1P1) . (4.22)

P1S2H1SP1 =
i

(U + εf )
3 (P1H1P2H1P1H1P2H1P1 − P1H1P2H1P3H1P2H1P1) , (4.23)

P1SH1S2P1 = − i

(U + εf )
3 (P1H1P2H1P1H1P2H1P1 − P1H1P2H1P3H1P2H1P1) , (4.24)

P1H1S3P1 =
i

(U + εf )
3 (P1H1P2H1P1H1P2H1P1 + P1H1P2H1P3H1P2H1P1) . (4.25)

�¡cz¡c odpowiednio wy»ej policzone wyrazy, uzyskujemy czwarty rz¡d:

P1[S, [S, [S,H1]]]P1 = P1S3H1P1 − 3P1S2H1SP1 + 3SH1S2P1 − P1H1S3P1

=
−8i

(U + εf )
3P1H1P2H1P1H1P2H1P1

+
4i

(U + εf )
3P1H1P2H1P3H1P2H1P1. (4.26)

Jak wida¢ w czwartym rz¦dzie pojawiª si¦ proces P1H1P2H1P1H1P2H1P1, w którym wirtu-
alny przeskok dwa razy tworzy stan podwójnie obsadzony oraz proces P1H1P2H1P3H1P2H1P1,
który odpowiada sekwencji przeskoków, gdzie kolejno s¡ tworzone podprzestrzenie: bez po-
dwójnych obsadze« → z jednym podwójnym obsadzeniem → z dwoma → z jednym podwój-
nym obsadzeniem→ bez podwójnych obsadze«. Podstawiaj¡c wyra»enia (4.20), (4.21) (4.26)
do (4.18) dostajemy szukany hamiltonian efektywny:

P1H̃P1 ≈ P1H0P1 −
1

U + εf
P1H1P2H1P1

+
1

(U + εf )
3

(
P1H1P2H1P1H1P2H1P1 −

1
2
P1H1P2H1P3H1P2H1P1

)
(4.27)

Caªkowity hamiltonian to
∑
l PlH̃Pl, jednak w tej pracy zaw¦»ymy si¦ do najbardziej in-

teresuj¡cej cz¦±ci, czyli hamiltonianu zrzutowanego na przestrze« bez podwójnych obsadze«
(4.27). T¡ ogóln¡ posta¢ hamiltonianu efektywnego omówimy nast¦pnie w szczegóªach, gdy»
mo»na j¡ nast¦pnie zastosowa¢ do opisu stanów elektronowych z uwzgl¦dnieniem efektów dy-
namicznych wy»szego rz¦du, a tak»e do okre±lenia energii stanu podstawowego dla ró»nych
mo»liwych faz magnetycznych i nadprzewodz¡cych.
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Rozdziaª 5

Drugi rz¡d rozwini¦cia perturbacyjnego:

oddziaªywanie typu Kondo i resztkowa

hybrydyzacja stanów

Chcemy wyznaczy¢ dokªadn¡ posta¢ wyrazu P1H1P2H1P1. Cz¦±¢ hamiltonianu, która od-
powiada przej±ciu z podprzestrzeni o jednym podwójnym obsadzeniu do podprzestrzeni bez
takich obsadze«, to:

P1H1P2 =
∑
imσ

VimNiσ̄c
†
mσaiσ, (5.1)

natomiast proces odwrotny jest sprz¦»eniem hermitowskim wyra»enia (5.1):

P2H1P1 =
∑
imσ

V ∗imNiσ̄a
†
iσcmσ. (5.2)

Korzystaj¡c z (5.1) i (5.2) mo»emy policzy¢:

P1H1P2H1P1 =
∑
imσ
nσ′

VimV
∗
inNiσ̄c

†
mσaiσNiσ̄′a

†
iσ′cnσ′ (5.3)

=
∑
imnσ

VimV
∗
in

(
c†mσaiσNiσ̄Niσ̄a

†
iσcnσ + c†mσaiσNiσ̄Niσa

†
iσ̄cnσ̄

)
, (5.4)

gdzie rozpisano sum¦ po spinach σ′ dla σ′ = ±σ. Korzystamy z reguª antykomutacji pomi¦dzy
operatorami kreacji i anihilacji aiσ, cmσ, a

†
iσ, c

†
mσ (A.1)-(A.7). Wykonujemy sum¦ po spinach σ,

rozpisuj¡c osobno przypadek procesu dwuw¦zªowego, gdy m = n i trójw¦zªowego, gdy m 6= n.
Dodatkowo korzystamy ze zde�niowanych w dodatku A operatorów spinowych i zliczania
cz¡stek.

1. Proces dwuw¦zªowy zostaª symbolicznie przedstawiony na rysunku 5.1. Wykonujemy
sum¦ po spinach σ:
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Rysunek 5.1. Proces dwuw¦zªowy w drugim rz¦dzie rozwini¦cia.

∑
σ

(
c†mσaiσNiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ + c†mσaiσNiσ̄Niσa

†
iσ̄cmσ̄

)
=
∑
σ

nmσ (1−Niσ)Niσ̄ − sσmSσ̄i =
∑
σ

(
nm
2

+ σszm

)(
νi
2
− σSzi

)
− sσmSσ̄i

=
∑
σ

(
nmνi

4
+
σ

2
szmνi −

σ

2
nmS

z
i − szmSzi − sσmSσ̄i

)
=
nmνi

2
− 2sm · Si (5.5)

Wyra»enie to opisuje antyferromagnetyczne oddziaªywanie wymiany (typu Kondo) po-
mi¦dzy elektronami a i c.

2. Proces trójw¦zªowy:

Rysunek 5.2. Proces trójw¦zªowy w drugim rz¦dzie rozwini¦cia.

(
c†mσcnσ (1−Niσ)Niσ̄ + c†mσcnσ̄aiσa

†
iσ̄

)
=
(
c†mσcnσνiσ̄ − c†mσcnσ̄Sσ̄i

)
(5.6)
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Jest to proces przeskoku elektronu w pa±mie przewodnictwa pomi¦dzy w¦zªami m i n
poprzez po±redni stan i z odwróceniem spinu na w¦¹le atomowym (wyraz c†mσcnσ̄S

σ̄
i ) lub

bez (c†mσcnσνiσ̄).

Podsumowuj¡c, wyrazy w drugim rz¦dzie w rozwini¦ciu (4.27) maj¡ posta¢:

− 1
U + εf

P1H1P2H1P1

=
∑
im

2|Vim|2

U + εf

(
sm · Si −

nmνi
4

)
+
∑′

imnσ

VimV
∗
in

U + εf

(
c†mσcnσ̄S

σ̄
i − c†mσcnσνiσ̄

)
(5.7)

i opisuj¡ procesy przedstawione na rysunkach 5.1 i 5.2
Mo»emy wi¦c zapisa¢ hamiltonian P1H̃P1 w rozwini¦ciu do drugiego rz¦du:

P1H̃P1 =
∑′

mnσ

tmnc
†
mσcnσ + εf

∑
iσ

Niσ + U
∑
i

Ni↑Ni↓

+
∑
imσ

(
Vim (1−Niσ̄) a†iσcmσ +H.c.

)
+
∑
im

2|Vim|2

U + εf

(
sm · Si −

nmνi
4

)
+
∑′

imnσ

VimV
∗
in

U + εf

(
c†mσcnσ̄S

σ̄
i − c†mσcnσνiσ̄

)
. (5.8)

Jak wida¢ niecaªy wyraz hybrydyzacyjny w (3.11) zostaª przetransformowany, jedynie
cz¦±¢ odpowiedzialna za procesy wysokoenergetyczne. W wyra»eniu (5.8) pozostaª wyraz∑
imσ

(
Vim (1−Niσ̄) a†iσcmσ +H.c.

)
, który nazywamy hybrydyzacj¡ resztkow¡. B¦dzie ona pro-

wadziªa do przeskoków elektronów 4f pomi¦dzy w¦zªami. W zwi¡zku z tym liczba elektro-
nów zwi¡zanych z atomem

∑
iNi nie b¦dzie zachowana, jedynie liczba wszystkich elektronów

n
(e)
i = Ni + ni nie b¦dzie si¦ zmienia¢.
W drugim rz¦dzie rozwini¦cia otrzymali±my wyraz z oddziaªywaniem typu Kondo po-

mi¦dzy elektronami a i c:
∑
im 2|Vim|2/ (U + εf ) (sm · Si − nmνi/4). Staªa sprz¦»enia w tym

oddziaªywaniu wynosi: JK
im = 2|Vim|2/(U + εf ) i jest ró»na od tej zaproponowanej w transfor-

macji Schrie�era-Wol�a. Wi¦cej o ró»nicach pomi¦dzy tymi transformacjami znajduje si¦ w
dodatku B.

Ostatni wyraz w (5.8) odpowiada procesowi przeskoku elektronu w pa±mie przewodnic-
twa pomi¦dzy w¦zªami m i n przez po±redni w¦zeª i bez lub z odwróceniem spinu na w¦¹le
atomowym.
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Rozdziaª 6

Czwarty rz¡d rozwini¦cia

perturbacyjnego: oddziaªywanie

kinetycznej wymiany typu f -f

W tym rozdziale wyprowadzimy posta¢ czwartego rz¦du rozwini¦cia zrzutowanego hamilto-
nianu efektywnego (4.27). W tym przypadku mamy dwa mo»liwe procesy: z po±rednim przej-
±ciem przez podprzeste« bez podwójnych obsadze« P1H1P2H1P1H1P2H1P1 oraz z po±rednim
przej±ciem przez podprzeste« z dwoma podwójnymi obsadzeniami P1H1P2H1P3H1P2H1P1.
Omówimy je po kolei.

6.1 Proces dwuw¦zªowy.

Na pocz¡tek zajmiemy si¦ najprostszym przypadkiem, gdy elektron przeskakuje pomi¦dzy
dwoma w¦zªami, co zostaªo przedstawione na rysunku 6.1. Jest to proces z po±rednim przej-
±ciem przez podprzeste« bez podwójnych obsadze« P1H1P2H1P1H1P2H1P1. Zapisujemy po-

Rysunek 6.1. Jedyny mo»liwy proces dwuw¦zªowy w czwartym rz¦dzie rozwini¦cia.
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sta¢ tego procesu: ∑
imσ

σ′σ′′σ′′′

|Vim|4
(
Niσ̄c

†
mσaiσNiσ̄′a

†
iσ′cmσ′Niσ̄′′c

†
mσ′′aiσ′′Niσ̄′′′a

†
iσ′′′cmσ′′′

)

=
∑
imσσ′

|Vim|4 (nmσ (1−Niσ)Niσ̄ − smσSiσ̄) (nmσ′ (1−Niσ′)Niσ̄′ − smσ′Siσ̄′) , (6.1)

a nast¦pnie rozpisujemy sum¦ po spinach σ′ = ±σ:(
c†mσcmσ (1−Niσ)Niσ̄ − c†mσcmσ̄a

†
iσ̄aiσ

)
·
(
c†mσ′cmσ′ (1−Niσ′)Niσ̄′ − c

†
mσ′cmσ̄′a

†
iσ̄′aiσ′

)
= c†mσcmσ (1−Niσ)Niσ̄c

†
mσ′cmσ′ (1−Niσ′)Niσ̄′ + c†mσcmσ (1−Niσ)Niσ̄c

†
mσ′cmσ̄′aiσ′a

†
iσ̄′

+c†mσcmσ̄aiσa
†
iσ̄c
†
mσ′cmσ′ (1−Niσ′)Niσ̄′ + c†mσcmσ̄aiσa

†
iσ̄c
†
mσ′cmσ̄′aiσ′a

†
iσ̄′ (6.2)

Dla ka»dego z czterech elementów sumy (6.2) wykonujemy sum¦ po spinach σ′ = ±σ:
c†mσcmσ (1−Niσ)Niσ̄c

†
mσ′cmσ′ (1−Niσ′)Niσ̄′

= c†mσcmσc
†
mσcmσ︸ ︷︷ ︸

n2
mσ=nmσ

(1−Niσ)Niσ̄ (1−Niσ)Niσ̄︸ ︷︷ ︸
ν2
iσ̄=νiσ̄

+ c†mσcmσc
†
mσ̄cmσ̄︸ ︷︷ ︸

nmσnmσ̄

(1−Niσ)Niσ̄ (1−Niσ̄)Niσ︸ ︷︷ ︸
νiσνiσ̄=0

= nmσνiσ̄ (6.3)

c†mσcmσ (1−Niσ)Niσ̄c
†
mσ′cmσ̄′aiσ′a

†
iσ̄′

= c†mσcmσc
†
mσcmσ̄ (1−Niσ)Niσ̄aiσa

†
iσ̄ − c†mσ cmσcmσ︸ ︷︷ ︸

=0

c†mσ̄ (1−Niσ)Niσ̄aiσ̄a
†
iσ

= c†mσcmσ̄ (1−Niσ) aiσ︸ ︷︷ ︸
=aiσ

Niσ̄a
†
iσ̄︸ ︷︷ ︸

=a†iσ̄

= −sσmSσ̄i (6.4)

c†mσcmσ̄aiσa
†
iσ̄c
†
mσ′cmσ′ (1−Niσ′)Niσ̄′

= − c†mσc†mσ︸ ︷︷ ︸
=0

cmσ̄cmσaiσa
†
iσ̄ (1−Niσ)Niσ̄ + c†mσ cmσ̄c

†
mσ̄cmσ̄︸ ︷︷ ︸

=cmσ̄

aiσ a
†
iσ̄ (1−Niσ̄)︸ ︷︷ ︸

=a†iσ̄

Niσ

= −c†mσcmσ̄a
†
iσ̄ aiσNiσ︸ ︷︷ ︸

=aiσ

= −sσmSσ̄i (6.5)

c†mσcmσ̄aiσa
†
iσ̄c
†
mσ′cmσ̄′aiσ′a

†
iσ̄′

= − c†mσc†mσ︸ ︷︷ ︸
=0

cmσ̄aiσa
†
iσ̄cmσ̄aiσa

†
iσ̄ + nmσcmσ̄c

†
mσ̄aiσa

†
iσNiσ̄

= nmσ (1− nmσ̄) (1−Niσ)Niσ̄ (6.6)
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Dodajemy do siebie powy»sze wyniki (6.3) - (6.6) i wykonujemy sum¦ po spinach σ:∑
σ

(nmσνiσ̄ − 2sσmS
σ̄
i + nmσ (1− nmσ̄) (1−Niσ)Niσ̄)

=
∑
σ

(2nmσνiσ̄ − 2sσmS
σ̄
i − nmσnmσ̄νiσ̄)

=
∑
σ

(
2
(
nm
2

+ σszm

)(
νi
2
− σSzi

)
− 2sσmS

σ̄
i

)
− nm↑nm↓

∑
σ

νiσ

=
∑
σ=±1

(
nmνi

2
− σnmSzi + σszmνi − 2σ2szmS

z
i − 2sσmS

σ̄
i

)
− nm↑nm↓νi

= nmνi − nmSzi + nmS
z
i + szmνi − szmνi−4szmS

z
i − 2s+

mS
−
i − 2s−mS

+
i︸ ︷︷ ︸

=−4sm·Si

−nm↑nm↓νi

= nmνi − 4smSi − nm↑nm↓νi. (6.7)

Korzystaj¡c z powy»szego wyniku (6.7) mo»emy zapisa¢ ostateczn¡ posta¢ procesu dwuw¦-
zªowego w czwartym rz¦dzie rozwini¦cia:

∑
im

4|Vim|4
(
nmνi

4
− sm · Si −

1
4
nm↑nm↓νi

)
=
∑
im

4|Vim|4
(
ν̃mνi

4
− sm · Si +

1
4
nm↑nm↓νi

)
.

(6.8)

Jest to poprawka ferromagnetyczna do efektu Kondo.
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6.2 Procesy trójw¦zªowe.

Na poni»szych rysunkach 6.2 i 6.3 przedstawiono wszystkie mo»liwe procesy trójw¦zªowe.

(a) Proces trójw¦zªowy uwzgl¦dniaj¡cy dwa ró»ne

w¦zªy m 6= k, jeden (m) obsadzony elektronem w

pa±mie przewodnictwa, przeskakuj¡cym na drugi

w¦zeª k poprzez w¦zeª i obsadzony jednym elek-

tronem w stanie atomowym.

(b) Proces trójw¦zªowy uwzgl¦dniaj¡cy dwa ró»ne

w¦zªym 6= k, ka»dy obsadzony jednym elektronem

w pa±mie przewodnictwa, które kolejno przeska-

kuj¡ na w¦zeª i obsadzony jednym elektronem w

stanie atomowym.

(c) Proces trójw¦zªowy uwzgl¦dniaj¡cy dwa ró»ne w¦zªy i 6= j, ka»dy obsadzony jednym elektronem

w stanie atomowym oraz jeden elektron na w¦¹le m w pa±mie przewodnictwa przeskakuj¡cy na w¦zªy

i i j.

Rysunek 6.2. Procesy trójw¦zªowe z po±rednim przej±ciem przez podprzestrze« bez podwój-

nych obsadze«: P1H1P2H1P1H1P2H1P1.
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(a) Proces trójw¦zªowy uwzgl¦dniaj¡cy dwa ró»ne w¦zªy i 6= j, ka»dy obsadzony jednym elektronem

w stanie atomowym oraz jeden elektron na w¦¹le m w pa±mie przewodnictwa przeskakuj¡cy na w¦zªy

i i j.

(b) Proces trójw¦zªowy uwzgl¦dniaj¡cy dwa ró»ne w¦zªy i 6= j, ka»dy obsadzony jednym elektronem

w stanie atomowym oraz jeden elektron na w¦¹le m w pa±mie przewodnictwa przeskakuj¡cy na w¦zªy

i i j. Od procesu 6.3a ró»ni si¦ jedynie kolejno±ci¡ przeskoków.

Rysunek 6.3. Procesy trójw¦zªowe z po±rednim przej±ciem przez podprzestrze« z dwoma

podwójnymi obsadzeniami: P1H1P2H1P3H1P2H1P1.
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Najpierw zajmiemy si¦ procesami z po±rednim przej±ciem przez podprzestrze« bez po-
dwójnych obsadze«: P1H1P2H1P1H1P2H1P1, przedstawionymi na rysunku 6.2.

Proces 6.2a przedstawiony powy»ej jeszcze raz oraz uwzgl¦dniaj¡cy dwa ró»ne w¦zªy m 6= k,
jeden (m) obsadzony elektronem w pa±mie przewodnictwa, przeskakuj¡cym na drugi w¦zeª k
poprzez w¦zeª i obsadzony jednym elektronem w stanie atomowym, zapisujemy jako:∑

σσ′σ′′σ′′′
Niσ̄′′′c

†
mσ′′′aiσ′′′Niσ̄′′a

†
iσ′′ckσ′′Niσ̄′c

†
kσ′aiσ′Niσ̄a

†
iσcmσ

=
∑
σ

(
Niσ̄c

†
mσaiσ +Niσc

†
mσ̄aiσ̄

) (
Niσ̄a

†
iσckσ +Niσa

†
iσ̄ckσ̄

)
(
c†kσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ + c†kσaiσNiσ̄Niσa

†
iσ̄cmσ̄

)
=
∑
σ

(
Niσ̄c

†
mσaiσ +Niσc

†
mσ̄aiσ̄

) (
Niσ̄a

†
iσckσc

†
kσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ

+Niσ̄a
†
iσckσc

†
kσaiσNiσ̄Niσa

†
iσ̄cmσ̄ +Niσa

†
iσ̄ckσ̄c

†
kσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ︸ ︷︷ ︸

a†iσ̄Niσ̄=0

+Niσa
†
iσ̄ckσ̄c

†
kσaiσNiσ̄Niσa

†
iσ̄cmσ̄︸ ︷︷ ︸

a†iσ̄Niσ̄=0

)

=
∑
σ

(
Niσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσckσc

†
kσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ +Niσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσckσc

†
kσaiσNiσ̄Niσa

†
iσ̄cmσ̄

+ Niσc
†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσckσc

†
kσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ +Niσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσckσc

†
kσaiσNiσ̄Niσa

†
iσ̄cmσ̄

)
. (6.9)

W pierwszym kroku dla ka»dego ze spinów σ′′′, σ′′ oraz σ′ wykonano sum¦ po ±σ. Przeksztaª-
camy ka»dy z elementów sumy (6.9):

Niσ̄c
†
mσaiσNiσ̄a

†
iσckσc

†
kσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ

= nmσ (1− nkσ)Niσ̄aiσNiσ̄a
†
iσaiσNiσ̄a

†
iσ = nmσ (1− nkσ)Niσ̄ (1−Niσ) (6.10)

Niσ̄c
†
mσaiσNiσ̄a

†
iσckσc

†
kσaiσNiσ̄Niσa

†
iσ̄cmσ̄

= sσm (1− nkσ)Niσ̄Niσ̄a
†
iσaiσNiσ̄Niσa

†
iσ̄ = −sσmSσ̄i (1− nkσ) (6.11)
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Niσc
†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσckσc

†
kσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ

= sσ̄m (1− nkσ)Niσaiσ̄Niσ̄a
†
iσaiσNiσ̄a

†
iσ = −sσ̄m (1− nkσ)Sσi (6.12)

Niσc
†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσckσc

†
kσaiσNiσ̄Niσa

†
iσ̄cmσ̄

= nmσ̄ (1− nkσ)Niσaiσ̄Niσ̄a
†
iσaiσNiσ̄Niσa

†
iσ̄ = nmσ̄ (1− nkσ)Niσ (1−Niσ̄) (6.13)

Wykonujemy sum¦ po spinach σ w wyra»eniu (6.9), korzystaj¡c z policzonych wcze±niej ele-
mentów (6.10) - (6.13).∑

σ

(nmσ (1− nkσ) νiσ̄ − sσmSσ̄i (1− nkσ)− sσ̄mSσi (1− nkσ) + nmσ̄ (1− nkσ) νiσ)

=
∑
σ

(1− nkσ) (nmσνiσ̄ + nmσ̄νiσ − sσmSσ̄i − sσ̄mSσi )

=
∑
σ

(1− nkσ)
((

nm
2

+ σszm

)(
νi
2
− σSzi

)
+
(
nm
2
− σszm

)(
νi
2

+ σSzi

)
− sσmSσ̄i − sσ̄mSσi

)
=
(
1− nk↑ + 1− nk↓

) (
2
nmνi

4
− 2sm · Si

)
= 4

(
1− nk

2

)(
nmνi

4
− sm · Si

)
(6.14)

Ostatecznie proces przedstawiony na rysunku 6.2a mo»emy zapisa¢ w nast¦puj¡cej formie:

∑
imk

4|Vim|2|Vik|2
(

1− nk
2

)(
nmνi

4
− sm · Si

)
(6.15)

Innym procesem trójw¦zªowym z po±rednim przej±ciem przez podprzestrze« P1 jest ten
przedstawiony na rysunku 6.2b. Uwzgl¦dnia on dwa ró»ne w¦zªy m 6= k, ka»dy obsadzony
jednym elektronem w pa±mie przewodnictwa, które kolejno przeskakuj¡ na w¦zeª i obsadzony
jednym elektronem w stanie atomowym.
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Proces ten mo»emy zapisa¢ jako:∑
σ′σ′′σ′′′

Niσ̄′′′c
†
kσ′′′aiσ′′′Niσ̄′′a

†
iσ′′ckσ′′Niσ̄′c

†
mσ′aiσ′Niσ̄a

†
iσcmσ

=
(
Niσ̄c

†
kσaiσ +Niσc

†
kσ̄aiσ̄

) (
Niσ̄a

†
iσckσ +Niσa

†
iσ̄ckσ̄

)
(
Niσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ +Niσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ

)
=
(
Niσ̄c

†
kσaiσNiσ̄a

†
iσckσ +Niσ̄c

†
kσaiσNiσa

†
iσ̄ckσ̄ +Niσc

†
kσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσckσ

+Niσc
†
kσ̄aiσ̄Niσa

†
iσ̄ckσ̄

) (
Niσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ +Niσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ

)
= Niσ̄c

†
kσaiσNiσ̄a

†
iσckσNiσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ +Niσ̄c

†
kσaiσNiσ̄a

†
iσckσNiσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ︸ ︷︷ ︸

a†iσNiσ=0

+Niσ̄c
†
kσaiσNiσa

†
iσ̄ckσ̄Niσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ︸ ︷︷ ︸

a†iσ̄Niσ̄=0

+Niσ̄c
†
kσaiσNiσa

†
iσ̄ckσ̄Niσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ

+Niσc
†
kσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσckσNiσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ +Niσc

†
kσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσckσNiσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ︸ ︷︷ ︸

a†iσNiσ=0

+Niσc
†
kσ̄aiσ̄Niσa

†
iσ̄ckσ̄Niσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ︸ ︷︷ ︸

a†iσ̄Niσ̄=0

+Niσc
†
kσ̄aiσ̄Niσa

†
iσ̄ckσ̄Niσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ (6.16)

Podobnie jak dla poprzedniego procesu trójw¦zªowego przeksztaªcamy poszczególne niezerowe
elementy sumy (6.16):

Niσ̄c
†
kσaiσNiσ̄a

†
iσckσNiσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ = c†kσckσc

†
mσcmσNiσ̄

(
1− a†iσaiσ

)
aiσa

†
iσ

= nkσnmσνiσ̄ (6.17)

Niσ̄c
†
kσaiσNiσa

†
iσ̄ckσ̄Niσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ = c†kσckσ̄c

†
mσ̄cmσaiσa

†
iσ̄aiσ̄a

†
iσ

= sσks
σ̄
mνiσ̄ (6.18)

Niσc
†
kσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσckσNiσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ = c†kσ̄ckσc

†
mσcmσNiσaiσ̄a

†
iσaiσa

†
iσ

= −sσ̄knmσSσi (6.19)

Niσc
†
kσ̄aiσ̄Niσa

†
iσ̄ckσ̄Niσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ = c†kσ̄ckσ̄c

†
mσ̄cmσaiσ̄a

†
iσ̄Niσaiσ̄a

†
iσ

= −nkσ̄sσ̄mSσi (6.20)
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I korzystaj¡c z wykonanych przeksztaªce« (6.17) - (6.20), sumujemy po spinach σ w wy-
ra»eniu (6.16): ∑

σ

(nkσnmσνiσ̄ + sσks
σ̄
mνiσ̄ − sσ̄knmσSσi − nkσ̄sσ̄mSσi )

=
∑
σ

(
νi
2
− σSzi

)((
nk
2

+ σszk

)(
nm
2

+ σszm

)
+ sσks

σ̄
m

)
−
∑
σ

Sσi

((
nm
2

+ σszm

)
sσ̄k +

(
nk
2
− σszk

)
sσ̄m

)
=
νi
2

(
2
nknm

4
+ 2szks

z
m + s+

k s
−
m + s−k s

+
m

)
+
∑
σ

σ
νi
2

(
szk
nm
2

+
nk
2
szm

)
︸ ︷︷ ︸

=0

−
∑
σ

σSzi

(
nknm

4
+ szks

z
m

)
︸ ︷︷ ︸

=0

−
∑
σ

(
nm
2

(Szi s
z
k + Sσi s

σ̄
k) +

nk
2

(Szi s
z
m + Sσi s

σ̄
m)
)

−
∑
σ

σ (Sσi (sσ̄ks
z
m − szksσ̄m) + Szi s

σ
ks

σ̄
m)

= νi

(
nmnk

4
+ sm · sk

)
− nmSi · sk − nkSi · sm + 2iSi · (sm × sk) , (6.21)

Prostym rachunkiem mo»na pokaza¢, »e Si · (sm × sk) zapisane na skªadowych ma posta¢:

Si · (sm × sk) =
1
2i

(
S+
i

(
szks
−
m − s−k szm

)
+ S−i

(
s+
k s

z
m − szks+

m

)
+ Szi

(
s−k s

+
m − s+

k s
−
m

))
(6.22)

Ostatecznie proces przedstawiony na rysunku 6.2b mo»na zapisa¢ jako:

∑
imk

|Vim|2|Vik|2
(
νi

(
nmnk

4
+ sm · sk

)
− nmSi · sk − nkSi · sm + 2iSi · (sm × sk)

)
(6.23)

Kolejnym procesem trójw¦zªowym, który chcemy policzy¢, jest ten przedstawiony na ry-
sunku 6.2c.
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Uwzgl¦dnia on dwa ró»ne w¦zªy i 6= j obsadzone jednym elektronem w stanie atomowym oraz
jeden elektron w pa±mie przewodnictwa na w¦¹le m przeskakuj¡cy na w¦zªy i i j. Zapisujemy
jego posta¢: ∑

σσ′σ′′σ′′′
Njσ̄′′′c

†
mσ′′′ajσ′′′Njσ̄′′a

†
jσ′′cmσ′′Niσ̄′c

†
mσ′aiσ′Niσ̄a

†
iσcmσ

=
∑
σ

(
Njσ̄c

†
mσajσ +Njσc

†
mσ̄ajσ̄

) (
Njσ̄a

†
jσcmσ +Njσa

†
jσ̄cmσ̄

)
·
(
Niσ̄c

†
mσaiσ +Niσc

†
mσ̄aiσ̄

)
Niσ̄a

†
iσcmσ

=
∑
σ

(
Njσ̄c

†
mσajσNjσ̄a

†
jσcmσNiσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ

+Njσ̄c
†
mσajσNjσ̄a

†
jσcmσNiσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ︸ ︷︷ ︸

(cmσ)2=0

+Njσ̄c
†
mσajσNjσa

†
jσ̄cmσ̄Niσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ︸ ︷︷ ︸

(c†mσ)2
=0

+Njσ̄c
†
mσajσNjσa

†
jσ̄cmσ̄Niσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ

+Njσc
†
mσ̄ajσ̄Njσ̄a

†
jσcmσNiσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ

+Njσc
†
mσ̄ajσ̄Njσ̄a

†
jσcmσNiσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ︸ ︷︷ ︸

(cmσ)2=0

+Njσc
†
mσ̄ajσ̄Njσa

†
jσ̄cmσ̄Niσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ

+Njσc
†
mσ̄ajσ̄Njσa

†
jσ̄cmσ̄Niσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ

)
(6.24)

Rozpisujemy ka»dy niezerowy element powy»szej sumy (6.24) i przeksztaªcamy:

Njσ̄c
†
mσajσNjσ̄a

†
jσcmσNiσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ

= c†mσcmσc
†
mσcmσNjσ̄ (1−Njσ)Niσ̄ (1−Niσ) = nmσνjσ̄νiσ̄ (6.25)

Njσ̄c
†
mσajσNjσa

†
jσ̄cmσ̄Niσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ = c†mσcmσ̄c

†
mσ̄cmσajσa

†
jσ̄Niσaiσ̄a

†
iσ

= nmσ (1− nmσ̄)Sσ̄j S
σ
i (6.26)

Njσc
†
mσ̄ajσ̄Njσ̄a

†
jσcmσNiσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ = c†mσ̄cmσc

†
mσcmσajσ̄a

†
jσNiσ̄ (1−Niσ)

= −sσ̄mSσj νiσ̄ (6.27)

Njσc
†
mσ̄ajσ̄Njσa

†
jσ̄cmσ̄Niσ̄c

†
mσaiσNiσ̄a

†
iσcmσ

= c†mσ̄cmσ̄c
†
mσcmσNjσ (1−Njσ̄)Niσ̄ (1−Niσ) = nmσ̄nmσνjσνiσ̄ (6.28)

26

2579254865(30)



Njσc
†
mσ̄ajσ̄Njσa

†
jσ̄cmσ̄Niσc

†
mσ̄aiσ̄Niσ̄a

†
iσcmσ = c†mσ̄cmσ̄c

†
mσ̄cmσNjσ (1−Njσ̄) aiσ̄a

†
iσ

= −sσ̄mSσi νjσ (6.29)

Korzystamy z wyników (6.25) - (6.29) przy sumowaniu po spinach σ w wyra»eniu (6.24).
Dodatkowo zastosujemy to»samo±¢ nmσ = nmσ(1− nmσ̄) + nmσnmσ̄:∑

σ

(
nmσνjσ̄νiσ̄ + nmσ (1− nmσ̄)Sσ̄j S

σ
i + nmσ̄nmσνjσνiσ̄ − sσ̄mSσj νiσ̄ − sσ̄mSσi νjσ

)
=
∑
σ

nmσnmσ̄ (νjσ̄νiσ̄ + νjσνiσ̄) +
∑
σ

nmσ (1− nmσ̄)
(
νjσ̄νiσ̄ + Sσ̄j S

σ
i

)
−
∑
σ

sσ̄m
(
Sσj νiσ̄ + Sσi νjσ

)
= nm↑nm↓

∑
σ

(νjσ̄νiσ̄ + νjσνiσ̄) +
∑
σ

(
ν̃m
2

+ σszm

)((
νj
2
− σSzj

)(
νi
2
− Szi

)
+ Sσ̄j S

σ
i

)
−
∑
σ

sσ̄m

(
Sσj

(
νi
2
− Szi

)
+ Sσi

(
νj
2

+ σSzj

))

= nm↑nm↓
∑
σ

νiσ̄νj +
∑
σ

ν̃m
2

(
νiνj

4
+ Szi S

z
j + Sσi S

σ̄
j

)
−
∑
σ

(
szm

(
Szi
νj
2

+
νi
2
Szj

)
+ sσ̄m

(
Sσi
νj
2

+
νi
2
Sσj

))

+
∑
σ

σ
(
− ν̃m

2

(
Szi
νj
2

+
νi
2
Szj

)
+ szm

(
νiνj

4
+ Szi S

z
j + Sσi S

σ̄
j

)
+ sσ̄m

(
Sσj S

z
i − SzjSσi

))
= nm↑nm↓νiνj + ν̃m

(
νiνj

4
+ Si · Sj

)
− νism · Sj − νjsm · Si + 2ism · (Sj × Si) , (6.30)

gdzie sm · (Sj × Si) rozpisane na skªadowych ma posta¢:

sm · (Sj × Si) = szm
(
S−j S

+
i − S+

j S
−
i

)
+ s−m

(
S+
j S

z
i − SzjS+

i

)
+ s+

m

(
SzjS

−
i − S−j Szi

)
(6.31)

Ostatecznie po wykonaniu sumy po spinach proces trójw¦zªowy przedstawiony na rysunku
6.2c ma posta¢:

∑
ijm

|Vim|2|Vjm|2
(
nm↑nm↓νiνj + ν̃m

(νiνj
4

+ SiSj
)
− νism · Sj − νjsm · Si + 2ism · (Sj × Si)

)
.

(6.32)

Je±li przyjmiemy, »e ñc = 〈nm↑nm↓〉 = 〈nm〉2/4, pierwsze dwa wyrazy (6.32) mo»emy przybli-
»y¢ do nast¦puj¡cej postaci:

nm↑nm↓νiνj + ν̃m

(νiνj
4

+ SiSj
)
≈ ñc

4
νiνj + ñc

(νiνj
4

+ SiSj
)

=
1
2

(
νiνj + 2SiSj

)
(6.33)
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Z kolei νism · Sj + νjsm · Si jest mi¦dzyw¦zªowym oddziaªywaniem typu Kondo, który w
przybli»eniu wynosi:

−νism · Sj − νjsm · Si ≈ −2nf
∑
mij

sm
(
Si + Sj

)
(6.34)

Ostatni wyraz 2ism · (Sj × Si) to oddziaªywanie Dziaªoszy«skiego-Moriya.

Teraz zajmiemy si¦ procesami trójw¦zªowymi z przej±ciem przez podprzestrze« z dwoma
podwójnymi obsadzeniami ( P1H1P2H1P3H1P2H1P1 ), przedstawionymi na rysunkach 6.3a i
6.3b. Oba uwzgl¦dniaj¡ dwa ró»ne w¦zªy i 6= j, ka»dy obsadzony jednym elektronem w stanie
atomowym oraz jeden elektron na w¦¹le m w pa±mie przewodnictwa przeskakuj¡cy na w¦zªy
i i j. Procesy ró»ni¡ si¦ kolejno±ci¡ przeskoków. Zapiszmy pierwszy proces z rysunku 6.3a:

∑
σσ′σ′′

(
Niσ̄′′c

†
mσ′′aiσ′′Njσ̄′c

†
mσ′ajσ′Njσc

†
mσ̄ajσ̄Niσ̄c

†
mσaiσ

)
=
∑
σ

(
Niσ̄c

†
mσaiσ +Niσc

†
mσ̄aiσ̄

) (
Njσ̄c

†
mσajσ +Njσc

†
mσ̄ajσ̄

)
Njσc

†
mσ̄ajσ̄Niσ̄c

†
mσaiσ

=
∑
σ

(
Niσ̄c

†
mσaiσNjσc

†
mσ̄ajσ̄ +Niσc

†
mσ̄aiσ̄Njσ̄c

†
mσajσ

)
Njσc

†
mσ̄ajσ̄Niσ̄c

†
mσaiσ (6.35)

Rozpisujemy ka»dy z elementów sumy (6.35):

Niσ̄c
†
mσaiσNjσc

†
mσ̄ajσ̄Njσc

†
mσ̄ajσ̄Niσ̄c

†
mσaiσ = nmσnmσ̄Njσ (1−Njσ̄)Niσ̄ (1−Niσ) (6.36)

Niσc
†
mσ̄aiσ̄Njσ̄c

†
mσajσNjσc

†
mσ̄ajσ̄Niσ̄c

†
mσaiσ = −nmσnmσ̄Sσ̄j Sσi (6.37)

Wstawiamy wyniki (6.36) i (6.37) do (6.35) i sumujemy po spinach σ∑
σ

(
Niσ̄c

†
mσaiσNjσc

†
mσ̄ajσ̄ +Niσc

†
mσ̄aiσ̄Njσ̄c

†
mσajσ

)
Njσc

†
mσ̄ajσ̄Niσ̄c

†
mσaiσ

=
∑
σ

(
nmσnmσ̄νjσνiσ̄ − nmσnmσ̄Sσ̄j Sσi

)
= nm↑nm↓

∑
σ

((
νj
2

+ σSzj

)(
νi
2
− σSzi

)
− Sσ̄j Sσi

)
= 2nm↑nm↓

(
νiνj

4
− Si · Sj

)
(6.38)
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Ostatni proces trójw¦zªowy przedstawiony na rysunku 6.3b mo»emy zapisa¢ jako:

∑
σσ′σ′′

(
Njσ̄′′c

†
mσ′′ajσ′′Niσ̄′c

†
mσ′aiσ′Njσc

†
mσ̄ajσ̄Niσ̄c

†
mσaiσ

)
(6.39)

Wida¢, »e wynik b¦dzie taki sam jak w przypadku poprzedniego procesu trójw¦zªowego (6.38).

∑
σσ′σ′′

(
Njσ̄′′c

†
mσ′′ajσ′′Niσ̄′c

†
mσ′aiσ′Njσc

†
mσ̄ajσ̄Niσ̄c

†
mσaiσ

)
= 2nm↑nm↓

(
νiνj

4
− Si · Sj

)
(6.40)

�¡cznie procesy trójw¦zªowe z przej±ciem przez podprzestrze« z dwoma podwójnymi ob-
sadzeniami P3 mo»emy zapisa¢ w formie:

P1H1P2H1P3H1P2H1P1 =
∑
ijm

4|Vim|2|Vjm|2nm↑nm↓
(
νiνj

4
− Si · Sj

)
. (6.41)

Je»eli ñc = 〈nm↑nm↓〉 = 〈nm〉2/4, to (6.41) mo»emy przybli»y¢ do postaci:

P1H1P2H1P3H1P2H1P1 =
∑
ijm

4|Vim|2|Vjm|2ñc
(
νiνj

4
− Si · Sj

)
. (6.42)

Wyraz ten odpowiada za oddziaªywanie wymianny Andersona, jedyny niezerowy wyraz czwar-
tego rz¦du, gdy pasmo przewodnictwa jest peªne.

6.3 Posta¢ czwartego rz¦du rozwini¦cia.

Podsumowuj¡c ten rozdziaª, czwarty rz¡d w rozwini¦ciu (4.27), uwzlg¦dniaj¡cy procesy dwu-
i trójw¦zªowe, mo»emy zapisa¢ za pomoc¡ wyników (6.8), (6.15), (6.23), (6.32), (6.41) w
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nast¦puj¡cej formie:

1
(U + εf )

3

(
P1H1P2H1P1H1P2H1P1 −

1
2
P1H1P2H1P3H1P2H1P1

)

=
∑
im

4|Vim|4

(U + εf )
3

(
nmνi

4
− sm · Si −

1
4
nm↑nm↓νi

)

+
∑
imk

4|Vim|2|Vik|2

(U + εf )
3

(
1− nk

2

)(
nmνi

4
− sm · Si

)

+
∑
imk

|Vim|2|Vik|2

(U + εf )
3

(
νi

(
nmnk

4
+ sm · sk

)
− nmSi · sk − nkSi · sm + 2iSi · (sm × sk)

)

+
∑
ijm

|Vim|2|Vjm|2

(U + εf )
3

(
nm↑nm↓νiνj + ν̃m

(νiνj
4

+ Si · Sj
)
− νism · Sj − νjsm · Si

+ 2ism · (Sj × Si)
)
− 1

2

∑
ijm

4|Vim|2|Vjm|2

(U + εf )
3 nm↑nm↓

(
νiνj

4
− Si · Sj

)
(6.43)
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Rozdziaª 7

Podsumowanie wyników

Podsumowuj¡c obliczenia dokonane w poprzednich trzech rozdziaªach, otrzymujemy szukan¡
posta¢ hamiltonianu efektywnego (4.27). Korzystamy z wyników z ko«ców rozdziaªu 5 i 6:
(5.7) oraz (6.43).

P1H̃P1 =
∑′

mnσ

tmnc
†
mσcnσ + εf

∑
iσ

Niσ + U
∑
i

Ni↑Ni↓ +
∑
imσ

(
Vim (1−Niσ̄) a†iσcmσ +H.c.

)
+
∑
im

2|Vim|2

U + εf

(
sm · Si −

nmνi
4

)
+
∑′

imnσ

VimV
∗
in

U + εf

(
c†mσcnσ̄S

σ̄
i − c†mσcnσνiσ̄

)
+
∑
im

4|Vim|4

(U + εf )
3

(
nmνi

4
− sm · Si −

1
4
nm↑nm↓νi

)

+
∑
imk

4|Vim|2|Vik|2

(U + εf )
3

(
1− nk

2

)(
nmνi

4
− sm · Si

)

+
∑
imk

|Vim|2|Vik|2

(U + εf )
3

(
νi

(
nmnk

4
+ sm · sk

)
− nmSi · sk − nkSi · sm + 2iSi · (sm × sk)

)

+
∑
ijm

|Vim|2|Vjm|2

(U + εf )
3

(
nm↑nm↓νiνj + ν̃m

(νiνj
4

+ Si · Sj
)
− νism · Sj − νjsm · Si

+ 2ism · (Sj × Si)
)
− 1

2

∑
ijm

4|Vim|2|Vjm|2

(U + εf )
3 nm↑nm↓

(
νiνj

4
− Si · Sj

)
(7.1)

Zasadniczym celem tej pracy byªo otrzymanie wyrazów czwartego rz¦du w zmody�kowa-
nym rozwini¦ciu perturbacyjnym oraz oszacowanie renormalizacji oddziaªywania antyferro-
magnetycznej kinetycznej wymiany typu f �f. Je±li za typowe parametry modelu uzna¢ nast¦-
puj¡ce przedziaªy warto±ci: εf = −1 ÷ −2eV, V<im> = −0.3 ÷ −0.5 eV, U = 5 ÷ 6 eV, to
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wtedy warto±ci otrzymanych caªek wymiany zmieniaj¡ si¦ w przedziale:

JK
<im> =

2|Vim|2

U + εf
− 4|Vim|4

(U + εf )
3 = 0.036− 0.16eV = 418− 1859K (7.2)

J
(f−f)
<im> =

|Vim|4

(U + εf )
3 = 0.00026− 0.0093eV = 3− 108K (7.3)

Natomiast efektywna wielko±¢ hybrydyzacji jest silnie zredukowana przez korelacje zwi¡zane
z projekcj¡ podwójnych obsadze«. W przybli»eniu Gutzwillera [7] hybrydyzacja ma czynnik
renormalizacyjny

Vim → Ṽim ≡ q1/2
σ Vim, (7.4)

gdzie qσ ≡ ( 1−nf
1−nf/2

)1/2, natomiast nf ≡
∑
σ〈Niσ (1−Niσ̄)〉. W granicy ci¦»kich fermionów

nf → 1 hybrydyzacja jest silnie zrenormalizowana.
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Dodatek A

Algebra operatorów kreacji i anihilacji

Poniewa» model PAM jest opisuje ukªad dwupasmowy, potrzebujemy dwóch zestawów opera-
torów kreacji i anihilacji: dla stanów atomowych a (zlokalizowane elektrony na orbitalach 4f)
oraz dla elektronów z pasma przewodnictwa c (zdelokalizowane elektrony z wy»szych orbitali
5d, 6s).

Dla elektronów 4f mamy zestaw operatorów fermionowych oznaczonych liter¡ a, speªnia-
j¡cych kanoniczne relacje antykomutacji:

{aiσ, a
†
jσ′} = δijδσσ′ , (A.1)

{a†iσ, a
†
jσ′} = 0, (A.2)

{aiσ, ajσ′} = 0. (A.3)

Analogicznie dla elektronów z pasma przewodnictwa c:

{cmσ, c
†
nσ′} = δmnδσσ′ , (A.4)

{c†mσ, c
†
nσ′} = 0, (A.5)

{cmσ, cnσ′} = 0. (A.6)

Wszystkie operatory fermionowe typu a antykomutuj¡ z operatorami c:

{cmσ, aiσ′} = 0, (A.7)

{c†mσ, aiσ′} = 0, (A.8)

{cmσ, a
†
iσ′} = 0, (A.9)

{c†mσ, a
†
iσ′} = 0. (A.10)

De�niujemy operatory zliczania cz¡stek i operatory spinowe. Dla elektronów a oznaczenia
s¡ pisane du»¡ liter¡, dla elektronów przewodnictwa c - maª¡. Dodatkowo spin odwrotny
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oznaczany jest σ̄ = −σ.

Niσ = a†iσaiσ, (A.11)

S+
i = a†i↑ai↓, (A.12)

S−i = a†i↓ai↑, (A.13)

Szi =
1
2

(Ni↑ −Ni↓) (A.14)

nmσ = c†mσcmσ, (A.15)

s+
m = c†m↑cm↓, (A.16)

s−m = c†m↓cm↑, (A.17)

szm =
1
2

(nm↑ − nm↓) . (A.18)

Dla wygody wprowadzamy jeszcze operator:

νiσ = Niσ (1−Niσ̄) . (A.19)

Dodatkowo prostym rachunkiem mo»na pokaza¢, »e operator ten speªnia:

νiσ =
νi
2

+ σSzi . (A.20)

Podobnie dla operatorów zliczania elektronów na konkretnym w¦¹le:

Niσ =
Ni

2
+ σSzi (A.21)

nmσ =
nm
2

+ σszm (A.22)

�atwo te» udowodni¢, »e wprowadzaj¡c sprojektowane operatory fermionowe w postaci:

f̃iσ = aiσ (1−Niσ̄) , (A.23)

f̃ †iσ = a†iσ (1−Niσ̄) , (A.24)

mo»emy zapisa¢ skªadowe operatora spinu dla elektronu a w postaci:

S+
i = f̃ †i↑f̃i↓ = a†i↑ai↓, (A.25)

S−i = f̃ †i↓f̃i↑ = a†i↓ai↑, (A.26)

Szi =
1
2

(νi↑ − νi↓) =
1
2

(
f̃ †i↑f̃i↑ − f̃

†
i↓f̃i↓

)
=

1
2

(Ni↑ −Ni↓) . (A.27)

Ostatnie wyra»enia po prawej stronie s¡ niesprojektowane (w reprezentacji wyj±ciowej hamil-
tonianu). Caªe relacje oznaczaj¡ zatem, »e operator spinu ma tak¡ sam¡ posta¢ w wersji przed
i po projekcji. Nie jest tak np. z cz¦±ci¡ νinm/4.
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Po drugie relacje antykomutacji dla operatorów sprojektowanych ró»ni¡ si¦ od tych dla
operatorów wyj±ciowych (A.1) - (A.3). A mianowicie:

{f̃iσ, f̃jσ′} = 0, (A.28)

{f̃ †iσ, f̃
†
jσ′} = 0, (A.29)

{f̃iσ, f̃
†
jσ′} = δijδσσ′ (2Sσ̄i − 2Niσ̄ +NiσNiσ̄) . (A.30)

Oznacza to ich niefermionow¡ natur¦, co prowadzi do komplikacji w konkretnych obliczeniach.
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Dodatek B

Transformacja Schrie�era - Wol�a

Transformacja Schrie�era - Wol�a pokazuje, »e silne mi¦dzyatomowe odpychanie po-
mi¦dzy zlokalizowanymi elektronami typu 4f prowadzi do wymiany mi¦dzy spinami a a elek-
tronami z pasma przewodnictwa. W tym rozdziale powtórzymy obliczenia przeprowadzone
oryginalnie przez Schrie�era i Wol�a w pracy [3], gdzie hamiltonian Kondo zostaª wyprowa-
dzony z bardziej ogólnego modelu Andersona (3.11) dla pojedynczej magnetycznej domieszki.
Dla uªatwienia b¦dziemy posªugiwa¢ si¦ reprezentacj¡ mieszan¡: stany typu a s¡ zapisane
w reprezentacji poªo»eniowej, a stany c - w p¦dowej. Poza tym rozwa»ymy przypadek sieci
periodycznej elektronów zlokalizowanych.

B.1 Reprezentacja mieszana.

Dzi¦ki dyskretnej transformacie Fouriera mo»emy przej±¢ z reprezentacji Wanniera do repre-
zentacji Blocha:

Φcn(r) =
1√
N

∑
k

e−ik·RnΨk(r). (B.1)

Obliczamy caªk¦ przeskoku w reprezentacji Blocha. Funkcje falowe w reprezentacji p¦dowej
s¡ funkcjami wªasnymi równania Schrödingera: T (r)Ψk = εkΨk.

tmn =
∫

d3rΦ∗cm(r)T (r)Φcn(r) =
1
N

∑
kk′

∫
d3re+ik·Rme−ik

′·RnΨ∗k(r)T (r)Ψk′(r)︸ ︷︷ ︸
=εk′Ψk′ (r)

(B.2)

=
1
N

∑
kk′

e+ik·Rme−ik
′·Rnεk′

∫
d3rΨ∗kΨk′︸ ︷︷ ︸

=δkk′

=
1
N

∑
k

εke
+ik·(Rm−Rn) (B.3)
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Podstawiaj¡c ten wynik do cz¦±ci kinetycznej hamiltonianu PAM dla elektronów z pasma
przewodnictwa:

∑
mnσ
m6=n

tmnc
†
mσcnσ =

∑
mnσ
m 6=n

1
N

∑
k

εke
+ik·(Rm−Rn)c†mσcnσ =

∑
k

εkc
†
kσckσ, (B.4)

gdzie operatory kreacji i anihilacji elektronów w pa±mie przewodnictwa w reprezentacji p¦do-
wej maj¡ posta¢:

ckσ =
1√
N

∑
m

e−ik·Rmcmσ, (B.5)

c†kσ =
1√
N

∑
m

e+ik·Rmc†mσ. (B.6)

Podobnie nale»y przetransformowa¢ czªon hybrydyzacyjny:∑
imσ

Vima
†
iσcmσ + V ∗imc

†
mσaiσ =

∑
ikσ

Ṽika
†
iσckσ + Ṽ ∗ikc

†
kσaiσ. (B.7)

Ostatecznie hamilotonian PAM ma posta¢:

H =
∑
k

εkc
†
kσckσ + εf

∑
iσ

Niσ + U
∑
i

Ni↑Ni↓︸ ︷︷ ︸
H0

+
∑
ikσ

Ṽika
†
iσckσ + Ṽ ∗ikc

†
kσaiσ︸ ︷︷ ︸

H1

(B.8)

B.2 Transformacja kanoniczna.

Podobnie jak w rozdziale 4 dokonujemy transformacji kanonicznej:

H̃ = e−iSHe+iS = H0 +H1 − i[S,H0]− i[S,H1] +
i2

2
[S, [S,H0]] + ... (B.9)

i narzucamy warunek taki, by H̃ nie zale»aªo liniowo od H1:

H1 − i[S,H0] = 0, (B.10)

gdy» nie interesuj¡ nas procesy liniowe w H1 (przeskoki pojedynczego elektronu) tylko wirtu-
alne procesy wy»szych rz¦dów, poniewa» zakªadamy, »e elektrony 4f s¡ zlokalizowane w stanie
ko«cowym. Mo»emy znale¹¢ posta¢ operatora S z równania (B.10). Poniewa» proces hybry-
dyzacji ma znacznie mniejsz¡ energi¦ |Ṽik| << U, εf , czªon hybrydyzacyjny w hamiltonianie
(H1) mo»emy traktowa¢ jako zaburzenie.
S jest macierz¡ hermitowsk¡. Dla uproszczenia oblicze« mo»emy zapisa¢:

S = S1 + S†1 (B.11)
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i zgadujemy posta¢ operatora S1:

S1 = −i
∑
ikσ

(
Ṽik

εk − εf − U
Niσ̄c

†
kσaiσ +

Ṽik
εk − εf

(1−Niσ̄) c†kσaiσ

)
. (B.12)

Aby sprawdzi¢, czy zapisany w ten sposób operator S faktycznie speªnia równanie (B.10),
nale»y obliczy¢ przydatne komutatory:

[
Niσ̄c

†
kσaiσ, c

†
k′σ′ck′σ′

]
= −δkk′δσσ′Niσ̄c

†
kσaiσ (B.13)[

(1−Niσ̄) c†kσaiσ, c
†
k′σ′ck′σ′

]
= −δkk′δσσ′ (1−Niσ̄) c†kσaiσ (B.14)[

Niσ̄c
†
kσaiσ, Njσ′

]
= δijδσσ′Niσ̄c

†
kσaiσ (B.15)[

(1−Niσ̄) c†kσaiσ, Njσ′

]
= δijδσσ′ (1−Niσ̄) c†kσaiσ (B.16)[

Niσ̄c
†
kσaiσ, Nj↑Nj↓

]
= δijNiσ̄Njσ̄c

†
kσaiσ (B.17)[

(1−Niσ̄) c†kσaiσ, Nj↑Nj↓

]
= δij (1−Niσ̄)Njσ̄c

†
kσaiσ (B.18)

Wprowad¹my oznaczenia:

H0 =
∑
k

εkc
†
kσckσ︸ ︷︷ ︸
Hc

+ εf
∑
iσ

Niσ︸ ︷︷ ︸
Ha

+U
∑
i

Ni↑Ni↓︸ ︷︷ ︸
HU

(B.19)

Teraz dla poszczególnych cz¦±ci hamiltonianu mo»emy obliczy¢ komutatory, korzystaj¡c z
(B.13)�(B.18):

[S1,Hc] = −i
∑
ikσ
k′σ′

(
Ṽikεk′

εk − εf − U
[
Niσ̄c

†
kσaiσ, c

†
k′σ′ck′σ′

]

+
Ṽikεk′

εk − εf

[
(1−Niσ̄) c†kσaiσ, c

†
k′σ′ck′σ′

])

= i
∑
ikσ

(
Ṽikεk

εk − εf − U
Niσ̄c

†
kσaiσ +

Ṽikεk
εk − εf

(1−Niσ̄) c†kσaiσ

)
(B.20)

[S1,Ha] = −iεf
∑
ikσ

(
Ṽik

εk − εf − U
Niσ̄c

†
kσaiσ +

Ṽik
εk − εf

(1−Niσ̄) c†kσaiσ

)
(B.21)

[S1,HU ] = −iU
∑
ikσ

Ṽik
εk − εf − U

Niσ̄c
†
kσaiσ (B.22)

Dodaj¡c do siebie powy»sze wyniki i mno»¡c razy i, otrzymujemy faktycznie H1. W ten
sposób sprawdzili±my, »e S zaproponowany wzorem (B.12) jest rozwi¡zaniem równania (B.10).
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W nast¦pnym kroku chcemy policzy¢ drugi rz¡d rozwini¦cia, czyli musimy znale¹¢ do-
kªadn¡ posta¢ komutatora [S,H1]. Pomocniczo liczymy nast¦puj¡ce komutatory:[

Niσ̄c
†
kσaiσ, c

†
k′σ′ajσ′

]
= δijδσ′σ̄c

†
k′σ̄c

†
kσaiσ̄aiσ (B.23)[

(1−Niσ̄) c†kσaiσ, c
†
k′σ′ajσ′

]
= −δijδσ′σ̄c†k′σ′c

†
kσaiσ̄aiσ (B.24)[

Niσ̄c
†
kσaiσ, a

†
jσ′ck′σ′

]
= δijδσσ′Niσ̄c

†
kσck′σ′ − δijδσ̄σ′a

†
iσ̄c
†
kσck′σ′aiσ−

− δkk′δσσ′Niσ̄a
†
jσ′aiσ (B.25)[

(1−Niσ̄) c†kσaiσ, a
†
jσ′ck′σ′

]
= −δijδσσ′ (1−Niσ̄) c†kσck′σ′ − δijδσ̄σ′a

†
iσ̄c
†
kσck′σ′aiσ−

− δkk′δσσ′ (1−Niσ̄) a†jσ′aiσ (B.26)[
c†kσaiσ, a

†
jσ′ck′σ′

]
= δijδσσ′c

†
kσck′σ − δkk′δσσ′a

†
jσaiσ (B.27)[

c†kσaiσ, c
†
k′σ′ajσ′

]
= 0 (B.28)

i korzystamy z nich, aby obliczy¢ komutator [S1,H1]:

[S1,H1] = −i
∑
ikσ
jk′σ′

 ṼikṼjk′

εk − εf − U
[
Niσ̄c

†
kσaiσ, a

†
jσ′ck′σ′

]

+
ṼikṼ

∗
jk′

εk − εf − U
[
Niσ̄c

†
kσaiσ, c

†
k′σ′ajσ′

]
+
ṼikṼjk′

εk − εf

[
(1−Niσ̄) c†kσaiσ, a

†
jσ′ck′σ′

]

+
ṼikṼ

∗
jk′

εk − εf

[
(1−Niσ̄) c†kσaiσ, c

†
k′σ′ajσ′

]
= −i

∑
ikk′σ

ṼikṼik′

εk − εf − U
Niσ̄c

†
kσck′σ + i

∑
ikk′σ

ṼikṼik′

εk − εf − U
a†iσ̄c

†
kσck′σ̄aiσ

+ i
∑
ijkσ

ṼikṼjk
εk − εf − U

Niσ̄a
†
jσaiσ − i

∑
ikk′σ

ṼikṼ
∗
ik′

εk − εf − U
c†k′σ̄c

†
kσaiσ̄aiσ

+ i
∑
ikk′σ

ṼikṼik′

εk − εf
(1−Niσ̄) c†kσck′σ + i

∑
ijkσ

ṼikṼjk
εk − εf

(1−Niσ̄) a†jσaiσ

+ i
∑
ikk′σ

ṼikṼik′

εk − εf
c†kσck′σ̄a

†
iσ̄aiσ + i

∑
ikk′σ

ṼikṼ
∗
ik′

εk − εf
c†k′σ̄c

†
kσaiσ̄aiσ (B.29)

Korzystaj¡c z wyniku (B.29) i obliczaj¡c posta¢ komutatora
[
S†1,H1

]
mo»emy znale¹¢ drugi

wyraz rozwini¦cia perturbacyjnego. Wprowad¹my dodatkowe oznaczenia:

− i
2

[S,H1] = − i
2

[S1,H1] +H.c. = H′0 +Hex +Hdir +Hpair, (B.30)
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gdzie rozdzielono cz¦±ci hamiltonianu odpowiadaj¡ce za poszczególne procesy.

H′0 =
1
2

∑
ijkσ

 ṼikṼjk
εk − εf − U

Niσ̄a
†
jσaiσ +

ṼikṼjk
εk − εf

(1−Niσ̄) a†jσaiσ

+H.c. (B.31)

Hex =
1
2

∑
ikk′σ

(
ṼikṼik′

εk − εf − U
a†iσ̄c

†
kσck′σ̄aiσ +

ṼikṼik′

εk − εf
c†kσck′σ̄a

†
iσ̄aiσ

)
+H.c. (B.32)

Hdir = −1
2

∑
ikk′σ

(
ṼikṼik′

εk − εf − U
Niσ̄c

†
kσck′σ −

ṼikṼik′

εk − εf
(1−Niσ̄) c†kσck′σ

)
+H.c. (B.33)

Hpair =
1
2

∑
ikk′σ

(
− ṼikṼ

∗
ik′

εk − εf − U
c†k′σ̄c

†
kσaiσ̄aiσ +

ṼikṼ
∗
ik′

εk − εf
c†k′σ̄c

†
kσaiσ̄aiσ

)
+H.c. (B.34)

posta¢ przetransformowanego hamiltonianu H̃ (B.9):

H̃ ≈ H0 +H′0 +Hex +Hdir +Hpair (B.35)

Wyraz H′0 dany wzorem (B.31) odpowiada za przesuni¦cie poziomu energetycznego elek-
tronów 4f . Wyraz Hex (B.32) opisuje pojedynczy przeskok elektronu zwi¡zanego z atomem do
pasma przewodnictwa lub na odwrót ze zmian¡ spinu na przeciwny, natomiast Hpair (B.34) �
podwójny przeskok fermionów: dwa elektrony 4f mog¡ przej±¢ do pasma przewodnictwa lub
z powrotem. Ostatni wyraz Hdir mówi, »e w wyniku oddziaªywania mo»liwa jest zmiana p¦du
elektronów z pasma przewodnictwa.

B.3 Ró»nice pomi¦dzy transformacj¡ kanoniczn¡ a trans-

formacj¡ Schrie�era - Wol�a

Zasadnicz¡ ró»nic¡ pomi¦dzy transformacj¡ Schrie�era-Wol�a a przedstawion¡ w tej pracy
transformacj¡ kanoniczn¡ jest podej±cie do wyrazu hybrydyzacyjnego. W transformacji Schrie�era-
Wol�a opisanej w tym rozdziale chcemy przeksztaªci¢ caªy wyraz odpowiedzialny za mieszanie
elektronów 4f z elektronami z pasma przewodnictwa. W rezultacie w pierwszym nietrywial-
nym rz¦dzie rozwini¦cia otrzymujemy oddziaªywanie Kondo. Caªkowita liczba elektronów ato-
mowych

∑
iNi jak i z pasma przewodnictwa

∑
i ni s¡ zachowane.

Natomiast w transformacji kanonicznej przedstawionej w gªównym tek±cie tej pracy roz-
dzielamy wyraz hybrydyzacyjny na procesy nisko- i wysokoenergetyczne, a nast¦pnie prze-
ksztaªcamy jedynie te drugie. Zachowana jest jedynie caªkowita liczba elektronów.

40

2583706574(44)



Dodatek C

Oszacowanie wyrazu Falicova-Kimballa

Wwyprowadzeniu periodycznego modelu Andersona (3.11) zaniedbano oddziaªywanie kulom-
bowskie pomi¦dzy elektronami zalokalizowanymi i zdelokalizowanymi, czyli wyraz Falicova-
Kimballa. W tym rozdziale spróbujemy uzasadni¢ to zaªo»enie. Oddziaªywanie pomi¦dzy fer-
mionami a i c znajduj¡cymi si¦ na tym samym w¦¹le i-tym ma form¦:

Ucf

∑
i

Nini. (C.1)

Wprowad¹my operator zliczania wszystkich elektronów:

n
(e)
i = Ni + ni (C.2)

i za jego pomoc¡ oraz to»samo±ci (Ni)
2 = Ni + 2Ni↑Ni↓ przeksztaªcamy wyraz Falicova-

Kimballa:

Ucf
∑
i

Nini = Ucf
∑
i

Ni

(
n

(e)
i −Ni

)
= Ucf

∑
i

Nin
(e)
i − Ucf

∑
i

Ni − 2Ucf
∑
i

Ni↑Ni↓. (C.3)

Drugi i trzeci wyraz w wyra»eniu (C.3) mo»emy wª¡czy¢ do PAM (3.11), przede�niowuj¡c
odpowiednio εf → εf − Ucf oraz U → U − 2Ucf . Natomiast pierwszy wyraz w (C.3), je±li
ograniczymy si¦ do intersuj¡cego nas zakresu, gdy liczba wszystkich elektronów na i-tym w¦¹le
wynosi n

(e)
i ≈ 〈n

(e)
i 〉 = 2, mo»emy równie» wyeliminowa¢ przesuwaj¡c poziom energetyczny

εf → εf + Ucf .
Pomini¦cie wyrazu Falicova-Kimballa mo»emy te» uzasadni¢, przeksztaªcaj¡c (C.1) do

postaci:

Ucf

∑
i

Nini = const− Ucf
∑
i

(1−Ni)ni, (C.4)
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a nast¦pnie zauwa»aj¡c, »e jest on maªym przyczynkiem w interesuj¡cym nas obszarze, gdy
〈Ni〉 ≈ 1− δ, gdzie δ << 1.

Podsumowuj¡c, wprowadzenie do periodycznego modelu Andersona (3.11) wyrazu z od-
dziaªywaniem kulombowskim pomi¦dzy elektronami zalokalizowanymi i zdelokalizowanymi
prowadzi do przeskalowania εf oraz U .
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