
H =
∑
j

ϵj nj (1)

ϵj : energia nieoddziałującej cząsteczki,

j : liczby kwantowe parametryzujące stan pojedynczej cząstki

(uwzględniające również rzut spinu).

przypadek nierelatywistyczny: ϵk⃗ = Ek⃗ = E(n1, n2, n3) =
π2ℏ2

2mL2
(
n21 + n

2
2 + n

2
3

)
, ni ­ 0

podsumowanie:

a) bosony bezmasowe (µ = 0)

F = σ β−1
∑
j

ln
(
1− e−βϵj

)

b+c) bosony z masą i fermiony

Ξ = −pV = −β−1 lnZG = −kBT
∑
i

lnZG,i

=
∑
i

[
−kBT ln

(
1∓ eβ(µ−ϵi)

)] górny znak: Fdolny znak: B

⟨nk⟩ = n(ϵk) = n̄k =
∑
nk

nk PG(nk)

=
1

eβ(ϵk−µ) ± 1
=

ξ

eβϵk ± ξ
; ξ = eβµ — parametr zwyrodnienia

Legenda: znak ± oznacza odpowiednio: (fermiony, górny), oraz (bosony,dolny)

N̄ ≡ N =
∑
k⃗

⟨nk⃗⟩ =
∑
k⃗

ξ

eβϵk⃗ ± ξ

B −→ ϵk ­ 0 µ < 0

gęstości stanów w różnych reprezentacjach

formalnie poprawne wzory otrzymamy, gdy

∑
i

−→ σ
∫ d3p⃗ d3x⃗
h3

p⃗=ℏk⃗=
σV ℏ3

h3

∫
d3k⃗ =

4πσV
(2π)3

∫
k2 dk =

σV

2π2

∫
k2 dk

Relacje te zależą od wymiaru przestrzeni(
p⃗ = ℏ k⃗, k = |⃗k| = 2π

λ

)
⇐⇒ (E = ℏω, ω = 2πν)



relacje dyspersji: ω = ω(k)

D(k) dk = D(λ) dλ = D(ν) dν = D(ω) dω = D(E) dE

cząstka nierelatywistyczna

E = ϵk⃗ =
ℏ2k2

2m
, ω(k) =

ℏk2

2m

1. σ D(k) dk = σ
V

2π2
k2 dk

2. σ D(E) dE = σ 2π V
(2m
ℏ2
)3/2
E1/2dE

3. σ D(ω) dω = σ
V√
2π

(2m
ℏ

)3/2
ω1/2dω

4. σ D(ν) dν = σ V
(2m
h

)3/2
2π ν1/2dν

5. σ D(p) dp = σ V
(4π
h3

)
p2dp

6. σ D(λ) dλ = σ V 4π
1
λ4
dλ

Ξ = −pV = σ
∫ ∞
0
D(ϵ)

[
∓ β−1 ln

(
1± eβ(µ−ϵ)

)]
dϵ

N̄ = σ
∫ ∞
0
D(ϵ)

ξ

eβϵ ± ξ
dϵ

E = σ
∫ ∞
0
D(ϵ) ϵ n(ϵ) dϵ ⇒ ϱ =

σ

V

∫ ∞
0
D(ϵ)

ξ

eβϵ ± ξ
dϵ

Fotony

E =
√
m2c4 + c2ℏ2k2 = ℏω dla m→ 0

ω = ck σ = 2

(
p⃗ = ℏk⃗, k = |⃗k| = 2π

λ

)
⇐⇒ (E = ℏω, ω = 2πν)



1. σ D(k) dk =
V

π2
k2 dk

2. σ D(E) dE =
V 8π
c3h3
E2 dE

3. σ D(ω) dω =
V

c3π2
ω2 dω

4. σ D(ν) dν =
V 8π
c3
ν2 dν

5. σ D(p) dp =
V 8π
h3
p2 dp

6. σ D(λ) dλ = V 8π
1
λ4
dλ


