WYKLAD 20

Statystyka nieoddziatywujgcych
gazow Bosego:
kondensacja Bosego-
Einsteina
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« Przyblizenie przez gestosc¢ stanow dla bosonéw
« Wiasnosci potencjatu chemicznego

« Kondensacja czastek do stanu podstawowego
 Energia wewnetrzna kondensatu

« Réwnanie stanu i charakter przejscia fazowego
« Ciepto witasciwe

 Pordwnanie z eksperymentem
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Rozwazymy obecnie wlasnosci silnie zwyrodniatego gazu bosondéw o

niezerowej masie spoczynkowej, dla ktorego liczba bosonow jest za-
chowana, np. *He.

Gdy liczba czgstek nie jest zachowywana, termo-
dynamika nieoddziatywujgcych bosonéw jest bardzo

prosta, bo znika potencjat chemiczny (patrz wyktad
dotyczacy fononow i fotonow)

Jednak w uktadzie z ustalona liczba czastek

(w naszym przypadku — sredniej liczby czastek)

ten, jakby sie wydawato ‘niewinny formalizm’
prowadzi do niezwyktych przewidywan, nie majacych
odpowiednikow dla fermionow, czy fizyki klasycznej.
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Zalozmy., ze degeneracja zwiazana ze spinem wynosi

g = 2s+ 1 (s : spin bosonu).

oczywiscie

1 | _ .1
n(¢) = =0 (zawsze! ).

eﬂ {Ek_.lu) _1 Bleg—p)>0

j> = €in (= 0)

Zatem przy zatozeniu Emin = U dostajemy dla bosondw

(=0 Zawsze!
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Przypominam (wyktad 15) :

od3xd>p o:degeneracja
h3 spinowa ) '
Jesli dodatkowo kierunek pedu nie jest istotny, wtedy pedowa gestoSC stanow
oV Ar p?dp
h3

w objetosci d3xd3p przestrzeni fazowej mamy standéw (

(wycatkowana po objetosSci)dana jest przez D(p)dp = = D(E)dE =

D(k)dk = D(v)dv = D(w)dw = D(A)dA, gdzie
2

l 2T
p=Tlk h=-- k=|kl= N Ezha)zp—, w = 2mV.
i Zm

W szczegdblnosci, dla bosonow:

2 3
V B( —p—) 2mo(2m)2V
BE = 713 fln(l _e \TEm)y g3y, ro(2m) fln(l — ePW=ENE dE

D(E)dE = Zna(hm)ZV\/_dE
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Potencjal chemiczny wyliczymy, jak zwvkle, z warunku na N:

\ ! (T o ._-lll‘.‘T‘r ) 3:"'2 & (]f
o ”I(‘I‘ (e —pt) o 3 ("_?”) S3(e—p)
0 — 1k |, el
J'G_k

k

Zauwazmy, ze j rosnie z malejaca temperatura. Aby to zobaczy¢ wystarczy zrozniczkowac

funkcje nwiktana N/V = p(p, kT ) po temperaturze . Zaktadajac, ze gestosé jest stata, dostajemy
‘ : ) - dp
Op _op n p 0 O~ BkgT
..) " . ! o , — i - k:
Op kT~ PkpT kT %::

J' O e—p eBle—H) *.,.-"""_':1 £
0 '

fJJH B ' (kpT)? |::.e>.-"-‘][-5 Bl :Il2 O} .
{j[ [ HT::I oo 1 ePble—u) Jede ! :: > O(kyT) ~

.fu kgl |r Ble—p)_1)°
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Stad wnioskujemy, ze jesli dla danego uktadu znajdziemy dodatnia temperature Ty dla

ktorej p(Ty) = 0, wtedy p = 0 dla wszystkich temperatur 7" < Tj.

o
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[stotnie, taka temperatura 7, istnieje i mozna ja wyznaczyé kladac g = 0 we wzorze

. ,_ a 2wV e [ et/ 2de
N = E nieg) = E - — = —(2m ) \ —.
LA k=) h.% Jo ele—p)

[ 5

Wtedy

_ ans L 2mo a2 [ 12 de
V/1 2
p = N/V =——(2m)” —

h?3 Jo ec/kplo ]

-':ll.-'llﬁ L
, ?’smﬂHT | ~ Vadr
— 27T _

[(3,/2)013,/2)~=2.31

- 3.320% L,
=) | keTox n—ptt >0,
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Jak wezesniej ustalilismy g = 0 dla Tg

oznacza = 0V < T,. Lecz pray T < Ty,

warunek na N moze by¢ spelniony tylko dla mniejszej liczby czastek

\T 20 g [T e
p = NV =——(2m)” T
.IF;I-' . [] E.Jf"l Bfo — :I.
-':ll."llg
QJ'FE.IEL';}T[] ' - rda
—  Zha :
hj Jo et — ]
[(3/2)¢(3/2)~2.31
i T :il."llg
—) N (T<T)
> NYT) =< \ g
N (T = Tilj
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( T 3/2
— \ 1 < T,

VH(T) = < (Tu) < o)
\ \ (17" = Ty)

T 3/2 |

N* (f>
1" N ‘
0 |
1 T/To

Co sie dzieje z czastkami 7 Srednia liczba czastek w ukladzie jest przeciez stala i

wynosi N. Gdzie sa czastki N — N*(T)7

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna

10



© Lech Longa

Co sie dzieje z czastkami ?

Wty celu przyvpatrzmy sie jeszeze raz wzorowi na srednia liczbe czastek:

_ o | , -y
N = HZ- nieg) = Z pleg—p) — 17 ktory zastapilismy przez;
|E1'

lil'ro-k

2roV 50 \3/2 e
h-,:'i \ 271 f_..'.I'I:f—It.!:I —1
0

Zatem jesli czastkiwyladowaly”w stanie podstawowym o energii € =0,
wtedy wzor na N nie zliczvlby ich poprawnie. Rzeczvwiscie, to jest wlasnie powdd dla

ktorego otrzymalismy N*(T) < N

Pokazemy to obecnie:
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— 1

nieg) = — —— A — |
ST el — 1T Bleg — )

Blex—1)>0
W szezegdlnosei n(eg) moze by¢ rzedu O(N), gdy B(co—p) ~ O(N ™)
Bleg — p) = O(N71). Jest to odzwierciedleniem faktu, Ze nic nie stoi na przeszkodzie
aby wszystkie bosony byly w stanie o minimum energii. Dla bosondw nie ma bowiem za-
sady wykluczania jak w przypadku fermiondw. 7Z drugiej strony, w przyblizeniu ciaglym,

przyvezyvnek do N wokot stanu podstawowego jest rzedu:

w .".' ) .llll . .II\.}
. 7 o € Y 2{]( e1:plerwszy stan wzbudzony _ | o { L 2(1{ R Lo L “dle - 1/2
ng ~ V —— ~ V — SV — ~ Ve
e (“]U —p) J_ J0 :") I__( _ J“I_,l J })(
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. [ ede Y
g £V / Vel

Jesli teraz wziac dla przvkiadu czastke

swobodna w pudle:

2 21.2 2 P : a4
iz h=k h 2 L 2 | 2
I{ —_— —_— —_— J:irj;-\"'-"l'xﬂ |: -ir?'l ”(_j 'ir?.':'lll'

repmang 2m 2m

todv _ _ h?
wtedy €p = €211 — €111 = g3

=13 — 1/2/3 L N2/3

oraz ng ~ V-

niezaleznie od bliskosci € 1 (a wiec znika w
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Stan podstawowy i jego obsadzenie muszg byc¢ explicite
uwzglednione w formule na N:

T 2maV g [T e 2d
N = . _ (2m )™~ —
e~k — 1] hs 0 eOle—p) — ]
N— ——

Jesli Ny jest rzedu O(N) wtedy Ng/N nie zmika w granicy termodynamicznej, w przeci-

Wiy razie mozemy zanledbad.

Ktos mogiby w tym momencie postawi¢ zarzut, dlaczego nie zrobic¢
podobnego rozumowania dla kolejnych stanow wzbudzonych;

byé moze takie przyczynki tez sa rzedu O(N) do N.

Otéz okazuje sie, ze nie: patrz dodatek
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Rozwigzaniem paradoksu jest zastgpienie

He—p) 1

h:%

: 2raV a0 Ve
N= No + (2m)*/? /
“ 0

h.‘?- F_-.'J'[r—,c.!:l — 1

G

-~

N(T)

w przypadku gdy =0

2oV a0 V2
N= = (2m)%? / r | przez
0

No= N(e=0)

Alternatywa mégiby by¢ rachunek, gdzie sumowanie we wzorze [\

1

przeprowadza sie explicite po k = {ny,ny,n3} z €, 1,0, = .\...';(i_.-v?f"f +n2 +n?),
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DlaT < Ty

df No df N-N“T) _ [1 _(l)ﬁﬂ]

0="N = " n T,
DlaT >Ty: ng =0
_ N mv 32 2 oy 2amkg T2 g pe xR
N=N*= @my’* |7 effﬁsT—ﬁ#_1 de = V| = ) =l w5 d x
|
A\ J

g € 3/

ma rozwiazanie dla x <0. W tym przypadku ny znika w granicy
termodynamicznej. Stad

16
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1l
o

T::-Tn

1 mamy przejscie fazowe
dla T=T,

(to przejscie nazywa sie
kondensacjgq Bosego
Einsteina)

1T,

Jest to ‘’kondensacja” molekut w stanie podstawowym o pedzie k=0.
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Funkcje termodynamiczne

S
= -4
E
-6
0 I 2
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Obsadzenia poziomow w f-cji energii

1

n - —
eﬁ (e=p) +1

Nn(e)

BE occupation number

o T/

L5
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Energia wewnetrzna

E =0 =\Zk,akn(ek) Ekj
Y

Przyczynek daja jedynie czastki o energii > 0

2 toV *© el/2
(2 m)mf e de

h3 0 ele-u) B - 1
2 oV ®  x3/2

~ VT2 (dla T < To)
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Rownanie stanu

2 2 7TO %372
° 3 ( h3 (zm) (es 1) 0o eXx-Bu_1 dx
~ T2 (dla T < Tp; niezaleznie od V !)
oraz wzd1éz T=Ty: Ty ~ 92/3 ~ y-2/3
— po ~ v 5/3
N 2mky T \ 3/2 x1/2
P = — = 27r0( ) d x

Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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czastki o zerowym pedzie

nie wywieraja cisnienia; przy
sprezaniu wiecej czastek

przechodzi do stanu

podstawowego (podobnie jak dla
fotonobw- z tym, ze fotony anihilowaty
do prozni) .

T5/2

Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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KBE jest przejsciem I-szego rodzaju

2

(r. Clapeyrona)
dT ) wzd1oz krz. wspol. T(] AV

= AH # 0

Jest to dosyc¢ niezwykte przejscie fazowe I-szego
rodzaju, poniewaz kondensat nie ma objetosci,
a zatem system ma jednorodng makroskopowgq
gestosc, a nie dwie rozne gestosci jak np.

dla cieczy 1 gazu.

Kondensacja zachodzi w przestrzeni pedow, poniewaz
wszystkie czgstki kondensatu majq zerowy ped.
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Ciepto wiasciwe
(Z—E) ~T3/2 1<,

3
Cv (T=T0) "—"’1925kBN > ;kBN (T—) CO)

6CV NkB

( ) = 2.89 (T < T,)
OT /v, T»Ty To
OCy Nkgz

( ) = -0.77 (T > To)
OT /v, r-T," To

Zatem w cieple wlasciwym mamy ostrze
w temperaturze T =T, .
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KBE - przewidziana przez Einsteina w 1924:
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Nadplynnoéé w ciektlym helu *He
ma zwigzek z KBE:

eDla T =4.22K *He staje sie cieczg

-Dla T, = 2.17 *He staje sie nadciekty
eLondon w 1938 zaproponowat, ze nadciektosc to KBE

Z modelu nieoddziatywujacych bosonow
T, = 3.15 K

Stan nadciekty jest daleki od stanu nieoddz.
bosonow, frakcja nadciekta nie dgazy do 100%,
a stabilizuje sie wokot znacznie mniejszych
wartosci (~10%)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Cv
Nkg
3/2
........... 32-f e fd o o ITTmmmem 2
Granica klasyczna
T3;’2
y .
1 T
To

eLogarytmiczna rozbieznosc

Maleje jak T3 ——

KBE

Ciekty hel:
Przejscie A
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W 1995 zrobiono prawdziwg KBE
dla ultrazimnego gazu atomow rubidu o matej
gestosci, zamknietych w atomowych putapkach.

M =87 m
To = 8.57*10° 8

srednia odlegtosé = 4641.6 A
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DODATEK

Dowdd, ze obsadzenie stanow wzbudzonych
znika w granicy termodynamicznej:

o - o
efei-i—1 7 Ple—p)

np. N(e) = N(€211 —€111) =

ale

Pler—pu) = Pleg —p) + Ple1 — ) = Pler — €)
. v—2;3 ~ N—2;3

= n(¢;) s N??, w wiecznika w granicy term.
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