Rozktady:

Kanoniczny,
Wielki Kanoniczny,
|zobaryczno-lzotermiczny
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Rozklad Mikrokanoniczny
(przypomnienie)

S= kg IN( Q(E,V.{x;},{N;}) )

Z fenomenologii:

S = SWU,V, (), (N
1 p X; i H i
dS = TdU + £dV -} Z-dx - ) 2dN,

Niestety, rachunki przy uzyciu rozkladu mikrokanonicznego
(wyznaczenie Q(E,V,{x},{N;}) )

nie s3 latwe. Wprowadzimy teraz inne rozklady, przy pomocy
ktorych rachunki sq znacznie prostsze.
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Rozkiad Kanoniczny

Formalizm mikrokanoniczny (R.M.) jest prosty koncepcyjnie, lecz
rachunki sg mozliwe do przeprowadzenia jedynie w kilku

bardzo wyidealizowanych przypadkach. Zatem wyjscie poza
rozktad mikrokanoniczny jest koniecznoscia. Ale jak to
zrealizowac? Zauwazmy, ze zrodlem trudnosci w postugiwaniu
si¢ R.M. jest koniecznos¢ kombinatorycznego wyznaczania

liczby sposobow redystrybucji danej ustalonej energii pomigdzy
poduktady. Naturalnym, narzucajacym si¢ rozwiazaniem

jest usuniecie ograniczenia na to, zeby uklad byl izolowany.
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E(i) : I1-zbior liczb kwantowych charakteryzujacy
mikrostan ukladu

Uklad moze wymienia¢ energie¢ z otoczeniem

Otoczenie- termostat

Otoczenie iZOIaCja
adiabatyczna:
DQ =0IE_ = const

Termostat (otoczenie) ma - z definicji- nieskonczenie wiecej stopni swobody niz
uklad

Policzymy prawdopodobienstwo P(i) tego, ze uklad
znajduje si¢ w mikrostanie o energii E(i).
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Zanim przystapimy do rachunkow postuzymy si¢ przykladem:

E(i)

o
=12 (Ec)

Biale kostki: termostat

| 2
P1)= —
25

3
P2)= —
| 25
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Wynik na kostce czerwonej monitorujemy
jedynie wtedy gdy suma wszystkich oczek = 12.
12 reprezentuje tutaj stalos¢ energii U+O.

Pytamy o czestos¢ wystgpienia 1,2,3,4,5,6 na k. cz.

Qo (Ec—E@)

Qo.+u (EQ)

6
P(5) = =

s P =
P®6) = —

25



Oa(Ec—-E So (Ec-E (i)-So.u (E¢)
P (l) — (o) ( C ( )) _ e -
Qo.u (Ec)

Wzor wynika z czestosciowe] def. prawdopodobienstwa 1 z zalozenia réwnego,
a’priori prawdopodobienstwa wszystkich mikrostanow U + O (zalozenie moleku-
-larnego chaosu).

Zalozmy obecnie, ze w rownowadze sredniaenergia ukiadu
wynosi U (= E), a otoczenia Ec —U. Przy tym podpodziale

Soiu(Ec) = Sog(Ec-U) + Sy L) (patrz poprzednie rozwazania)
Podobnie, E
DN

So(Ec:-E()) = SQ(KEC -U + U - E(i}) = (rozwijamy wokél polozenia

réwnowagi )

980 .
So(Ec-U) + —|ce..u U-E@®) + ...

Oe
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UWAGA: opuszczone wyrazy znikaja w granicy termodynamicznej,

wzietej po M (— ) -czastkach otoczenia; Termostat ma nieskonczenie
wiecej stopni swobody niz uklad- z definicji-:

Qo (Ec—E 1)) So (Ec—E (i)-So,u (Ec)

PO = = @ Kg
Qo.u (Ec)

M

y

U-EG)

So.u(Ec) = So(Ec-U) + Sy (V) To

- SyU)

(wyrazenie pod eksponentsy)

i dSo i
So(Ec-E(i)) = So(Ec-U) + o |=Eey (U-E()
€
U-E()
= So(Ec-U) +
To
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Stad

So (E¢—E (i))— So;u (Eg) U—To Sy (U) _E
P = € Kg = ¢ kTo x € KeTo

(") slad potermostacie pozostat jedynie jako To
(+ warunki termalizacji)

(") czynnik wystepuje tak czesto, ze pomijasie 'O’
ke To
1 1 1
oraz oznacza przez g: = = f
ke To ke To ke T

U-ToSyU) = F] (rwnowagowy potencjal Helmholtza uk} )

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



Pl = T e PED
)

(pehni role niezaleznej od stanu ukiladu

stalej normalizacyjne] rozkiadu )

P =1= ) EO

{i} {i}
h R
Z

F-cja rozdzialu rozkladu kanonicznego

-

stad dalej

iy = 71 o, PED
7 =1 = |F = _ﬁ_1 InZ Pl =2 e
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F= -8'InZz PGi) = Z71 ¢ PED

Srednia energia U dana jest przez:

A = SCEMBm = S EM Z e 50 I

{ {

=2 S Elipe E0 Z'1[ d Zf—ﬁEm]

i of

0
——[InZ] = F - T@F/8T)

ap /

]
N
I—L
=)
= | =
N
N c——
1]

= (F + TS) (co bardzo dobrze znamy) |
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Rozkiad kanoniczny (podsumowanie):

PG = Z' ¢ PED,

Z Zre_ﬁE M

+ warunki termalizacji
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Model dwustanowy liczony rozkladem kanonicznym

—0 O O +Eo (N, - czastek)
e e e e e — B (N = CZgStekK)
E = Egs, gdzie s = +1; s : stopien swobody parametry—'

—zujacy stan pojedynczej czastki

{I} = {S1, S2, -y SN} Sa = 11‘

E() = E(S, S2, v SN) =B ) s,

a=1,..,N

Z DI ZZ

{s1=%1} {s2= {sn=+1)
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7 — Z:P—ﬁE(i}

{l}

stad

2= 3 X

{s1=2%1} {s==%1}
— [ Z E_:BED51 ] [
{s1==1}

= 21” gdzie
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E(l) = E(51, S2; ey SN) = Eo

Z E_’S Eo(S1+5S2 +...+ SN)

{sn= %1}
Z -BEgs; ] [ Z -B Eq sy ]
e e
(Sy= 1) (sy= 1)
Z1 = Z E_‘BEG 1 = E_ﬁED + eﬁEﬂ

[s1= %1}
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Zatem
Z = [2 cosh (ﬁEg}]”
I mamy

F = —kg T N In[2 cosh (BEo)]

)
U= -Z'—2Z = _NEptanh (BE,) itd.
ap

*Otrzymalismy wzory identyczne z ‘mikrokanonicznymi’ — poza ujemng
temperatura- bowiem tutaj T jest temperatura otoczenia:

*Musimy dolaczy¢ warunek termalizacji- w przeciwnym razie nie mamy
1owWnowagi:

*Rachunek jest trywialny
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Mechanika statystyczna malych ukladow: zespoly
PG = Z7" ¢FEO

7 — Zﬁ—ﬁE(i)

{1

*W odroznieniu od fenomenologii rozklad kanoniczny

mozna stosowa¢ do malego ( niekoniecznie
makroskopowego) ukladu pod warunkiem, ze jest on w
kontakcie diatermicznym z termostatem. Mozemy sobie
wyobrazi¢ wiele identycznych replik danego uktadu.
‘Zespol’ replik stanow1 uktad termodynamiczny do ktorego
stosuje si¢ fizyka statystyczna.
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15



-
Wielki rozkiad kanoniczny
/
/
/

Otoczenie- termostat ‘

/
/
.l" —
’fﬁ“&‘__g_.——f__f_'__\\__ 'IIII
Otoczenie
E. = const

. =
QQ Nc = const
Ve = const

_/ﬁd___

Uklad moze wymieniac energie i czastki z otoczeniem

Qo (E--E(,N So(Ec—E(i,N),Nc =N)-Sg.; (Ec,Nc)
PG, N) = o(Ec—E(1,N)) _ e -
Qo.u(Ec, No)
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- So (Ec=E(i,N),Ng - N)-So y (Ec,N
Qo (Ec-E(, N)) 0 (Ec—E(L,N), Nc - N)-So.y (Ec,Nc)

Pi,N) = = @€ ks
Qo.u(Ec, N¢)

Zalozmy, ze w rownowadze U+O:

energia ukiadu: U
energia otoczenia: Ec - U
liczba czastekw ukt. Ny

liczba czastek w otoczeniu: N¢ - Ny

So.u(Ec, No) = So(Ec-U, Nc - Ny) + Sy, Ny

Jak poprzednio, rozwyamy entropie otoczenia wokol
stanu roOwnowagi:

SD(EC—E“,N}, Nc -N) = S{}( EC -U+U-E(G,N), NC_ Nu+ Nu—N]
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So (E¢—E(I,N), N¢ = N)- Sy (Ec,Ne)
Kg

So(Ec—E(, N), Nc =N) = So( Ec —U + U - E(i,N), Nc — Ny+ Ny—N)

| So.u(Ec, Nc) = So(Ec-U, Nc — Ny) + Sy(U, Ny)

So(Ec—E(,N), Nc =N) = Sg(Ec-U, Nc - Ny +

i 350 \ _
T'D ---_--*[+ e=E--U, ' (U_ E(Iu N})
\, . de 1=Nc-Nf
_Ho _ 3 So x
To o = ey, (Nu-N) +
\ 9 &I? 1}:”;;—!!5';
U-E(G,N)
(M > ®) = Sg(Ec-U, Nc - Ny + _ L0 (Nu-N)
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M: liczba stopni swobody
otoczenia
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So (Ec—E(i,N),Nc —N) — Sg_y (Ec,N¢)

P(i,N) =e€ ke

So(Ec—-E@(, N), Nc =N) - Sp,y(Ec, No) =

U-EG,N) o
— — (Ny-N) - Sy (U, Ny

To To

i wstawiajac do wyjsciowego rozkladu otrzymamy:

U—Tg Sy (U)— g Ny E (I,N)—pig N 1
P (i, N) — ﬁ kE TQ % lc kE To — Z i kg To

U—TQSU(U)—}I(JNU = F-G = Z = —POVU

(poniewaz wielkosci okreslone sg w rownowadze - opuszczamy
indeks 'O")
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__E(i,N)—oN
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U=Tg Sy U= pig Nu _E(i.N]—;IQN 1 _Eliqnl—HQN
Pi,N) = @ ke To x ¢ %o =72 ¢ FT
U-ToSy(Eu)—oNy = F-G = Z = -poVy
(poniewaz wielkosci okreslone sa w rownowadze — opuszczamy
indeks 'O
Rozktad wielki kanoniczny:
P(i,N) = e PPV —BIEGN) —uN] _ -1 —B[EGN) -uN]
: _ _
. : Dyskretna transformata Laplaca (wzgl. N)
~BIE (iN)- E N -B E(iN N ) . ;
Z = Zf’ Al B e’ Z e P EON — > funkcji rozdzialu Z(N,V,T) wyliczonej
(i, N} ™ (i) dla rozktadu kanonicznego
\

)

) ) Z(NV.T)
== -pV =- InZ

+ warunki termalizacji
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Rozkiad izobaryczno- izotermiczny

Dopuszczamy zmiane objetosci (N=const)

Rozktad izobaryczno - izotermiczny:

PG, V) = fﬁ[U— To Sy (Ey) + po Vul f—ﬁ[E{LV} +po V] .'E"SG E—ﬁ[E{LW +pV]

2—1 f—ﬁ[E{LV} + pV]

_ _ -BIE(i,N) + pV] _ : -gpV Z -B E(i,V) Transformata Laplace’a wzgl. objetosci
£ = f ‘WZE = f dV e € funkeji rozdziatu Z(N,V,T) wyliczonej

(i} i dla rozktadu kanonicznego

G

~1
- InZ (wyprowadzic)

+ warunki termalizacji
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Czy mozna wyeliminowac wszystkie ograniczenia
pozwoli¢ na: wymiane energii, wymiane czastek
fluktuacje objetosci?

[ ST SN

Odpowiedz: Taka procedura nie prowadzi do
nowego rozkladu bowiem T,y oraz p nie sa
niezalezne !

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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P(|’ N) — fﬁ[U— To Sy (Ey) —po Nyl ﬁ_ﬁ [EGV) —po NIl e romd ke

P (i V) — fﬁ[u_ TO SU (EU) + Po VU] f_ﬁ [ E (i,V) +pﬂv] — rozkl. Izobaryczno-

izotermiczny

rozktad taczacy oba
powyzsze musiatby
mie¢ postac¢

' U-ToSy(Ey —toNy +PoVul -BLEGNV) —uoN +
‘P(I, N,V) = PY-ToSu(Ey) —noNy +poVyl  ~BIEGNV) 10N +po V]
H ale U-ToSy(Ey) —uoNy +poVu =0
A4

PG, N,V) = f—ﬁ[E(isN-V)-ﬂoN +Po VI
1 ] -

f‘-’“’ S e PIEGRY kol +poV] _ g

N (i)

(odpowiednik relacji Gibbsa- Duhema)
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Niektore, ogolne wlasnosci rozkladow:

*Wszystkie rozklady daja identyczne wyniki w_granicy
termodynamicznej; (podobnie jak w termodynamice, liczymy
przy pomocy rozkladu, ktory jest najwygodniejszy).

*Roznice wystepuja jedynie dla malych ukladow.
*Transformacje Legendre’a (fenomenologia) €<->
transformacje Laplaca (fizyka statystyczna).

* In (Z) posiada granice termodynamiczna dla oddz. krotkoza-
° - _d = -
-siegowych: V(r)~r (d: wymiar przestrzeni)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Na zakonczenie: zwiazek miedzy rozkladem kanonicznym
1 mikrokanonicznym

Q=0 VN & >, 1 = ) 6(E-E())

(i}

Ed)=E

(i}

_ _BE() _ .. -pE
Z = Z-e - ;Eﬁ(E—E(I))F dE

(i}

= r Z{?(E—E(i)) e PEdE - fmﬂ(E,N,V) e P E aE
E E

° \{i

0

Eo

(tr. Laplace'a rozktadu mikro)

Z(T,V,N) = me,N,V)p—ﬁEdE

(Sprawdzi¢ dla modelu
dwustanowego)
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Rozktad kanoniczny: transformata Laplaca Q(E, N, V)
wyliczonej dla rozktadu mikro-kanonicznego
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ﬁj = (px!j’ pY!j’ pZ,j)

j_

=1
1 3 3 34 32 _-fBH
ZINV,T) = f(fp1...f(fpmf(fr1...f(frme
h3NN!

A _ PR SN L
— fe 2mkg T ff p1 . fe kaETdﬁ pN

h3NN!
W (@2rmkg T)*2)" W @2x)°N?
T h? ~ Nt W
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© Lech Longa

wN

Z(N,V,T) =
N!

(2 7 mkg T)%?
h3

odna:

(1) Energia swob

F= _kgTInZ

::—kBT[NInV +

N

|

3N 2x2mkgT

= —kET{NInV+ In

3N  2xmkgT

In

2 h2

2 h2

— NInN +N]

2 h?2

(2) rownanie stanu:

Vv 3 2mmkgT
:—kBTN(In—+—In +1]

— pV = NkgT

oF Nkg T
]

oV

N V

Termodynamika i Fizyka Statystyczna

—InN!]
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oF
T /v N

(4) energia wewnetrzna:

3
U=F +TS = —NkgT

au
5 Cy= |—
aT
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| -

2

3
— NKsg
2

3
[E —p"v‘) (U nie zalezy od V)
2

(niezgodne z IIT zasada t.
-nieuwzglednienie efektow
kwantowych)
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UzyskaliSmy wyniki identyczne jak w przypadku rozkladu
mikrokanonicznego.

Uwaga: powyzszy wynik trzeba uzupelni¢ o mechanizm
termalizacji:

(a) albo jako granice w ktorej znikaja (sa zaniedby-
-walne przyczynki od oddzialywan pomie¢dzy
czastkami, ze wzgledu na duze rozrzedzenie
gazu - zgodnie z doswiadczeniem;

(b) albo poprzez termalizacj¢ na Sciankach naczynia.

Cwiczenie: przeliczyé¢ klasyczny gaz doskonaly oraz klasy-
-czne nieoddzialywujace oscylatory wszystkimi
poznanymi rozkladami. Porownaé¢ wyniki.

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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