Transformacje Legendre’a
| nowe funkcje stanu

» Poszukiwanie nowych funkcji stanu: transformacje Legendra

« Energia swobodna Helmholtza oraz Gibbsa

e (Czy istnieje potencjal termodynamiczny zalezny jedynie od zmiennych
intensywnych?
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Z, dotychczasowych rozwazan wyodregbnilismy 2 funkcje stanu:

U = U(S,V, {x}, {Nj})
dU = TdS - pdV + 3;X;dx; + 3;x;dN,;

Y

DW (praca nieobjetosciowa)

dU = (55)dS + (57)dV + (=) dxi + ...
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Ml dU = TdS - pdV + ) Xidx + Zﬂjdni‘
i J

S S (Us Vs {xi}s {Nj})

(0S) (0S)
dS = ldeU + lav’

1 [as] P (88)
T \su/) T \ov/) ™
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dVv (93 d
+ l@_le Xi + ...



{U( S! V! {Xi}, {Nj}) = TS - pV + Z'Xixi + Ej)uj Ni
S(U V. ixi), (N = $U +2V - 2 - ) 2N

SdT - Vdp + ind)q + Zdeﬂj -0
i .

Problemy z energetyczng badz entropow3a reprezentacja:

*Ekstensywne parametry wewnetrzne uktadu odgrywajg
role niezaleznych zmiennych stanu

Jest to przeciwienstwo praktyki, np. w laboratorium
fizyki o wiele latwiej mierzy¢ 1 kontrolowac¢ parametry
Intensywne, takie jak T czy p

© Lech Longa Termodynamikai Fizyka Statystyczna



Powstaje wiec pytanie:

e (Czy mozna tak przeformutowac formalizm dla U bgdz S, aby
role parametrow niezaleznych petnity niektore parametry
intensywne, bedgce pochodnymi U (bgdz S) np.

r-li) e e (5]

*Pytanie, ktore si¢ pojawia mozna wiec sformutowac
W nastepujacy sposob:
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Przypuscmy, ze
Y =Y (X0, X1, ey Xp) ) y=U lub S

af Y | »
xk — —_— <:> Czy pochodne mozna rozwazaé

O Xic jako zmienne niezalezne?

tzn. Czy mozna znalez¢ inne funkcje stanu (zalezne
od Xy ), bez straty informacji zawartej w
fundamentalnej relacji y=y(....)

Taki alternatywny opis moglby potencjalnie uproscic analizg
konkretnych problemow fizycznych.
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Rozwiazaniem powyzszego problemu jest
technika tzw. Transformacji Legendre’a

Dla prostoty rozwazymy na poczatek funkcje jednej zmienne;
niezalezne;:

y
y =yX [X,y]

d
X:_y
dx
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Chwila refleksji pokazuje, ze zwyczajne zastapienie x przez X
jest niedobre, bowiem tracimy matematyczng informacje

zawarta w oryginalnej funkcji.

d
Z. geometrycznego punktu widzenia znajomos¢ X = d_:(/

nie pozwala zrekonstrulowac¢ wyjsciowej krzywej.
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Rozwigzanie problemu otrzymamy zauwazajac, ze krzywa na
plaszczyznie moze by¢ réwnie dobrze reprezentowana na dwa sposoby:

(a) Jako zbi6r punktow o wspotrzednych [ x, y(X) ], badz jako
(b) obwiednia rodziny stycznych do krzywej
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O, ¥)
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— zwigzek y = ¢ (X) selekcjonuje podzbior
wszystkich mozliwych prostych (X, ), takich
ze ich obwiednia odtwarza oryginalng krzywa
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Xy <= X, y)

3_1 a_l
W (X) y (X)
(X,y)
©,y) \
ﬂ =X
dx
0,
O, ) d oYY , lub, rozwiazujac na v
dx x-0
dy :
p=y-—— Xx=y-Xx| y:transformacjalegendre' a
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Przyklad ‘z// =Yy — Xf\

Rozwazmy parabole. W reprezentacji (x,y)

dana jestprzez: |[y=—X

4

\Ta sama parabola wreprezentacji ¢ dana jest przez|

d 1
X=—y

dx 2
4/;=y—Xx
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= =X = Xx=2X

1 1
—x° —Xx = —4X*-X.2X = -X
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Przypus¢my, ze chcielibySmy rozwigzac
problem odwrotny:

znajac ¥ = Yy (X) chcielibysmy odzyskac y = y (X)

=y -XxXx = dy = dy — Xdx — xdX = —xdX
=y Y ;%,
X

dy
dX

= —X =

= relacja pomiedzy (X, y) oraz (X, ¥)
jest symetryczna (zewzgledu na
transformacje Legendre'a) zrelacja
odwrotna.

Stosujac zatem ponownie transformacje Legendre’'a:

- d '
‘ﬂ’=¢’—x—w=¢'—X{—X)=iﬂ+XX=y—X){ +Xx =y
dX

odtwarzamy y
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(Zadanie: prosze sprawdzi¢ dla poprzednio
omawianej paraboli, ze istotnie tak jest)

Wyniki mozna zebra¢ w tabeli

( y=YyX ¥ =y (X
X:ﬂ —)(:ﬂ
dx dX

)jk:y—ﬁX:y—XX y:lj/—%X=¢—X(—X)=¢+XX

eliminacja x,y daje eliminacja X, ¢ daje

\ Y = (X) y=yX

Uogolnienie na funkcje wielu zmiennych- trywialne;
Tr. L. stosujemy sukcesywnie.
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W =Yy— XX X = dy Utozsamimy obecnie fundamentalng relacje y = y(x) np. z

dx
{ U = UCS, V. {x}, N =Ts-pr+ EX x; + Euj [
dUu = TdS - pdV + Y X.dx; + EijdN

T.L. S <& T : potencjal Helmholtza (energia swobodna
Helmholtza) F

( U = U( S: V, {xi}, {N]}) F= F(T: V: {xi}, {Nj}) )
— 9U _S = &
~8s ~ T
F=U-TS (tr. L) U=F-T-S) =F+TS
eliminuje Ui S eliminujeFIT
F = F(T: V: {xi}: {N]}) U= U( S: V: {xi}: {Nj})
dF = dU - TdS - SdT dU = dF + TdS + SdT
\ = —-SdT - pdV + ... =TdS - pdV +... )
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F=FTV, (x}, (N) =U-TS= —pV+ X Xix; +2;u; N
dF = -SdT - pdV + > Xidx;, + > pjdN;
i j

GC=F-(-pV=F+pV =U-TS+pV =3, X;x; +2;u; N;
dG = dF + pdV + Vdp = -SdT + Vdp + ) Xidx; + ) s;jdN;
i J

UWAGA: G mozna otrzyma¢ z U jako tr. Legendre’a zamieniajacq pare
SV)na(Tp)[G=F+pV=U-TS +pV]
lub z entalpii zamieniajac Sna T
(G=U-TS+pV=H-TY)
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Mozna definiowac dalsze transformaty Legendre’a,
np. ze wzgledu na zmienne sprzezone: {X}, {X;}

Kazda z takich relacji dostarcza nowego potencjalu
termodynamicznego, w pelni rownowaznego U badz S.

Podobne transformaty mozna oczywiscie stosowa¢é do
entropii — otrzymamy tzw. potencjaly termodynamiczne Massieu
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{U( S,V,{x}, (N) = TS - pV + 2 Xixi + XN
S(U,V,(x), (N = $U + 2V - > 2% - >IN,

Czy istnieje potencjal termodynamiczny zalezny
jedynie od zmiennych intensywnych?

y =y (T,p, (X}, i) 2 NIEN

Sekwencja transformat Legendre’a zastosowana do
U Ilub S prowadzi do:

dy = SAT - Vdp + » xdX + » Njdy = 0 (rel. Gibbsa-Duhema)
i J

=0
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|
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U= U( Ss V! {Xi}, {Nl})
dU = TdS - pdV + » Xidx + Y sdN,
i j

ouU

9V

H=U-V(=p) =U+ pV
(eliminujac UiV otrzymamy)

H =HGS, p, {xi}, {N}})
dH = dU + pdV + Vdp = TdS + Vdp + ...
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Niektore funkcje stanu w naturalnych
zmiennych 1zwigzane z nimi tozsamosci
krzyzowe (do analizy na ¢wiczeniach)

U= U(S,V, N)

dU = TdS - pdV + xdN

S,V (

V,N —[

BT] [ap]
oV /sN B 0S/VN

oT 7
sh (=37 (55)
ON /syv 0SS /VN

h = 5%)
ON s,v_ oV'/s

N

F=F(T,V, N)

dF = —SdT - pdV + xdN

T,V [
TN -

V,N -

s 55
oV T,N_ OT /VN

fap] (ﬂp
IN/Tv B oV

=)= 5]
ON T,V_ oT VN

]T,N
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H = H(S:p: N)

dH = TdS + Vdp + xdN

G=G(T,p, N

dG = —SdT + Vdp + udN
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0S (Ip
==Z(T,V, p T,V (—] —]
T,u V,u

oV T
aS) (ON
d= = -SdT - pdV - Nd T, « i) I _]
6}1 JTV \OT V,u
ap oN
V, H (—p = [—]
6[1 JTV 3V T,u
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Rownania Eulera dla transformat Legendre’a

{U( S,V,{xi}, (N}) = TS - pV + T Xixi + 34N
S(UV, (x}h, (N) = U +EV -3 2 - ) 2N,

G=U-TS +pV = Xix; + ) uiN;
) 2.5 + N

(dla najprostszego przypadku :)

G =puN

bezposrednio z relacji jednorodnosci Eulera— na ¢wiczeniach)

‘(Uwaga : powyzsza relacje moznarowniez wyprowadzi¢
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