Wyktad 4

Il Zasada Termodynamiki

Ogodlne sformufowanie: istnienie strzatki czasu

Pojecie entropii i temperatury absolutnej

Cwiczenia: Formy rézniczkowe Pfaffa
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|-sza Zasada Termodynamiki:

l-sza zasada termodynamiki: - bilans energii w procesie przejscia uktadu
ze stanu A do stanu B
- identyfikacja kanatow przekazu

A AU= W +Q+7Z
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AU= W +Q+Z2

e Q, W, Z odgrywajg tg sama role.

® Przekaz moze sie odbywac kazdym z tych kanatow;
rozroznienie nie jest istotne.

* Na razie nie ma zadnych ograniczen co do wzajemnego
przeksztatcania sie pracy w ciepto i vice-versa.
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A=B

=0
AU=0 Q

I
|
S

tj. mozliwosc catkowitej

zamiany pobranego ciepta na rownowazng ilosc¢ pracy lub
odwrotnie.

e| - sza zasada nie mowi nic o tym czy i kiedy
dany proces jest mozliwy.
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Dopiero II zasada termodynamiki
wprowadza gtebokie rozroznienie
miedzy cieptem a pracq

Tutaj: nowoczesniejsze (glebsze) sformutowanie odwotujace sie do
ogolnych wiasnosci procesow adiabatycznych; powigzanie z
matematycznymi wilasnosciami form Pfaffa, a takze wypowiedz na

temat procesow nieodwracalnych.

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



II Zasada Termodynamiki: wypowiedz na
temat procesow nieodwracalnych

W uktadach makroskopowych (do ktorych stosuje sie granica
termodynamiczna) wszystkie procesy globalne dazg do
wyréwnywania roznic (miedzy uktadem a otoczeniem), tzn.
przebiegajg w  jednym, SciSle okreSlonym kierunku (istnienie
“strzalki czasu).

(dopuszczalne sg fluktuacje 1)
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Zatem osiggniecie stanu rownowagi zachodzi
w sposob nieodwracalny (przyktad z Argonem):

15

10

0 10 15

Czastki Argonu (150), zamkniete w dolnej czesS¢ zbiornika ekspandujg do catej dostepnej objetosci;
(T=30 °C: Sledzimy rozwigzania klasycznych réwnan ruchu dla potencjatu Lenarda-Jonesa)
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Prezentator
Notatki do prezentacji
nie tylko nie będzie możliwe zgromadzenie się wszystkich
cząstek w jednej połowie naczynia ale także powstanie 
makroskopowo rozróżnialnej fluktuacji gęstości.
Mimo, że równania ruchu są odwracalne w czasie potrzebowalibyśmy czas dużo 
większy od wieku wszechświata, aby mol gazu cząstek argonu znalazł się w 1/2 zbiornika.



Jednak dla kilku
czastek odwracalnosc
jest mozliwa
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Dla makroskopowego układu nie tylko nie będzie możliwe zgromadzenie się wszystkich
cząstek w jednej połowie naczynia ale także powstanie 
makroskopowo rozróżnialnej fluktuacji gęstości.  Jednak dla kilku cząstek nie ma problemu z odwracalnością.


3 zbiorniki majg tg samg objetosc¢



Prezentator
Notatki do prezentacji
Mimo, że równania ruchu są odwracalne w czasie potrzebowalibyśmy czas większy od wieku wszechświata aby mol gazu cząstek argonu znalazł się w 1/3 zbiornika.


ror

3 zbiorniki majg tg sama objetosc

Fluktuacje liczby czastek w kolejnych czeSciach

naczynia (catkowita liczba czgstek: 250)

L

T 1 Y AP R Ty

Termodvnamika i Fizvka Statystvczna
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3 zbiorniki majg tg samg objetos¢


Prezentator
Notatki do prezentacji
(N; n1, n2, n3):  liczba sposobów rozdzielenia N rozróżnialnych cząstek pomiędzy m=3 rozróżnialnych pudełek;
jeśli w pierwszym pudełku jest n1 cząstek, w drugim pudełku jest n2 cząstek,  w trzecim pudełku jest n3 cząstek:  

Dopuszczalne są fluktuacje!!!!  Te fluktuacje na ogół są nieistotne dla pomiaru większości  wielkości średnich dla układów makroskopowych w równowadze.
Są jednak procesy gdzie te fluktuacje są ważne (np. w okolicy przejść fazowych), czy dla małych układów  opisywanych w języku fizyki statystycznej.
Przykład ciepła właściwego:  C ~<(H-<H>)^2> 


Pn(nq, N2, N3) =

Pn(ng) =

(© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystycznal
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[I Zasada Termodynamiki

* Sformutowanie (Carathéodory, Born)

 \W kierunku pojecia entropii i temperatury
absolutnej.

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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CZQéé A e W przypadku. I.-szej zasady
termodynamiki.

dU=ZDWi + DQ + DZ
i

W; = X; dX;

D
formfoaffa{ DZ = 3 u;dN,

(liniowe)

ale jak zinterpretowac¢ DQ ?

Powinna to by¢ forma rézniczkowa typu :

DQ — -T- d § (:I: 7 y § 7) Czy jest to mozliwe ?;

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna Jesli tak to kiedy



Il Zasada Termodynamiki (postulat)

W otoczeniu stanu
termodynamicznego :
(Carathéodory, Born): ktorych nie mozna osiagnac

po drogach adiabatycznych

tzn. w wyniku procesu
adiabatycznego ( DQ = 0 )

Il zasada stwierdza, ze adiabaty nie

przecinaja sie ani nie sg styczne w zadnym
punkcie do wspodlnej hiperpowierzchni.

Konsekwencje II zasady termodynamiki w
odniesieniu do procesow quasistatycznych
(odwracalnych).

(X4, X2, ...y Xp) : niezalezne parametry
wewnetrzne opisujace

X; : nie sa osobliwe, stan uktadu; jeden z nich

maja ciagte pochodne, np. X, to temperatura
nie znikajg wszystkie w Zzadnym empiryczna.
punkcie

Interesujacy nas kawatek przestrzeni
termodynamicznej {X4, X2, ..., Xn}
jest jednospojny (tj. bez dziur)

15
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Konsekwencje II zasady termodynamiki w
odniesieniu do procesow quasistatycznych

(odwracalnych).

Adiabaty: (DQ=0)

Hiperpowierzchnie DQ = 0 mozna sparametryzowac za pomocg f:
f(X;, %, ..., X,) =const = C:

f:R" SR, f=fX, X= (X,X2 - Xn)

dla réznych C hiperpowierzchnie nie przecinaja sie nigdzie ani nie
sg styczne ! Kazdy punkt nalezy tylko do jednej hiperpowierzchni.
Jest to zagwarantowane warunkiem:

@) Z(B_f]z >0 (dowdd na éwiczeniach,
patrz uzupetnienia)

of (jest dowolne,
(by df = Z [—]dxi i jest rdzniczka zupetng

i 2 z konstrukcji)

Lech Lon

Term

namika i Fizvk

Czy w takim razie mozna DQ utozsamic z df
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Prezentator
Notatki do prezentacji
(a)  Różniczka zupełna

df = 0 gdy dx prostopadle do df/dxi



(nie!, bowiem procedura nie jest jednoznaczna )

Uwarstwienie mozna opisa¢ przez f = const

albo przez g(f) (9" £0), gdzie g(e) jest dowolng
funkcja rzeczywista, taka ze g'(e) # 0. Istotnie

df =0

d
dg(f):[—g]

%

—ly

o

Uwarstwienie jest geometrycznie o wiele bogatsze niz sugeruje parametry-
zacja przy pomocy f. Okresla ono rodzine funkcji (zaleznych od siebie).

Rozne parametryzacje g, f sg takie, ze dg — df

Czy w takim razie DQ — df ?

TAK ! ‘DQ ~df © DQ = A(xq, Xp,...Xy) df‘

Lech Lon

Term

namika i Fizvk 7N
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DQ ~df o DQ = A(xq, Xo,...X5) df (x1,X3, ..., Xy)

A(Xqs X2, .oy Xp) : czynnik catkujacy formy Pfaffa DQ

Whnioski:
Istnieje nieskonczenie wiele par funkcji {A, f} takich, ze DQ = A df
Ta swoboda zostanie znacznie ograniczona jesli zazgdamy spetnienia warunku addytywnosci dla DQ, tj.
po potaczeniu dwdch poduktadéw wymagamy aby DQ=DQ, + DQ, (ekstensywnosc).
Istnienie czynnikow catkujgcych dla DQ, DQ, oraz DQ, + addytywnos¢ + rownowaga
termiczna dla podukfaddw implikujg zalezno$¢ czynnika catkujgcego jedynie od temperatury empiryczne;j.

To prowadzi (z dokladnoscia do czynnika skali) do pojecia temperatury absolutnej i entropii!

(doktadna dyskusja w nastepnym wykladzie)

18
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Ale  na ogół mamy continuum funkcji ( λ, f) które spełniają powyższe równanie. Czy jest wśród nich fizycznie interesująca?
UWAGA: nie dla każdej liniowej formy różniczkowej istnieje taka para funkcji. Dyskusja i przykłady na ćwiczeniach 

Uwagi poczynione odnośnie DQ stosują się do dowolnej  liniowej formy Pfaffa.


UZUPEELNIENIA
oraz materiat na ¢wiczenia

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



II zasada termodynamiki wprowadza
gtebokie rozroznienie miedzy cieptem a
pracq:

e Oile prace pobrang przez uktad mozna w catosci
zamieni¢ na rownowazng ilosc ciepta oddanego przez
uktad, o tyle proces odwrotny podlega bardzo istotnym
ograniczeniom.

niemozliwe jest przekazywanie ciepta
przez ciato o nizszej temperaturze ciatu o temperaturze
wyzszej bez wprowadzania innych zmian w obu ciatach i
otoczeniu.

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



e (Kelvin, Thompson, 1851): Ciepto pobrane z jednego ciata nie daje
sie zamienic na prace oddang przez uktad bez wprowadzenia
dodatkowych zmian w uktfadzie lub otoczeniu

Sformutowania powyzsze wigza sie Scisle

Z rozwijang w XIX wieku teorig maszyn cieplnych

Constantin Carathéodory

Bardzo eleganckie, aksjomatyczne sformutowanie II zasady zapoczatkowat
Grecki Matematyk Constantin Carathéodory. Bazuje ono na witasnosciach
form Pfaffa, dyskutowanych w dalszej czesSci uzupetnienia

http://en.wikipedia.org/wiki/Constantin_Carath%C3%A9odory

21
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Dygresja Matematyczna
Elementarne wtasnosci form Pfaffa:

Jak odréznic¢ rézniczke zupelng od wyrazenia
rozniczkowego, ktore rézniczka zupeing

nie jest.

{Dx = ZiXi(X1; X2, oy Xn)dXi ()
TiXié > 0

nazywamy formg Pfaffa (lub 1-forma w geometrii

X; : nie sg osobliwe,

rozniczkowej), gdy:
majq ciggte pochodne,
nie znikajg wszystkie w zadnym
punkcie

Interesujgcy nas kawalek przestrzeni
o termodynamicznej {X4, X2, ..., Xp}
© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna jest jednospajny (tj. bez dziur)
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DX mozna scalkowac po drodze a_b
W przestrzeni stanow:

f DX = W, , (na ogotl zalezy od
a—b

od drogi)

Aby nie zalezata, wtedy musimy miec

DX = df(Xq, ..., Xn)

f DX = f df = f(b¢, by, ..., bp) - f(aq, az, ..., ap)

(© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystycznal
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DX =df(xq, ..., Xp) = in()h, X2, ..y Xp)dX;
i

ale

of of of
df = —dxq + —dx; + ... + dx,

X1 dX3 dXn

of of of

= A1, —_— = A2, ... = An
JdX1 dX2 JXn

= X;: pochodne czastkowe tej samej funkcji _
Wtedy otrzymujemy
tzw.
= jeslidodatkowo drugie pochodne istnhiejg :
Relacje Maxwella,
#of #f oXi 9K tozsamosci krzyzowe,
IX; IXj IXj DX X X : ¥ i, j warunki catkowalnosci
| formy rdzniczkowej

24
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Rownania 52f oX.  oX

= = =— = —; Vij (B)
0 Xj 6Xj 6Xj d X 6Xj 0X;

sq warunkami koniecznymi na to aby forma Pfaffa byla r. zup.

Jesli dodatkowo rozmaitos¢ na ktérej rozniczka jest okresSlona jest
jednospojna, to wtedy wraz z (B) jest to warunek konieczny i wystarczajgcy

na to aby

DX = ) Xi(X1, X2, vy X)dXi = df (X1, vy Xn)}
i

wtedy DX =0

Ma to konsekwencje fizyczne
(tozsamosci krzyzowe:

jak pamietamy z elementarnego
kursu termodynamiki)

25
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Jesli przynajmniej jedna para rownan
I*f 9% f oX; X

= = = —; Vi]
0X; ij BX]' 0 X; 3)(1' 0X;

nie jest spetniona, wtedy DX nie jest rozniczkg zupetng.

np. DX = (x* + y)dx — xdy

0(x* +y) L 0(—x)

nie jest rozniczka zupeina bo 3y P

(© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystycznal
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Przyjrzyjmy sie obecnie strukturom geometrycznym jakie rdzniczki zupetne
indukujg w przestrzeni na ktorej rozniczka jest okreslona.
W tym celu zatozmy, ze zadane jest odwzorowanie:

f: R" s R, f=fX), X-=(Xq,X2, .., Xp)

Dodatkowo zatozymy, ze

of
df = E [B_]dxi moze by¢ rézne od 0
Xj

. of 2
co jest zagwarantowane, gdy |[df 0 & Z[ ) > 0

ax
Réwnanie Pfaffa: df =0 = fX1, X2, ..., Xn) = const = C,
Lo of |’
przy zalozeniu, ze Z[B_] > 0 ma bardzo prosta
Xj

interpretacje geometryczng:

© Lech Lon Term namika i Fizvka St 7N


Prezentator
Notatki do prezentacji
df = 0 gdy dx prostopadle do df/dxi


hiperpowierzchnie

. f= const = C;

‘v,
O
|_\

.“ll".....
C) S
N

dla réznych C
hiperpowierzchnie
nie przecinajg sie
nigdzie ani nie
stykajg !

R

f(Xq, X2, ..., Xp) = const = C

Z[g] o df=0

definiuje rodzine hiperpowierzchni w R" (przynajmniej lokalnie)
o wymiarze n -1 takich, ze kazdy punkt R" nalezy do jednej i
tylko jednej z nich

Lech Lon

Term

namika i Fizvk 7N
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Uwaga:

e 4

Interesujemy sie jedynie maksymalnie wymiarowymi
(tj .owymiarze (n — 1)) hiperpowierzchniami
generowanymi przez df = 0 (= f(Xq, X2, ..., Xn) = C).

Hiperpowierzchnie o wymiarze mniejszymniz (n-1)
oczywiscietezistniejq i sg szczegdlnymi rozwigzaniami

rownania | df = 0].

Np. jesli krzywa [xq (1), X2 (1), ..., Xn(1)] lezyna
(n = 1) wym. hiperpowierzchni (X1, X2, ..., Xp) = C,

wtedy oczywiscie spetlnia rownanie |df = 0

L© Lech Longa _ Termodynamika i Fizvka Statystyczna




Hiperpowierzchnie pokrywaja (przynajmniej
lokalnie) R", a rodzina {f’ (C)cer } Nazywa
sie uwarstwieniem R".

Hiperpowierzchnie odpowiadajace réznym
wartosciom C nie przecinaja sie ani nie
stykajaq !

Jest to zagwarantowane przez warunek :

Z[j—;r = Zi:xiz > 0

(Wynika to z twierdzenia Caratheodoryego: W otoczeniu dowolnego punktu istniejg
punkty nieosiggalne na drogach

df =0)

Lech Lon Term namika i Fizvk 7N
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Z catkowalnoscig liniowej formy Pfaffa

DX = in (X1, X2, ey Xp)AXi = dF(Xq, .oos Xp)
i

mozemy zwigzac istnienie geometrycznej struktury nieprzecinajgcych
sie hiperptaszczyzn (uwarstwienia) f=const, jesli poza warunkami

( A) ?*f 3*f ). 6 X

= = — ==L Vi
dX; 5)(j 3)(j dX; 3Xj dX;

(B) oraz jednospojnosci, mamy dodatkowo

(C) 2% >0

Lech Lon

Term

namika i Fizvk 7N
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Dowod dotyczacy form Pfaffa:
do str. 14

32



Dowdd (¢wiczenia):

Xo = [X10, X205, ---Xnol
f(Xq, X2, ..., Xp) = C

Poprowadzmy dowolng krzywa {X;(t)} przez Xo
zawarta w hiperpowierzchni { Xj (tp) = Xjo }. Wtedy

of dx;
df = 0 = E [ ] dt =0
- IX; dt
i
] [ J0X1q

[ X1 ..., Xn] - [wektor styczny: 5] = X-3, =0

of

IXq

dXn
ot

—

i‘:xo wauy

t=tys ===s

c‘jxn

Lech Lon

Term

namika i Fizvk 7N

t=to] =0

dla innej krzywej
mamy :

33



Wektory 54, S, ..., Sp—1 generuja n—1 wymiarowa
hiperplaszczyzne 7z (Xo) styczna do hiperpowierzchni

—

W p —cie Xo. X 1 7 (Xo)

Lech Lon Term namika i Fizvk 7N
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DX = in(x1, X2, ., Xp)dX; = df(Xq,
i

Wtedy X musi by¢ prostopadie do obu hiperpowierzchni
w p-cie Xo. A to jest mozliwe tylko wtedy
(a) gdy X =0
(b) obie hiperpowierzchnie sa styczne do tej samej
hiperptaszczyzny lub pokrywaja sie

Wszystkie te przypadki eliminujg zatozenia.

nmny Xn)

35



Konsekwencje istnienia struktury
nieprzecinajgcych
sie hiperptaszczyzn:

Czynnik catkujgcy formy Pfaffa:




Przypuéémy obecnie, 2e mamy proces
odwrotny

Mamy uwarstwienie (foliacje) RN

I Czy mozemy skonstruowaé funkcje
f(X4, X2, ..., Xn), taka,ze uwarstwienie
pokrywa sie zrodzina hiperpowierzchni
f = const

Tak

I dowolna krzywa gtadka ‘poprzeczna’
do uwarstwienia, parametryzowana
powiedzmy przez t

Wtedy, z definicji, f=t = const na warstwie wprowadza funkcje
w R", z ktéra mozna utozsami¢ dane uwarstwienie.

Lech Lon Term namika i Fizvk 7N



Procedura nie jest jednoznaczna

Uwarstwienie mozna opisac¢ przez f = const
albo przez g(f) (g’ #0), gdzie g(e) jest dowolng
funkcja rzeczywista, taka ze g'(e) # 0. Istotnie

d

(e

dg(f):[ de =0

Q.
frrmy

!

Uwarstwienie jest geometrycznie o wiele bogatsze niz sugeruje parametry-
zacja przy pomocy f. Okresla ono rodzine funkcji (zaleznych od siebie).

dg — df

ROzne parametryzacje g, f sg takie, ze

Czy jest mozliwe aby DX ~ df ?

Lech Lon

Term namika i Fizvka St 7N
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Odpowiedz jest twierdzaca!!!

DEF.
Forme Pfaffa DX bedziemy uwaza¢ za catkowalng
wobszarze jednospdjnym Q c R", gdy rozwigzania
rownania Pfaffa

DX =0

sa uwarstwieniem (foliacja) R".

= DX ~df & DX = A(xq, Xp,..x) df

, . . DX . (. . . .
rownowaznie: — = df jest rozniczka zupeing; f zadaje uwarstwienie

© lech lon

Term

namika i Fizvka Statvstvczn
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Mozemy probowac rozwiazac DX=0 i popatrzyc czy 
otrzymane hiperpowierzchnie przecinaja sie czy nie


TW 1.

DX jest catkowalna < 1 para funkcji (f, 2):
DX = adf

A: czynnik catkujacy formy Pfaffa DX

TW .2.

Jesli 3 chociazby jeden czynnik catkujacy to
istniejeich nieskonczenie wiele (udowodnilisSmy
poprzednio)

© lech lon

Term
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(A)

(B)

WKW nato aby forma DX = in (X1, X2, ..., Xp) dX;
i

posiadata czynnik catkujacy .1: DX = adf

X,  of
A

&% f &% f X,
Y a, /- = = 8;;[-] = 0,
X, 0Xp OXg 0X, A

(tozsamosci krzyzowe: warunek na A)

(B) mozna takze zapisaC w innej
formie
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Na ¢wiczenia:

1 1 1 1
= Bﬁxa, -+ Xa. aﬁ[-] - = aa.Xﬁ + Xﬁ Ba[-]

A A A A
4 )
= aaXlg — a'gXa — (Xaé‘ﬁ — Xﬁﬁa)lnl
\_ J
Oznaczajac
.f'_\ij céf alX] — 6]Xl n i
D, ¥ X0 - X ( 2) warunkow

Aij = D'J In(d)
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W poprzednim przyktadzie: DX = (x? + y)dx — xdy

0062 +y) 0D
0y ox

nie byto rozniczka zupeing, bo

lecz forma ma czynnik catkujacy, bo mozna znalezc
1 1
(7 (x* +¥)) _ (7 (=x))
dy dx

takie A(x,y),aby spetniona byta ré6wnosc:

1
np. 1 =— ) (na ¢wiczeniach znajdzemy bardziej ogolny cz.c.)

L© Lech Longa _Termodynamika i Fizvka Statystycznal



Dalsze przyktady: DX = ydx - xdy (= X;dx; + Xpdxp)
= (x0x + ydy)A =22

— A= A(xX* +Y°)

DX y X
= dx - dy = df

L AR +yP) A (X% +y?)

fx,y) = tc_:|'1 [!] = 0 - kat na plaszczyznie
X

(rozwigzanie istnieje poza poczatkiem uktadu wspotrzednych)

44
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Dygresja  (catkowalnosc form Pfaffa)

@a)n =1 (trywialny)
X1 (Xpdxqy = 0 zawsze catkowalne fX1 (Xq1) dXq1 = F(Xq)

1 Xq(xq1,x Xo(xq,x
(b)n=2: -DX= 1(; Z)dx1 + 2(; Z)dxz = df;
szukamy rozwiazania rownania Pfaffa: df =0,
co prowadzi do rownania rézniczkowego zwyczajnego:
& _ _Xl(xl,xz) . . 7 . . .
= Girs) Rozwiazaniem tego rownania jest funkcja

f(xq,x,) = C (C:stata); wtedyczynnikiem catkujacym jest

1= XU) X1 _ xX(f) X7
0f/0x, Of/0x;’

gdzie x jest dowolna rdézniczkowalng funkcja.

Kazda liniowa forma Pfaffa w jednej i dwdoch zmiennych
ma zawsze czynnik catkujacy (a zatem ma ich nieskonczenie wiele ).

(© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystycznal


Prezentator
Notatki do prezentacji
Zatem II zasada jest twierdzeniem dla układów opisywanych jednym lub dwoma parametrami stanu
A. J. Stodółkiewicz: z teorii równań różniczkowych: Biblioteka Cyfrowa UMCS - Z teoryi równań różniczkowych (1911, Warszawa)


Na ¢wiczenia:

Aij = Dijln (A)

X,Dp, + XsD.o + X, Doy = 0 (¥ @, B, 7); (g)zwiqzkéw
= mamy zwiazek pomiedzy Aj

Xwﬁﬁy + XﬁAyﬂ; + xyAaﬁ =0 ¥ «a, ﬁ,‘}f
(warunki zgodnosci (Freboniusa)) (X Rot X=0)

S3 to warunki konieczne natoaby DX miata czynnik catkujacy.
(lecz w d=3 sg to warunki konieczne i wystarczajgce na to aby forma miata cz.c.)

Jesli warunki zgodnosci nie s3 spetnione forma Pfaffa nie bedzie
miata czynnika catkujacego.
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Jeśli warunki zgodności Freboniusa są spełnione to jeszcze nie gwarantuje, że forma różniczkowa ma czynnik całkujący
Biblioteka Cyfrowa UMCS - Z teoryi równań różniczkowych
Biblioteka Cyfrowa UMCS - Z teoryi równań różniczkowych
Index of /~gudowska/dydaktyka (uj.edu.pl)


Przyktad niecatkowalnej formy Pfaffa:

DX = =X;dX; + Xq;dX; + kdxs, k= const # 0
= X1 d)(1 + ngxg + Xg d)(3

n=3

A = 62X1—61X2 = Jy (=X9) — 01 (Xq) = -2
Az =Ayp3 =0

= X1A3 + XoA31 + X3A1p = -2k £ 0

Zatem forma nie posiada czynnika catkujacego.

L© Lech Longa _Termodynamika i Fizvka Statystycznal



NiecatkowalnoSC oznacza na ogdt niejednoznacznosc
rozwigzan rownania DX =0.

W naszym przyktadzie przez kazdy punkt (a,b,c)
przechodzg dwie powierzchnie:

DX = -Xodx; + X1dXo + kdxs, k= const# 0

KX3 —¢)=2X;1 —aXy; = b) + b(Xy —2a) —aXy; = b);

powierzchnie maja wspolng plaszczyzne styczng

w p.cie (a, b, ¢) dang réwnaniem:

KX —¢) = bXy—a)—-aXs — b)

Lech Lon

Term namika i Fizvk 7N
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Geometryczne (niezalezne od parametryzacji)

sformutowanie warunku na catkowalnos¢ DX

TW. 3
Jesli w jednospdjnym obszarze Q c R" forma Pfaffa DX ma
czynnik calkujacy ( jest calkowalna), wtedy w dowolnie
bliskim s3asiedztwie kazdego punktu P € Q znajdujj sie
punkty ktérych nie mozna osiggnac¢ na drodze DX = 0.

7 BN

Zna generowana przez
DX =0

Lech Lon

Term namika i Fizvk 7N

Dowolna hiperptaszczy-
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TW. 4
Dla niecalkowalnej formy Pfaffa DX, w dowolhym otoczeniu
punktu P, dowolny inny punkt Q z tego otoczenia mozna
potaczyc¢ droga v (P, Q): DX = 0 wzdioz tej drogi.

Lech Lon

Term

namika i Fizvka St 7N
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Twierdzenie odwrotne do powyzszych dwoch tez jest prawdziwe

Twierdzenie Caratheodory’ego

Jesli liniowa forma rézniczkowa DX = E X;dx; ma wlasnhosé,
i

ze w dowolnym s3asiedztwie dowolnhego punktu obszaru
jednospojnego Q c R" sa punkty nieosiagalne na drogach
spelniajacych warunek DX = 0, wtedy forma jest calkowalna
( ma czynnik catkujacy)

(© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystycznal
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