
Wykład 2
Przykład zastosowania  teorii 

prawdopodobieństwa:  procesy stochastyczne 
(Markova)
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1. Procesy Markova: definicja
2. Równanie Chapmana-Kołmogorowa-Smoluchowskiego
3. Przykład dyfuzji w kapilarze
4. Równanie Master
5. Samodzielne studia:  Równania Master dla procesów 

Markova jednorodnych w czasie i przestrzeni
w granicy małych czasów. 
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Dyfuzja                           Rozkład    ρ(x,t) ≈ N(x)/N

Jednowymiarowa analiza

Demonstracje: dyfuzja gazu po usunięciu ścianek
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ρ

x



3

(kropla atramentu wstrzyknięta do płaskiego naczynia z wodą) 
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Dyfuzja Browna

𝑚𝑚
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑡𝑡2
𝒙𝒙 𝑡𝑡 = 𝑭𝑭 𝒙𝒙, 𝑡𝑡 − 𝛾𝛾 𝒗𝒗 𝑡𝑡 + 𝑭𝑭𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑡𝑡

𝑭𝑭𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑡𝑡): zmienna gaussowska

< 𝑭𝑭𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑡𝑡 > = 0

< 𝑭𝑭𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑡𝑡 𝑭𝑭𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑡𝑡𝑡 > = σ2𝛿𝛿(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′)
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∀t
∀ t, t`
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Zastosowanie teorii  prawdopodobieństwa: 
Procesy  stochastyczne

(proces stochastyczny: zastąpienie skomplikowanej dynamiki układu makroskopowego (o liczbie stopni swobody 
rzędu liczby Avogadro) poprzez opis probabilistyczny  dynamiki jedynie kilku  interesujących nas stopni 

swobody;  wpływ nieuwzględnionych stopni swobody redukujemy do praw statystycznych). Okazuje się, że w 
wielu interesujących przypadkach jest to możliwe. Poznamy ważną klasę takich procesów, które w literaturze 

nazywają się procesami Markova.

Ω

Przestrzeń zdarzeń
Z każdym zdarzeniem ( zmienną stochastyczną  x)
zwiążemy inne zdarzenie   x(t), gdzie  t  (tutaj czas)
będzie dodatkową  zmienną opisującą (indeksującą)
ten związek.

x(t)  - zmienna losowa, bądź  - w naszym przypadku –
proces stochastycznyx(0)

x(t)

x(t)

x(t)

Równania Langevina (cząstka Browna, 1907):

Ω    Ω   Ω     Ω  Ω

t0        t1 ……tn-1 tn 

𝑚𝑚
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑡𝑡2
𝒙𝒙 𝑡𝑡 = 𝑭𝑭 𝒙𝒙, 𝑡𝑡 − 𝛾𝛾 𝒗𝒗 𝑡𝑡 + 𝑭𝑭𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑡𝑡)

k=1…n
© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna

Zakładamy chronologię 
czasu;

x: ciągła bądź
dyskretna zmienna

ρ ≡ P 
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Wzór Bayesa dla ciągów zmiennych losowych:
gęstości   i prawdopodobieństwa warunkowe
dla wielowymiarowych zmiennych losowych 

(obszerna dyskusja znajduje się w: A. Papoulis
Prawdopodobieństwo, zmienne losowe i procesy stochastyczne

Str. 249)

𝑷𝑷(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒙𝒙𝟐𝟐, … . , 𝒙𝒙𝒌𝒌/𝒙𝒙𝒌𝒌+𝟏𝟏,…, 𝒙𝒙𝒏𝒏) = 𝑷𝑷(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒙𝒙𝟐𝟐,….,𝒙𝒙𝒌𝒌,𝒙𝒙𝒌𝒌+𝟏𝟏,…, 𝒙𝒙𝒏𝒏)
𝑷𝑷(𝒙𝒙𝒌𝒌+𝟏𝟏,…, 𝒙𝒙𝒏𝒏)

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Procesy  stochastyczne

Dwa stany  do  obsadzenia  w  dowolnej  chwili:                   dyskretny czas

< t2 <t1 tk tk+1 tk+m< <

?

Ω

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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pamięć

Terminologia:   Pm/k(…/…)   - prawdopodobieństwo warunkowe znalezienia układu w stanach  xk+1 w chwili tk+1, ….. …
w  stanie  xk+m w  chwili  tk+m pod warunkiem,  że wcześniej był w stanach  x1 w chwili t1 …..,  xk w chwili tk;

symbol  m/k  w  Pm/k informuje, że mamy prawdopodobieństwo warunkowe   z  k stanami  przed  tk
i   m stanami po tk

(zakładamy  chronologię czasów jak na rysunku)  
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∀k 
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(proces `nie ma pamięci`) 
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∀k 

(proces zależy od jednej chwili czasowej wstecz)
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Proces  Markova  (z krótką pamięcią)

prawdopodobieństwo
przejścia

krótka  pamięć

Wszystkie funkcje rozkładu można odtworzyć ze znajomości
dwóch funkcji 11/1 PorazP

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna

( N.C. van Kampen Procesy stochastyczne w fizyce i chemii )
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(∀ 𝑡𝑡1 < 𝑡𝑡2 < 𝑡𝑡3)
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Proces Markova  (podsumowanie)

Przykład równania Master
t1 t2

Indeksy można
zmieniać

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Przykłady prawdopodobieństw warunkowych spełniających r. 
Chapmana- Kołmogorowa-Smoluchowskiego (ćwiczenia):

+1

-1

t

(losowy telegrafista)

(dwustanowy proces Markova: losowy ciąg impulsów)

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Przykłady prawdopodobieństw warunkowych spełniających r. 
Chapmana- Kołmogorowa-Smoluchowskiego:

Jest to matematyczny model ruchów 
Browna w jednym wymiarze przestrzen-
nym (późniejszy przykład dyfuzji 
w kapilarze). Funkcja rozkładu P1
jest gęstością położenia (y) cząstki
podlegającej jednowymiarowej dyfuzji. 
(późniejszy przykład z dyfuzją w 
kapilarze)  

Przy założeniu  P1(y1,0) = δ(y1) otrzymujemy Gaussowski rozkład
położeń w chwilach późniejszych.

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Przykłady prawdopodobieństw warunkowych spełniających r. 
Chapmana- Kołmogorowa-Smoluchowskiego:

Tutaj zmienna `y` pełni rolę prędkości cząstki ( w jednym wymiarze) 

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Przykłady prawdopodobieństw warunkowych spełniających r. 
Chapmana- Kołmogorowa-Smoluchowskiego:

Proces Poissona zlicza zdarzenia
jakie zaszły do danej chwili;
1/λ  jest średnim czasem oczekiwania 

na kolejne zdarzenie.

Z warunku początkowego:
P1(n1,0) = 𝛿𝛿𝑛𝑛1,0 możemy wyznaczyć
P1 w dowolnej innej chwili czasowej:

(funkcje  P1/1 oraz  P1 definiują proces Markova)

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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≥ 0

P1≡P

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna

Stany stacjonarne:  P*=W P*

Jeśli dodatkowo W nie zależy of czasu, wtedy W: dowolna macierz nieujemnych liczb taka, że

Stany stacjonarne: wektory własne macierzy W do wartości   własnej = 1

Obecnie twierdzenie C.K.S. jest automatycznie spełnione i 
wyraża regułę mnożenia macierzy:

𝑊𝑊𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑡𝑡3−𝑡𝑡1 = �

𝑘𝑘

𝑊𝑊𝑚𝑚𝑘𝑘
𝑡𝑡3−𝑡𝑡2𝑊𝑊𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑡𝑡2−𝑡𝑡1
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Pijak błądzi po nieskończonej prostej od latarni do
latarni  (pełne rozwiązanie-ćwiczenia):      (P1=P).
Założenie: w jednostce czasu może przejść jedynie do sąsiednich latarni 
z prawdopodobieństwem 1/2

0

t-1 t

n-1

n

n+1

(czas)

nu
m

er
y 

ko
le

jn
yc

h 
la

ta
rn

i

Przykład 1

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Przykład 2 :  
dyfuzja Brownowska w kapilarze

Dyfuzja w nieskończonej jednowymiarowej kapilarze
Proces jednorodny przestrzennie i czasowo:

0

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Dyfuzja w nieskończonej jednowymiarowej kapilarze
Proces jednorodny przestrzennie i czasowo:

0

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Dyfuzja w nieskończonej jednowymiarowej kapilarze
Proces jednorodny przestrzennie i czasowo:

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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spełniająca warunek:

h(0)=0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (dla zainteresowanych): 

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝑃𝑃 𝑘𝑘, 𝑡𝑡 = �𝑃𝑃 𝑘𝑘, 𝑡𝑡0 �𝑃𝑃 𝑘𝑘, 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑡𝑡,
𝑎𝑎 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 lim

𝑡𝑡0→𝑡𝑡
;

𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝜕𝜕 �𝑃𝑃 𝑘𝑘,𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕

= �𝑃𝑃 𝑘𝑘, 𝑡𝑡 �𝑃𝑃′ 𝑘𝑘, 0 ; 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 �𝑃𝑃′ 𝑘𝑘, 0 = h(k) równanie redukuje się do
𝜕𝜕ln( �𝑃𝑃 𝑘𝑘,𝑡𝑡 )

𝜕𝜕𝜕𝜕
= ℎ 𝑘𝑘 → ln �𝑃𝑃 𝑘𝑘, 𝑡𝑡 = h k t + χ 𝑘𝑘 → �𝑃𝑃 𝑘𝑘, 𝑡𝑡 = 𝑒𝑒ℎ 𝑘𝑘 𝑡𝑡+𝜒𝜒(𝑘𝑘);    χ(k): dowolne;

przy warunku lim
𝑡𝑡→𝑜𝑜

𝑃𝑃1/1(𝑥𝑥,t) = δ(x)  → χ(k)=0

z kolei z warunku normalizacji ∫−∞
∞ 𝑃𝑃1/1(𝑥𝑥 ,t) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1 wynika, że h(0)=0    C.B.D.O 
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Najprostszy model otrzymamy rozwijając h(k) w szereg:
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𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝, 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 𝜙𝜙𝑋𝑋 𝑘𝑘 = 𝑒𝑒−𝑘𝑘2−𝑘𝑘4,
wtedy gęstość rozkładu byłaby: 

𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥)

x
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Dyfuzja w nieskończonej jednowymiarowej kapilarze
Proces jednorodny przestrzennie i czasowo:

D>0

0>>t

0≈t
(a więc otrzymaliśmy
Proces Wieniera-Levy)

𝑃𝑃 𝑥𝑥, 𝑡𝑡 = �
−∞

∞
𝑃𝑃1/1 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦, 𝑡𝑡 𝑃𝑃(𝑦𝑦, 0)

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka 
Statystyczna



29

Można sprawdzić, że  P1/1 spełnia najprostsze równanie dyfuzji 
(równanie Fokkera-Plancka):

UWAGA:  jest to szczególny przypadek ogólnego równania dyfuzji  (z dryftem)

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Dyfuzja Browna: film

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Stacjonarne procesy: twierdzenie C.K.S  w 
granicy małych czasów; Równania Master

(opisują np. fluktuacje wokół stanu równowagi)

W:  prawdopodobieństwo przejścia w jednostce czasu od y2 do y3

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka 

�
𝑦𝑦

… ≡ �…𝑑𝑑𝑑𝑑

𝛿𝛿 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 : 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾
(w przypadku dyskretnym)

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝐶𝐶. 𝐾𝐾. 𝑆𝑆.

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝐶𝐶. 𝐾𝐾. 𝑆𝑆. 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑤𝑤 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

Prawdopodobieństwo pozostania w y2 w jednostce czasu

Układ nie wyszedł z y2 bo  τ` = 0



© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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twierdzenie C.K.S  w granicy małych czasów τ`
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prawdopodobieństwo 
pozostania

w y1 w jedn. czasu
prawdopodobieństwo 
przejścia z y1 do y2 w 

jednostce czasu 

Wstawiamy do równania C-K-S

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Zostawiam wyrazy liniowe w τ i  τ’;   dzielę przez  τ’  i przechodzę z τ’ do zera

Upraszczam notację: 𝑦𝑦3′ ≡ 𝑦𝑦2

(Wstawiamy rozwinięcie)
(pozostawiamy bez zmian)

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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(a) dzielę przez  τ’  i przechodzę z τ’ do zera

(b) Mnożę stronami  przez P1(y1), całkuję po y1

dzielę przez  τ’  i przechodzę z τ’ do zera

Dowolny rozkład; np. jakiś 
początkowy rozkład 

prawdopodobieństwa

Równania  Master (2 i 3):  ∑ → ∫ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑦𝑦

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Równania  Master  

Równanie  Master:      równanie  zysków i strat  dla prawdopodobieństwa  

y
(n) ( z rachunku perturbacyjnego )

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna
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Warunki  równowagi oraz równowagi szczegółowej

(równanie Master jest równaniem na bilans prawdopodobieństw.
Dla procesów jednorodnych w czasie jest to różniczkowa postać r. C.K.S)

Warunek równowagi: w każdym stanie prawdopodobieństwa
wypływające oraz wpływające `kasują się`

= 0           ∀ 𝒏𝒏

Warunek równowagi szczegółowej:

= 0           ∀ 𝒏𝒏,𝒏𝒏𝒏

(można pokazać, że mikroskopowa odwracalność równań ruchu w czasie
dla układów izolowanych implikuje spełnienie warunku równowagi szczegółowej)
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Równanie C-K-S jest nieliniowym równaniem wyrażającym  markowowskość
procesu, jednak nie zawiera informacji o żadnym konkretnym procesie 
Markova;

W równaniach Master (2,3) rozważamy prawdopodobieństwa przejść w 
jednostce czasu dla konkretnego systemu; znając je rozwiązujemy liniowe 
równania na prawdopodobieństwa (określające mezoskopowy stan układu)

Podsumowanie
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(Materiał do samodzielnych studiów)

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna



40

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna



41
© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna



42

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna



43© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna



44

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna



45

Dziękuję
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