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egzamin pisemny:
17 ezerwcea, wtorek, godziny 10.00-13.00 sala A1-13

O wynikach egzaminu pisemnego bedziecie Panstwo poinformowani, kazdy osobiscie,
bezposrednio na spotkaniu z wykladowea w wyznacezonym terminie.

egzamin ustny (dla tych z Panstwa, ktorzy beda cheieli zmienié ocene konicowa — prosze o
wezesniejszy kontakt):
termin i godziny do ustalenia

egzamin pisemny II termin:
12 wrzesnia, piatek, godz. 10-13, sala do ustalenia

egzamin usiny II termin:
do koneca wrzesnia — termin i godzina do ustalenia

ocena z wyktadu:

> (Ocena z twiczen + Ocena z egzaminu pisemnego)

lub

1

3 (Ocena z twiczen + Ocena z egzaminu pisemnego

+ Ocena z egzaminu ustnego)

(Przy zalozeniu zaliczenia ¢wiczen 1 egzaminu pisemnego)



Jeden mol substancji (czyli typowy makroskopowy uktad) zawiera
N = 6,022 - 1023 czastek.

Odpowiada to 12 gramom wegla lub okoto 2 do 100 graméw gazu, w
zaleznosci od jego rodzaju. W temperaturze pokojowej 1 pod cisSnieniem
atmosferycznym 1 mol gazu zaymuje okoto 24,6 litra objetosci.

Poniewaz nawet problem trzech ciat nie ma ogdlnego rozwigzania w formie
zamknigtej, obliczenie wlasciwosci systemow tej wielkosci jest beznadziejnie
skomplikowane. Jednak, jak zobaczymy w trakcie tego wyktadu, duze
systemy sg szczegoOlnie podatne na obrobke statystyczng.

W rezimie granicy termodynamicznej, gdzie liczba czgstek N— oo, opis staje
si¢ tatwiejszy - o ile interesujg nas tylko statystyczne wlasciwosci systemu
jako catosci. To jest glbwna motywacja stojgca za fizykq statystyczng i
termodynamik3.

Metody fizyki statystycznej znajdujg zastosowania, miedzy innymi, w kosmologii,

astrofizyce, fizyce fazy skondensowanej, biofizyce molekularnej, socjofizyce i w
prawie wszystkich innych dziatach fizyki.
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Zjawiska
emergentne

Uzywamy pojec
| obserwujemy zjawiska
w skali makroskopowej,
ktore wyprowadza si¢ z
praw mikroskopowych

(oddzialywan mig¢dzy czgsteczkowy
gdzie te pojecia 1 zjawiska
nie majg, apriori
Sensu




Termodynamika oraz Fizyka Statystyczna zajmuja sie mdzn.
zjawiskami emergentnymi; przykiady ponizej
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Microstructure of part of a DNA &l
double helix biopolymer
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Plan wyktaddw:

Podstawy rachunku prawdopodobienstwa,;
Procesy stochastyczne (procesy Markova)

Omawienie podstaw termodynamiki fenomenologiczne):
postulatow bedgcych uogdlnieniem obserwacji empirycznych, a

znanych jako zasady termodynamiki.

Konsekwencje zasad termodynamiki
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Plan wyktadow:

Omoéwienie podstaw _fizyki statystycznej: pojecie
entropii Boltzmana oraz temperatury absolutnej;

rozktady uzywane w fizyce statystycznej, ich
pochodzenie | wiasnosci;

Wstep do teorii informacji (entropia informacyjna

| jej wiasnosci).

zastosowania do konkretnych uktadow

kwantowych oraz klasycznych

( gazy kwantowe, kondensacja Bosego-Einsteina,
model Isinga i przejScia fazowe)

Elementy termodynamiki nierdwnowagowej
(produkcja entropii, relacje Onsagera).
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Wyktad 1

Elementy teoni rachunku
prawdopodobienstwa

Plan:

Definicja aksjomatyczna i praktyczna
Prawdopodobienstwo warunkowe 1 twierdzenie Bayesa
Funkcje rozktadu; rozktad Gaussa

Funkcje charakterystyczne; rozwini¢cie kumulantow
Centralne twierdzenie graniczne.

S
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Aksjomatyka rachunku prawdopodobiernstwa

Przestrzen zdarzen elementarnych:

O={1,2,3,4,5,6}: przestrzen mozliwych rzutéw kostka

Q= {{Pi}, {Xj}} : przestrzenwszystkich potozen ipedow
N klasycznych czastek punktowych (6N
wymiarowa)

Q = [A B] : przedziat na osi rzeczywistej

Q= {-1,1 : przestrzen rzutu spinu (wproblemiez

jednym spinem)

etc.
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Podstawowe dziatania na zdarzeniach i ich interpretacja
( jezyk rachunku prawdopodobienstwa)

* Q - zdarzenie pewne

e ® - zdarzenie niemozliwe

« A(B - zaszly oba zdarzenia A, B

«A|JB - zaszioAlubB

« A - nie zaszloA; zdarzenie przeciwnedo A
dopeinienie zbioruA

«A\B = A(NB - zaszloAiniezaszloB

« ACB - A pociggazasobagB
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Definicja aksjomatyczna prawdopodobienstwa
(szkolna)

A A: zdarzenie
Q A c Q; A - podzbidrzdarzen

A: zdarzenie
A c O; A - podzbidrzdarzen

(MHh YvA I PAer: PA=0
(P (A) — pr.zajsciazdarzeniaA)

uwaga.: {2) P Q) = 1
modelujac konkretne doswiadczenie losowe

warunki doswiadczenia nie zawsze w sposob
jednoznaczny zadaja przestrzen probabilistyczng
(porownaj paradoks Bertranda omawiany na
¢wiczeniach)

3) Jesli ANB=2 < P(AUB)=P@A) +P(@B)

12
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A zdarzenie
A c a; A - podzbidrzdarzen

M A 3 PBR)sr:PA=z0 ! !

(P (A) — pr.zajsciazdarzenia A)

2) P()=1

@3 Jesli ANB=2 — P(AUB)=P(A) + PB) A

2|

g;»} YA cQ: 0=<PA) =<1

@ AUA-=20 A N A = @ (zdarzenia dopelniajace)

PAUA)=P®A)+ PA) =1

{z=»3} dla szeregu zdarzen wykluczajacychsie : A; (1A} = @2

P(A, UA, UA; J..) =PA) + PAy +...

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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n(A,N)

Praktyczna definicja:  1im = P(4)

Zliczamy proby n(A,N) przy ktorych zaszto zdarzenie
A1 dzielimy przez catkowitg liczbe wszystkich prob N;

p [ lim 24N

N—>oo

=P(A)|=1

Przypusémy, ze pelny zbior zdarzen (£1) mozna rozlozy¢ na elementarne zdarzenia réwnoprawdopodobne (Laplace):

Wy , Wy ....w, 1niech A rozklada siena m(A) zdarzen w;. Wtedy

P(4) =22

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Prawdopodobienstwo warunkowe

(Przypusémy, ze wiemy o zaj$ciu zdarzenia A. Co — dysponujac ta wiedzg —
mozemy powiedzie¢ o prawdopodobienstwie zaj$cia zdarzenia B. Prawdopodobienstwo to oznaczamy jako P(B/A)
1 nazywamy prawdopodobienstwem warunkowym zaj$cia B pod warunkiem, ze zaszto A.

Q A PBNA)

PB/A) =
B

(Ngna) P (A)

(Na)

Bardzo wazne pojecie przy badaniu procesow stochastycznych-
prawdopodobnie najwazniejsze w teorii prawdopodobienstwa;
(bedzie odgrywac role lokalnych prawdopodobienstw przejs¢)

N N N PBNA)
PpB/A) ¥ 202 _ _B0A - P(BNA) = PB/A) P@A) = P(A/B) PB
(B/A) . N s (BNA) B/A) PA) (A/B) P(B)

P(A|B)P(B)
P(A)

P(B|A) = (twierdzenie Bayesa)

15
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Wazne przy analizie tw. Bayesa /B

P®B) =) PBNA)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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-0

_/
_Q:UAi AinAJ‘:@Vi:/:j

P@B) =) PBNA) = > PB/A)PA)

Twierdzenie Bayesa ma bezposrednie zastosowanie przy analizie procesow stochastycznych;
Roéwnanie Master (ktore bedziemy omawiaé) jest szczegélnym przypadkiem tego twierdzenia

17
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llustracja zastosowania twierdzenia Bayesa:

Zatézmy, ze przy badaniu chorych na COVID 2 test pozytywny rejestruje sie w

95% przypadkow, zas przy badaniu osoby zdrowej test negatywny wypada
w 95% przypadkow. Pewna firma postanowita przebadac swoich pracownikow

takim testem wiedzac, ze ok 2% populacji zachorowato.

PYTANIE:
jakie jest prowdopodobienstw:

_ P(A|B)P(B)
P(BIA) = =5
Q=UAi A NAj =@ Vij

PB) =) PBNA) = ) PB/A)PA)
i i

_ . no, .
Oznaczenia dla zdarzer : P(C) = 0.02, gdyz 2% populacji zachorowato
P(Z)=1-P(C)=0.98

(@]

- dana osoba jest chora .
osoby chorej
Z - danaosobanie choruje (jest zdrowa)

+ test dat wynik pozytywny u danej osoby osoby zdrowe;

- negatywny wynik testu P(+/2) =1 - P(-/Z) = 0.05

P(+/C) = 0.95, taka jest skutecznos¢ testu w przypadku

P(-/Z) = 0.95, takg skutecznosé na test przy badaniu

w oparciu o powyzsze dane mozna wyliczy¢ prawdopodobienstwo
tego, ze u osoby chorej test wypadt pozytywnie.

wnioski : - pozorny paradoks polegajacy na duzej doktadnosci

testu i niskiej doktadnosci badania (©.28) wynika z faktu, P (C /4 ) = P(+/€) P (C) = P(+/€) P (C)
ze w badanej probce tylkoniewielka czesc osob choruje. P(+) P(+/C)P(C)+P (+/2)P (2)
- nie mozna polegac na wyniku pojedynczego testu. .95 .02 0.28

~ 9.95 0.02:0.98 0.05

Pytanie dodatkowe: Zaktadajac, ze 3 testy pod rzad
daly wynik pozytywny,
jakie jest prawdopodobienstwo ze dana osoba
jest rzeczywiscie chora

18
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‘NiezaleZnoéc’ statystyczna

P(BNA) = PB/A PA =PBPA

Przyktad: rzucanie uczciwg kostka

QO ={1,2,3,4,56} ¢ € ():pojedyncze zdarzenie
A, = {1, 3, 5} : nieparzystaliczba oczek
A, = {2, 4,6} : parzystaliczba oczek
1
1 P{2}NA P 1
PE=2/A) = - = (20 2)=E=‘
3 P(A,) % 3

1
P({2)NAy) = P{2) = 5 (zdarzenia zalezne)

1
P{2}N{38H = P{2hH P({3) = ” (zdarzenia niezalezne)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Perkolacja
(Wolfram demo)

probability I a 0.

size I m 40

|
I N O - B N I .
| |
- I N N A ] i I I
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Perkolacja (site percolation): p. = 0.592746

(Wolfram demo)

o o
probability —B = 005 probability _D = 0.05
. size -D 4 50 : size .D o 100
m "
. it - TR :
T EEn | u
mE : n EZF u we B
e e “
mAR EmARmEEwiE: " H_. . e L
| ] . !
- |
E# fh l:InEi-:;IZZ:I mEEE! £ i
" . i " g £ :
;:::- h::H 1 a n i = : E ~anE
- EAREN, "
:::r U—#iﬂ_l H i 5 i - Aaman
u - ql N e
. .
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Gdy normalne komarki ulegna -l
uszkodzeniu, ktdre nie moze byc
naprawione, podlegaja eliminacii
przez apoptoze (A). Komorki
rakewe unikaja apoptozy i dzielg sie
w niekontrolowany sposab (B).

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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(podstawowy model agregacji: "EDEN model’)
Ewolucja klastra odbiega ksztattem od kota;
brzeg ewoluujacego obszaru jest nieregularny
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Pojecia wazne dla fizyka:

Funkcje rozktadu
Funkcje charakterystyczne
Momenty rozktadu
Kumulanty rozktadu
Zwigzek pomi¢dzy momentami i Kumulantami
Podstawowe rozktady:
Gaussa
dwumianowy
Poissona

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Funkcje rozkladu (przypadek jednowymiarowy):

X: zmienna losowa przyjmujaca rzeczywiste wartosci (-0 < X < + o)

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia
X < X < X+dXx
zapisujemy jako

PX<X<X+dX) =px(XdX = pX)dX

(ostatni zapis mozna stosowac jesli nie prowadzi do
nieporozumien )

p (X) — funkcja rozktadu gestosci (= p(X) = 0)

= P@=X=<bh) =fbp(x)dfx
a
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— Dystrybuanta rozktadu:

OP(x) _
-~ P(X)

UWAGA: podany przepis zawiera w sobie przypadek dyskretny;
np. jesh

Q = {X1, X2, ..., Xp} i jesli z kazdym zdarzeniem
elementarnym zwiazane jest prawdopodobienstwo

n
pi: pi =0, Zpi =1, wtedy
i=1

PO = > Pis(xX=x)
i=1

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



Q = {Xq4, X2, ..., Xn} |1 jesli z kazdym zdarzeniem
elementarnym zwiazane jest prawdopodobienstwo

n
pi: pi=0, Zpi =1, wtedy
i=1

PO = ) Pid(x—x)
i=1

P(b=<s X < a) = fbp(x')dx'z Zpi(G)(b—xi)G)(xi—a))
a i =1

® - f.Heavisida

Przepis uogdlnia sie natychmiast na przypadek wielowymiarowy

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Momenty rozkiladu:

< X>: pozycja 'srodkamasy' rozktadu

®
<X>

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna

27



(b) <x®*>: "moment bezwladnosci " rozktadu
wzgledem x = 0

o=V <xX2> - <x>2: " jest miararozmycia

rozktadu wokot sredniej < X >;

: i )

Nomenklatura:  \\/a riancja (T =
o — czytamy sigma

Odchylenie standardowe o pierwiastek kwadratowy z wariancji

v T

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Funkcja charakterystyczna rozkladu:

Transformata Fouriera (badz Laplaca) f-cji rozktadu

—jesli x jest ograniczone do osi dodatniej, wtedy mozna
rowniez zastapic (ik) przez -2

Przyktad (rozktad Caychy’ego znany takze jako r. Breita-Wignera)

px (X) = — > f((k) =e

Ma sens tylko wtedy, gdy szereg
jest zbiezny; momenty wyzsze niz

plerwszy moga nieistnie¢ a mimo
to f(k) bedzie 1stniec

-c |k

29

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



Wilasnosci f-cji charakterystycznej:

10 =1 (normalizacja) | W praktyce wielokrotnie
| f(k)| = 1 (wtasnosci f —cji podcatkowe)) znamy f(K) analitycznie,
f(-k) = (k) natomiast nie znamy rozktadu
1 o Trywialne uog6lnienie
- —ikx ) )
pX) = e fkdk na przyp. wielowymiarowy
_ ., d"fk
<X"> =Ilim (-i)) — : jesli istnieje
k=0 dkn
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Funkcje charakterystyczng wprowadzamy, gdyz

(a) wiele wtasnosci rozktadéw tatwiej studiowaé
uzywajac f (k) niz p (X).

(b) czesto funkcje charakterystyczna mozna podaé

analitycznie, podczas gdy rownowazna forma dlap (X)
nie jest znana.

(c) problemy dla f (k) rozwiazuje sie wielokrotnie tatwiej
niz rownowazne problemydla p (X); np. przy badaniu
procesow stochastycznych czestokroé rownanie nap (X)
daje sie rozwigza¢ w przestrzeni Fouriera.

(d) jesli f (k) jest fukcja charakterystyczng rozktadu p(x),
wtedy e***o f(k) jest funkcja charakterystyczna rozktadu
p(x — xo).

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Funkcja charakterystyczna jest przyktadem tzw. funkcji generujgce) rozktadu:

© = (ik)" < x™ >
Pokazaliémy poprzednio, ze f (k) = f e p(x)dx = z (ik) ~ ;
—® n=0 '

zatem, po wyliczeniu f(k), mozemy wyznaczy¢ momenty (jeSli istniejq):

d" f (k)

<xX"> = lim (-i)"
k-0 dkn

z kolei Inf(k) jest funkcja generujaca jeszcze wazniejszych wielkosci
charakteryzujacych rozktad tzw. kumulantow :

— [ pikx _ ikx ~ ;‘f’zlw
fl) = [__e**p(x)dx =< e >=e¢ T

Cp = (=0)7 lim d"In(f(k))/dk™

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Przyktad:
2

( iak — —~ k2
p(y)_ 2 0% =P [ voar ’ f(k): e -

2 . .
Inf (k) = iak — %YkZ; Cn = (=D lim d"In(f (k))/dk™

Zatem rozktad Gaussa charakteryzujg tylko 2 kumulanty!
C, =a, oraz C, = o¢; C, =0, n > 3;
w przeciwienstwie do momentow, kumulanty z n > 3 znikajg

tzn.
C, =< x >: monitoruje potozenie 'sSrodka masy'rozktadu
C, =< (x— < x >)? >: monitoruje szeroko$¢ rozktadu
C3: monitoruje asymetrie rozktadu (wraz z pozostatymi
nieparzystymi kumulantami)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Rozklady wielowymiarowe:

Rozklad p(X,y) =p(X) p(y) - niezaleznosc statystyczna

Rozklady zawezone(brzegowe): O (x ) — P (X ) y) dy

Rozktad p(X,y) =1 naprzedziale [0,1]x[0,1]

punkty losowane
z podanym powyzej
rozktadem

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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(b) n —wymiarowy rozkiad Gaussa

— (X1, nuny xn) = ]:Rn

|_-

det (B) 1
p (X) = e-')‘CIC’(——()‘i—a)i Bij(x_a)j]

\ (27)" 2

B: symetryczna, dodatnio okreslona macierz

Wyprowadzi¢ wzor na czynnik normalizujacy rozktad Gaussa

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Rozktad sumy zmiennych losowych

| Centralne Twierdzenie Graniczne:

Czesto pojawiajace si¢ zagadnienie w fizyce statystyczne;:

< V% + Vf +... + W > s$redniapredkosé

<H;+H, +..+ Hy> : sredniaenergia
nieoddziatywujacych czastek

Pod srednig mamy sume niezaleznych

zmiennych losowych. Mozna zapytac

jaki rozktad prawdopodobienstwa ma suma

(jesli znamy rozktad pojedynczej zmiennej

losowej wechodzace) do sumy) 36
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Centralne Twierdzenie Graniczne

niech X; — statystycznie niezalezne zmienne losowe
orozkladzie p (x), ktory ma skonczone conajmniej
dwa pierwsze momenty

wtedy zmienna losowa

1
YN = ﬁ()(1 + .. + Xy) — <X> ma rozkiad

1 V2 wariancja
Py, (Y) s exp [— ], gdzie (:ri = <X*> - <x>
27 (02/N) 2(02/N)

2

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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P(|y| < J(Z

2
Ox

Yn = — Xy + ... + Xy) - <X> ma rozkitad

N- oo 1
Py, (y) — exp

[_

J

Rozklad Gaussa w granicy duzych N

2

2(2/N)

], gdzie a'i = <x’> - <x>?

*Dyspersja rozktadu zachowuje si¢ jak:

Vo -

VN

Wzor podaje rOwniez oszacowanie na <x>:

)= % (XL + ot Xy) 2/ (0F/N)

)>z0.68) P<|y|<3 (

2
Ix
N

)> ~ 0.997)
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Zamiast dowodu 1lustracja jak duze
musi by¢ N w praktyce:

px; (X)

oxl = <xX2> - <x>2 =

S| =

Dla ustalonego N bede konstrutowac rozktad zmiennej

Yn = i{)ﬁ + e+ XN) - <X>

i porownywac z rozkltadem

O = 7w =)
pYN y) = 2r(c2/N) 2(ci/N)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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-2((1+2x)60[-1-2X] +
(-1+2xX)0[1-2X] -4X0[-X])

2
2 e-12 X

éCiSly (Z) ® - f.Heavisida

przyblizony (ctz dla n=2)
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% (-3(1+2x)20[-3-6x]+(1+6x20[-1-6X]
~(1-6x)°0[1-6x]+ 3(1-2x)20[3-6X])

3((?_18)(2 ’ E
T
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N=3

scisty (z)

. przyblizony (ctz)
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Jak dobrze pracuje
CTG? (programy dostepne
na stronie kursu)
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Materiat do
samodzielnych studiéw
(dla zainteresowanych)
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Definicja prawdopodobienstwa (Kolmogorowa)

Definicja Sigma-algebry
Sigma-algebra, oznaczana jako J, to zbiér podzbioréw danego zbioru elementarnego £ spetniajacy

nastepujgce warunki:

« 1. Zawiera zbior £2:

e F.

« 2. Zamkniecie na dopelnienia:
Jesli A € F, to réwniez dopetnienie A = Q \ A nalezy do F.

« 3. Zamkniecie na przeliczalne sumy:
Jesli Ay, Ag, A, -+ € F, to suma
U:2, 4; € F.

Dzieki tym whasciwosciom sigma-algebra umozliwia definiowanie funkgji miary (np. funkgji

prawdopodobienstwa) na wybranych, "mierzalnych” zdarzeniach.



Przyktad: Rzut kostkg

* Zbiér elementarny (2:
0 ={1,23,4,56}

(reprezentuje wyniki rzutu szescienna kostka)
* Sigma-algebra F:

Definiujemy JF tak, aby rozr6zniata jedynie wyniki parzyste i nieparzyste:
F={2, {1,3,5}, {2,4,6}, {1,2,3,4,5,6}}

Uwagt:
- Zauwaz, 7e nie wszystkie podzbiory €2 s3 uwzglednione (np. {1, 2} nie nalezy do JF).
- F jest zamknieta na operacje dopetnienia oraz sum przeliczalnych, co gwarantuje, ze funkgcje

prawdopodobienistwa P mozemy sensownie zdefiniowa¢ tylko dla zdarzenh z JF.

Po tych uwagach wprowadzimy definicj¢ prawdopodobienstwa Kotmogorowa:



Przestrzen probabilistyczna

Definicja:
Przestrzen probabilistyczna to formalna struktura matematyczna opisana jako trojka (Q, F, P), ktora

stuzy do opisu eksperymentow losowych.
Sktadowe:

« Zbi6r elementarny 2:
- Zbiér wszystkich mozliwych wynikéw eksperymentu losowego.

- Kazdy element w € {2 reprezentuje jeden mozliwy wynik.

« Sigma-algebra JF:
- Zbi6r podzbioréw 2 (zdarzen) spetniajacy nastepujgce warunki:
Qe F
. Jeéli A € F, to dopetnienie A réwniez nalezy do F
« Suma (tgczenie) dowolnej liczby zdarzen Ay, A,, - -+ € F nalezy do F

« Funkcja prawdopodobieristwa P:
- Funkcja przypisujaca kazdemu zdarzeniu A € F wartoé¢ P(A) z przedziatu [0, 1]
- P(Q2)=1
« Dla roztgcznych zdarzen Ay, A, .. .
P(U?; A;) = Efil P(A;)
Zastosowanie:

Struktura (ﬂ, e P) stanowi podstawe formalnego opisu procesow losowych oraz umozliwia

przeprowadzanie obliczen zwigzanych z prawdopodobieristwem.



Dlaczego w przestrzeni probabilistycznej

potrzebujemy sigma-algebry F zamiast korzysta¢ wylgcznie ze zbioru {2?

(2 — zbior elementarny:

(2 reprezentuje wszystkie mozliwe wyniki eksperymentu losowego. Samo {2 to jedynie "uniwersum’

mozliwych wynikow.

F - sigma-algebra:
J to zbiér wybranych podzbioréw (2 (tzw. zdarzen), na ktérych definiujemy funkcje
prawdopodobieristwa P.

Powody, dla ktérych potrzebujemy JF:
» Mierzalnosc:

Nie kazdy podzbi6r £2 musi by¢ mierzalny, czyli nie zawsze mozna na niego jednoznacznie
przypisac prawdopodobienstwo. Sigma-algebra wybiera te podzbiory, dla ktérych taki przypis jest

sensowny i mozliwy.



« Zamkniecie na operacje:

JF musi by¢ zamknieta na operacje dopetnienia oraz przeliczalne sumy. Dzigki temu, jesli mamy
zdarzenia Ay, As, . . . nalezace do F, to ich suma UZ1 A; réwniez nalezy do JF. To zapewnia
spdjnos¢ przy definiowaniu ztozonych zdarzen (np. “przynajmniej jedno zdarzenie wystgpito®).

« Konsystencja definicji prawdopodobienstwa:

Funkcja prawdopodobienstwa P jest zdefiniowana tylko na zbiorze JF. Dzieki temu mamy
pewnos(, ze wszystkie zdarzenia, ktérym przypisujemy prawdopodobienstwo, spetniajg wymagane
wiasnosci (np. addytywnos¢).

* Podsumowanie:
{1 samo w sobie to zbi6r wszystkich mozliwych wynikéw, ale aby méc formalnie przypisaé
prawdopodobienstwa zdarzeniom, musimy wybrac z {2 te podzbiory, ktére s "mierzalne” i

spetniajg odpowiednie wlasnosci — wtasnie tworzy to sigma-algebra F.



Rozwiniecie kumulantow (uogoélnienie)

(bardzo wazny wzor w fizyce statystycznej, wykorzystywany do r. perturbacyjnych)

Niech

ik
k) dr [ < gl ) =0 ()
4 | <@ =6 )

d!

Jesli powyzsze srednie istnieja 1 istnieja momenty < #" (X) >, x),
wtedy

K
K - (Il] .
gﬁ(l) = exp| Z e C. |, gdzie C, — tzw. kumulanty
n=1 )

poréwnujac szeregi po obu stronach ostatniej rownosci otrzymamy

Ci= <y@(x)>

Co= <¢f(0)>-<@®>*= <K -<g>)*>

Cs = <¢@(X)>-3<y@pX)> <@ (X)>+2 <w(x)>"
= <(gx-<pxs>)°’>

p(x): dowolna gestosé
prawdopodobienstwa na x

Problem: znalez¢ algorytm
generujacy kolejne
kumulanty

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Istnieje prosty, geometryczny zwigzek wyrazajacy momenty przez kumulanty:

-przedstawiamy n-ty kumulant jako potaczony klaster n punktow;
-wtedy n-ty moment otrzymamy sumujac po wszystkich mozliwych
podziatach n-punktow na mniejsze (potgczone 1 niepotgczone) klastry;
-przyczynkiem do sumy od kazdego podziatu jest iloczyn kumulantow
reprezentowanych przez klastry wynikajace z danego podziatu.

Przyktady:

<x>=C1
<x?>=C,+C{
<x3>=0C;+3C,C, +C}

<x*>=C,+4C3C;, +3C7+6C,C*+C{

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Przyktady na f-cje charakterystyczne

(a) Rozktad Levy’ego

Jest to rozktad dla ktorego funkcja charakterystyczna
ma postac:

f(k) = exp(-clk|¥); O<a =<2, ¢c>0

analitycznie postac px (X) znana jest jedynie dla
kilku wartosci «

(") jesli @ =2, wtedy

1 X2
f(k) = exp(—ckz) — p(X) = exp[__]
4 zc

(p jest rozktadem Gaussa o o? = 2¢)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



(") jesli @ < 2, wtedy wszystkie momenty rozkiadu
poza pierwszym ( = 0) sg nieskonczone .

(znany takze jako rozkiad Breita — Wignera)

1 c

px(X) = =
r G2 + X2

Np.dla « =1 otrzymujemy tzw. rozkiad Cauchy'ego

IA

IA
NN

1 do 1

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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(b) rozktad dwumienny:

(modelem moze by¢ rzut monetg, lub btadzenie przypadkowe)

przeprowadzamy sekwencje N - statystycznie niezaleznych
doswiadczen, ktorych wynikiem (z zatozenia) sg dwie wartosci :
0 lub1

p@O) =
p() =

q
+q=1
o P+ 9

w sekwencji N prob:

0 wypada ny — razy
1 wypada nq — razy

Pn (ny)
Y=o Pn (1)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Na sekwencje prob mozna tez popatrzec z innego punktu
widzenia. Wyobrazmy sobie, ze zmienna stochastyczna X;
opisuje wynik i —tej proby i moze miec¢ dwie realizacje:

—_

x=0 z prawd. q

— wtedy gestosc¢ prawdopodobienstwa

x=1 z prawd. p
p(X) = q6(X) + po(x-1)

i funkcja charakterystyczna i —tej proby dana jest przez

00 co
f (k) =j ek p(X)dx = f ek [qs(X) + p 6 (x—1)]dx

— oo

Q = {X1, X2, .., Xn} i jesli z kazdym zdarzeniem
elementarnym zwiazane jest prawdopodobienstwo

q + pek

n
pi: pi =0, Zpi =1, wtedy

i=1

Il
pX) = ) Pid(X=X) 16
© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna i=1




fk) = q + pe'

prob:
Yn = X1 + X2 ... + Xy
wtedy

Py, (Y) = f...fci[y—()q +.e + XN)] p(Xq) cco p(XN) A X1 ... d XN

fy, (K) = f e py (y)dy = [f®N = [q + p k"

Rozwazmy obecnie zmienng losowg bedacg suma N - niezaleznych

Identyczny wynik otrzymamy wykonujac dyskretng tr. Fouriera:

N

; T - \TI T T T . T -

—ikN LV N N—Nas —ikN _ —1k
<(:‘ -“) = E pAipg e 4 = (j)_,q(:

NUUN —— N
S NAI(N = Ny)!

Na=

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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(c) rozktad Poissona:

;‘.:
ATk

p(A k) = € k=0.,1,2,... Jest to rozktad dyskretny.

¥

Otrzymamy go, gdy w rozktadzie dwumiennym: P(n,k,p) = (z) pF(1 —p)r*k
dokonamy przejscia granicznego

rp%rO

L

n — oo
| pn = A = const

Klasyczne przyktady rozktadu Poissona to liczba rozpaddéw promieniotwor-

czych w jednostce czasu lub liczba rozméw telefonicznych zainicjowanych

w jednostce czasu. Mozna pokazac, ze rozktad Poissona pojawia sie za-

wsze w sytuacji, w ktérej mamy nieskonczenie wiele “kontenerow”, przy

czym do kazdego z nich moze wpasc¢ catkowita liczba elementow i zawar-

toSC poszczegdlnych “kontenerow” jest niezalezna od zawartosci innych 56
kontenerow.



Zamiana zmiennych w rozkladach  Przypadek jednowymiarowy:

Z 4 z=2(X
Przypusémy, ze transformacja wspotrzednych 9

X—z dana jest za pomocg funkcji z=z(x).
Jaki to generuje zwigzek miedzy zmiennymi
losowymi X, Z? —— - -

Pytanie: i

jaka jest gestos¢ prawdopodobienstwa 9(42 ) :
g(z) jesli znana jest gestosé 3 |
prawdopodobienstwa f(x). f(x) :

Problem ten jest zilustrowany na rysunku:

9(2) dz| =[f(x) dx|
zatem

9@ =152 f(x) X

Trzeba uwazac, gdy z(x) przyjmuje te same
wartosci dla réznych wartosci x

57
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W przypadku transformacji wspotrzednych z - z(X) mozemy
takze uzy¢ tozsamosci

dx
1= fpx(x)ﬂ'x = fPZ(Z)dZ =fpx(x(2)) E dz
dx
== pz(Z) = px(X(2) d_‘ (zgodnie z poprzednim wzorem)
y4
1
pz(Z) = fo(X)ﬁ(Z—f(X))(fX = Z . px (Xi (Z)),
| ' (Xi (2)) |

gdzie {x; (z)} : dozwolone rozwiazaniarownania z = f (x) dla x.

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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PRZYKLADY:

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Bardziej ogolny przypadek:

W przypadku wielu zmiennych:

‘ dx ‘ OXqy weey Xp)
—_— -
dz

6(21, tany Zn)
dx
pz(@) = | —| px(X(2))
dz
d(X1y ey Xp)
= Pz @1y ey Zp) = Py (X1, wuey Xp)
0(Z1y ey Zp)

zadanie : uogolni¢ formute z delta Diraca

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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PRZYKLADY:

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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(b) n — wymiarowy rozkiad Gaussa

X =

p (X)

B : symetryczna, dodatnio okreslona macierz

(X1, nany xl'l)

det (B) ( 1 ( B : ]
exp| - — (x - a); B (X - a);
(27)" P 2 J ’

Funkcja charakterystyczna

. i - i -1 .. K:
fki, ko, .y Ky) = f e' 2% p (X)dXq ...dX, = Tk e A72) ) ki (B kg

-0

wyprowadzi¢

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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[= o . . 1 .
f(ki, Ko, oy Kn) = f & TMX 5 (%) Ay ... dX, = e Zkia @12 Lk (B yk

[s9]

_ e
Momenty: <Xj > = {Jm}[(—n a_qu{k“ Kz, - kn)] = 3

<(X-aj(x-a)y> = (B

Wyzsze momenty

<(X-a)j(x-a)j ...(x—-aym > Rozklad Gaussa
jest w pelni okreslony
= 0 (dlanieparzystejilosci czynnikow pod srednia) przez podanie

pierwszego 1 drugiego
= n(B‘1 o + ... (powszystkich mozliwych —réznych - momentu

kombinacjach par)
np. X, = Xg —a,; BNy = <X, Xz >

< i1}~(2i3f{4> = < i1i2> < i3i4> + < i1i3> < izi.i > +
< i1i4> < i2i3 >

(WYPROWADZIC) -

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



Centralne twierdzenie Graniczne
vs funkcje charakterystyczne

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna

64



Dalsze wykorzystanie funkcji charakterystycznej f(k):
(badanie rozktadu sumy niezaleznych zmiennych losowych)

Yn = X1 + X ... + Xy

X;i ma rozktad p(X;) (identycznafunkcja vV X;);
szukamy rozkiadu dla Yy: py, (V)

pyy (Y) = f..-fd[y—(m +. + XN)] p(X1) wo p (XN) d X1 oo d XN

wtedy

v (k) = f e py. Ay = [F N,

gdzie fx(k) = f e X 5 (X) d X (pokazaé)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



Przyktad: rozktad dwumienny:

f(k) = q + pe¥

Rozwazmy obecnie zmienng losowg bedaca suma N - niezaleznych
prob:

YN =X1 +X2 +XN
wtedy

Py (Y) = f---f5[Y—(X1 +.o + XN ] p(X1) oo p (XN) d X1 ... XN

fy, (K) = f e oy (ydy = [fWN = [q + pe¥]"

Zadanie :

- Majac fy, (k) wyliczyé¢ py, (y), <y>, o7

. . (Yn = <y>) .

— Rozwazajac zmienng losowg Zy = znalez¢
a
y

pz, (Z) w granicy N- o

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Rozklady stabilne (nieskonczenie
podzielne)

Definicja
Niech X;, ..., Xy beda niezaleznymi zmiennymilosowymi
o identycznych rozktadach px (x). Niech

YN =X1+...+XN

bedzie zmienng losowa reprezentujagcag sume zmiennych losowych.
Rozkiad px (X) nazwiemy stabilnym jesli vV N rozkiad py, (y) jest
opisywany tag samg funkcyjng zaleznoscia co px (tzn. réznica jest
jedynie wwartosci parametrow a nie w ksztatcie funkcji).

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Sa to wazne rozklady w zastosowaniach,
szczegolnie w:

*Teoril procesow stochastycznych
*Teoril zjawisk Krytycznych

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Przyktad: rozktad Gaussa

(-a+xq)? (-b+xy) 2
P1 = P2 =
V27w oy V2 7 oo
(a.+b—_'_,r)2

(e_ 2 (0'12+0'22)

'\/2—71' ('\/012 + 032 )

Py (Y =X1 +Xp) =

Dla rozktadu Gaussa mamy wiec znacznie ogdlniejszg
sytuacj¢ (pokazac)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



I znowu podejscie od strony funkcji
charakterystycznych pozwala rozwigzac
zagadnienie rozkladow stabilnych catkiem
ogolnie:

px; (Xi) = p (Xj)

Jesli Yy = Xq + ... + Xy > VN Ty, & =[fx®1"

fy, (k) = f ey nay = [fk"

mmp W.K.W. na to aby mie¢ r. stabilny:

fy, (k) = fk, {a"(N)}) = [f(k, {@ap"

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Przyklady: JENCEERICRCNUDEILCECH

(a) Rozklad Gaussa

EN v-a° _ e
Py, (Y) = JZ > exp[— ) II- fYN K) = o2 >

20%

o2 - . a ol
f(k) = \"'/@iak-T"k2 _ el(w)k—ﬁkz

px (X) = \j 1 EXP[— (x_%)z]
27 (0% /N) 2(c% /N)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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IBVAYCElNA [Ty, (k) = fk, {a' ()} = [fk, {@p®

(a) Rozklady Levy’ego

fy, (k) = exp(-c|k|); O<a =<2, ¢c>0
( tylko1-szy moment jest skonczony)

N C
f(k) = \/exp(—c|k|a') = exp[—(ﬁ) |k|“']

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Dzickuje za uwage
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