Wykiad 2

Przyktad zastosowania teorii
prawdopodobierstwa: procesy stochastyczne
(Markova)

Procesy Markova: definicja

Rownanie Chapmana-Kotmogorowa-Smoluchowskiego
Przykitad dyfuzji w kapilarze

Rownanie Master

Samodzielne studia: Réwnania Master dla procesow
Markova jednorodnych w czasie i przestrzeni

w granicy matych czasow.

Ok wWwhE
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Układy makroskopowe maja˛ bardzo dużo stopni swobody, rzędu liczby
Avogadro, czyli rzędu 10^23. Demon Laplace’a, czyli hipotetyczna istota
zdolna śledzić´ wszystkie cząstki mikroskopowe, jest w praktyce nierealizowalny,
tym bardziej, że tak naprawdę interesuje nas albo zachowanie
wybranych, obserwowalnych stopni swobody, albo też zmiennych makroskopowych,
odpowiadających pewnym wielkościom uśrednionym. Mówiąc
w języku fizyki statystycznej, nie interesują nas mikrostany, ale makrostany.
Wpływ licznych nieobserwowalnych stopni swobody zastępujemy
procesem stochastycznym, którego własności statystyczne umiemy 
podać.


Demonstracje: dyfuzja gazu po usunigciu Scianek

Dyfuzja Rozklad p(X,t) = N(x)/N
4 ———r————t—t—t———
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Jednowymiarowa analiza
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Prezentator
Notatki do prezentacji
dzielimy zbiornik na 10 slabów i śledzimy symulację


(kropla atramentu wstrzyknigta do ptaskiego naczynia z woda)
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Podobnie, tylko w 2d. Innym przykładem byłby układ kwantowo mechaniczny z poziomami energetycznymi poddanymi losowym przeskokom


Dyfuzja Browna

Rownania Langevina (czastka Browna, 1907):

2
m —

L2 x(t) = =y v(t) + Fiosowa(t)

Fiosowa (t): zmienna gaussowska

V1 < Fiosowa () >=0
Vit

< Fiosowa (t) Flosowa(t’) > = 025“ - t,)

(x)d
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Losową siłę w równaniu Langevina nazywamy gaussowskim białym szumem. Przymiotnik “biały”
pochodzi stąd, że funkcja korelacji nie wyróżnia żadnych częstości.
Obecność delty Diraca w ostatnim z równań , to stwierdzenie,
że w białym szumie gaussowskim nie ma żadnych korelacji czasowych.
To oznacza, że wszelkie charakterystyczne skale czasowe obecne
w fizycznym procesie, który modelujemy poprzez RL, są o wiele mniejsze,
niż skale czasowe dostępne nam w pomiarze. Pomiary, odbywające
się za pomocą jakiegoś procesu makroskopowego, sa˛ o wiele wolniejsze,
niż “fundamentalne” procesy fizyczne. W efekcie to, co obserwujemy, jest
uśrednione po bardzo wielu zdarzeniach “fundamentalnych”.

Typowy pomiar fizyczny zajmuje czas rzędu 10^-7- 10^0s. Charakterystyczny
czas wibracji atomów w sieci krystalicznej jest rzędu 10^-15s
— ludzkość´ obecnie zbiera sie˛ do dokonywania pomiarów z taka 
dokładnością czasowa˛. Cząstka brownowska doznaje w warunkach normalnych
około 10^21 zderzeń na sekundę. Interwałów czasowych rzędu 10^-21s nie
jesteśmy w stanie mierzyć przy użyciu ˙żadnej dostępnej nam aparatury.


Zastosowanie teorii prawdopodobienstwa:
Procesy stochastyczne

(proces stochastyczny: zastgpienie skomplikowanej dynamiki uktadu makroskopowego (o liczbie stopni swobody
rzedu liczby Avogadro) poprzez opis probabilistyczny dynamiki jedynie kilku interesujgcych nas stopni
swobody; wptyw nieuwzglednionych stopni swobody redukujemy do praw statystycznych). Okazuje sie, ze w
wielu interesujgcych przypadkach jest to mozliwe. Poznamy wazng klase takich proceséw, ktére w literaturze
nazywajq sie procesami Markova.

Z kazdym zdarzeniem ( zmienng stochastyczng x)

Przestrzen zdarzen zwigzemy inne zdarzenie x(t), gdzie t (tutaj czas)
bedzie dodatkowg zmienng opisujaca (indeksujaca)
ten zwigzek.

X(t) - zmienna losowa, bagdz - w naszym przypadku —

) proces stochastyczny
x(H)
x()
x(H)
Zaktadamy chronologi¢
Czasu,

x: ciagta badz
dyskretna zmienna

Rownania Langevina (czastka Browna, 1907): p=P
d2
m Fx(t) =—yv(t)+ Fosowa(t) Pk (x1 t1 y XZ t2! rany xk tk )

k=1...n
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Czas pełni tutaj rolę etykietki; zakładamy chronologię czasu; zawężone prawdopodobieństwa: x- ciągła bądź dyskretna zmienna
Wpływ licznych nieobserwowalnych stopni swobody zastępujemy procesem stochastycznym; badamy wielkości uśrednione 
Trochę o własnościach siły losowej: <F>=0 ; <F(t) F(t’)> ~gamma Temperatura; Proces stochastyczny to rodzina zmiennych 
losowych indeksowana pewną zmienną t
X – zmienna losowa; f(X) dowolna inna zmienna losowa; f(X,t) proces stochastyczny


Zastosowanie t. p.:
Procesy stochastyczne

PBNA)

PB/A) =
P(A)
Wzor Bayesa dla ciagow zmiennych losowych:
gestosci i prawdopodobienstwa warunkowe
dla wielowymiarowych zmiennych losowych
' i o A ! P(xq1, x XJo,X X )
_ 1 X2, XX k41 -+ 0y
P(X1, X0, ceei, Xp/Xpet1r-+er Xn) = =

P(Xj+1s-- -5 Xn)

(obszerna dyskusja znajduje si¢ w: A. Papoulis
Prawdopodobienstwo, zmienne losowe i procesy stochastyczne
Str. 249)
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Procesy stochastyczne

Dwa stany do obsadzenia w dowolnej chwili:

dyskretny czas

Pram X1 b1, Xoty, ey Xic by Xiiq Teans
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Np. 1. rzut spinu ½ (spin oddziaływuje z siecią krystastaliczną). 2. moneta poddawana losowym uderzeniom; etc.
Czas pełni role etykietki; 


PANB) =PB/APA)

Prem X1 b1, Xata, ooy Xi by Xkst tkits ooy Xiem tkem) =

pamiec

A
- I

Pk Kk+1 tkets oo Xkem tem/ X1 81y X2 2, sy X)X

Pe (X1 ty, Xatz, oy Xkt [V K, M

Terminologia: P,(.../...) - prawdopodobienstwo warunkowe znalezienia ukladu w stanach x,,; w chwilit,, ..... ...
w stanie X,, W chwili t. ., pod warunkiem, Ze wczes$niej byl w stanach x; w chwili t, ....., x, w chwili t;;

symbol m/k w P, informuje, Ze mamy prawdopodobienstwo warunkowe z k stanami przed t,
i m stanami po t,
(zakladamy chronologi¢ czasow jak na rysunku)




Wezmy np. m=1

Pt (X1 by, Xoto, ey Xty Xy Tkt ) =

Pik Xkttt / Xe by, Xoty, ooy X)) x Pe(Xqty, Xotp, oy X to)

Przyblizenia: rozklady niezalezne | (proces ‘nie ma pamigci')

Pk Xk+1 it / Htprdotor—rerdXicty) = P1 X1 L) WK

Pt (X1 b, Xoto, oy Xty Xy tier) =

Pi Xk+1 tke1) P Xt oo Pi1(Xqt)
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Z punktu widzenia fizyka założenie braku pamięci w procesie to szczególny (trywialny) przypadek


Wezmy np. m=1

Pt (X1 by, Xo o, ey Xe by Xy Tkt ) =

P1k X1 ket / Xq by, Xa b5,

Proces Markova (z krotkg pamigcig)

(proces zalezy od jednej chwili czasowej wstecz)

ey Xk t) X P (X1, Xo b5,

eny Xic Bio)

P1k Xis1 k1 / HtprXotor—ey X tw) = Py (Ko tiit / X ty)

Pt (X1 b1, Xato, iy Xk, Xy tker) =

P11 (i1 ket / X)) Prjg (Xt / Xi—1 tk-1)

Pia(Xata/ Xit) Pi(Xt)
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Prezentator
Notatki do prezentacji
P1/1 : czy podanie dowolnych P1/1 oraz P1  odpowiednio znormalizowanych definiuje jakiś proces Markova;  odpowiedź zależy od tego czy t jest zmienną dyskretną, czy ciągłą 


Proces Markova (Z kr(')tkq paleClq) ( N.C. van Kampen Procesy stochastyczne w fizyce i chemii )

Pei1 (X1 g, Xoto, ooy Xty Xyt thiq) =

P11 (Xiet tiet / Xctio)  Pijgn (Xt / Ximq b)) e

Andrei Andreyevich Markov

Pir(Xaty /X1 t) Pi(Xty)

N

krotka pamiec

prawdopodobienstwo
przejscia
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Rownanie Chapmana- Kolmogorowa-Smoluchowskiego

Pri1 (X1 g, Xato, ooy Xeli, Xist tst) = Pajgn (Xiaq T / Xe )

Pij (Xt / X1 ti1) =Py (Xota / X9 t1) Pr(Xq 1)

(Vit; <t,<ts)

Pi(X1ty)
Po(X1ty, Xat2) = Pyp(Xaty / X4 ty) Pr(Xqty) (Scisty wzor)

do

X2

N

Ps(Xqt, Xat3, X3t3) Aj
yD Pin(X3t3 / Xa 1) P1,1(x2t2/x1t1)M

‘PZ(x1t1a Xsty) = Pyq(X3t3 / X¢ 1) Bﬁ‘ﬂ@

P11 (Xst3 / X1 t1) =ZP111(X3t3/X2t2) P11 (X2t / X1 t1)

X2
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Równanie C-K-G wyraża markowowskość procesu; jednak nie zawiera informacji o żadnym konkretnym procesie Markova;
`Suma` po x2 w równaniu wygląda jak mnożenie macierzy 


Réwnanie Chapmana- Kotlmogorowa-Smoluchowskiego

Pi(X1t1)

Po(X1t1, Xat2) = Piygp(Xata / X4t1) P1(Xqt1) (Scisty wzor)

Pi1(X3t;3 / X1 t9) =ZP1;1(X3t3/X2t2) Piq(Xot /X1 1)
X5 Vit <t, <ty

Z Pa (X1 tkety Xetk) = Prjg (Xes1tesr / Xete) P (X tc) (Scisty wzor)

Py (Xy41tks1 ) = Z P11 (X1 tket / Xic b)) Py Xk tw)

Xk

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Równanie CKS wygląda jak mnożenie macierzy


Indeksy mozna
zmieniac

Pi(X1t1)
Po(X1tq, Xatz) = Py (Xatz / X1t1) Pr(Xqt1) (Scisty wzor)

Pin(Xats / Xit) = D Pis(Xats/ Xetz) Pig(Xety /Xqty)

X2

D Pit (Xoty [ X ty) = S—Prrtartyertrr = 1

X3 X1

P1(Xks1 thke1 ) = me (X1 k1 / Xkt ) P (X t)

Xk

© Lech Lonoga Termodvnamika i Fizvka Statvstvczna
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Normalizacja: układ przechodzi do jakiegoś stanu ze stanu x1 (stąd normalizacja)   (wysumować po x2 wzór 2)


Przyktady prawdopodobienstw warunkowych spetniajacych r.
Chapmana- Kotmogorowa-Smoluchowskiego (¢cwiczenia):

Dychotomiczny proces Markova: s=+1

1 1
P1J,r1 (S2 t2/51 t1) = 5[1 + f—zy(tz—h)] 551 s, T 5[1 — f?—Zy(tz—t”] 531_52

1
Pi(st) = 5[531 + 05 1]

+1

(losowy telegrafista)

t

(dwustanowy proces Markova: losowy cigg impulsow)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Przyktady prawdopodobienstw warunkowych spetniajacych r.
Chapmana- Kotmogorowa-Smoluchowskiego:

Proces Wienera—- Levy :

1
Piqa(y2ta/y1ty) =
JZﬂ(tz—ta')
V2
P1(y, b = exp[-—]
V2rt 2t
tbb>t;;, —co<y,<o

(Y2 - Y1)°
exp|-———|

2(t -t

Jest to matematyczny model ruchow
Browna w jednym wymiarze przestrzen-
nym (pozniejszy przyktad dyfuzji

w kapilarze). Funkcja rozktadu P,

jest gestoscig potozenia (y) czastki
podlegajacej jednowymiarowej dyfuz;ji.
(pozniejszy przyktad z dyfuzja w
kapilarze)

Przy zatozeniu P,(y,,0) = d(y;) otrzymujemy Gaussowski rozktad
potozen w chwilach p6zniejszych.

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Położenie cząstki w procesie dyfuzji     P1(y,0)=delta(y)


Przyktady prawdopodobienstw warunkowych spetniajacych r.
Chapmana- Kotmogorowa-Smoluchowskiego:

Rozkiad predkosci czastki Browna: (Proces Ornsteina—Uhlenbecka)
1 (2 - y1 e W)’
Pi(Y2t2/y1t) = exp|- 21— o2ty |
JZ?I‘(" — 72t (1-e )
1 y?
Pi(y) = —— exp[-—]
V2z 2

<y1(t) Ya(tp) > = 7

tb>t;, —oco<y,<o

Tutaj zmienna 'y pelni role predkosci czastki ( w jednym wymiarze)
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Przyktady prawdopodobienstw warunkowych spetniajacych r.
Chapmana- Kotmogorowa-Smoluchowskiego:

Proces Poissona

Pi1(n2ta/nqg ty) =

:n=0,1, 2,

[A(t - tq)]2™

0

7

(N2 —ny)!

N> < N4

e

. t22t120: N> 2 N4

~A(to-t1)

Proces Poissona zlicza zdarzenia

jakie zaszty do danej chwili;

I/ jest Srednim czasem oczekiwania
na kolejne zdarzenie.

7, warunku poczatkowego:

P1(ny,0) = 85,0 mozemy wyznaczyc¢
P, w dowolnej innej chwili czasowej:

oY (Aty)™

P1(nq, 1) =
nq!

(funkcje P,, oraz P, definiuja proces Markova)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Proces zliczeń;   (N(t), t >=0) ; N(0)=0; przyrosty są niezależnymi zmiennymi losowymi (jeśli przedziały czasowe się nie pokrywają)  <N(t)> = lambda t


Dyskretne Procesy Markova

(n: dyskretnestany 1, 2, ..., M)
t . dyskretny czas

M
Pia(nt/ ngty) = Z Pip(nt/ m7)Pqyq (M7 /Ngtp)

m=1

M
P(nt) = Y Pyy(nt/mz)P(m7)

m=1

M
> Pyr(nt/mr) =1 t>1>1
n=1

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna

P,=P

Dla dyskretnych procesow
nhajwazniejsza jest macierz
miedzy kolejnymi krokami
czasowymi: Py (nt+1/mt)
nazywanaw literaturze
macierza przejscé

oZznaczmy :

Pys(nt+1/mt) £ W, (1) >0

19


Prezentator
Notatki do prezentacji
Szczególnie prostą klasą procesów Markova są dyskretne (w przestrzeni i/lub czasie) procesy Markova
W: dowolny zbiór liczb dodatnich, unormowany; tutaj nie mamy ograniczeń typu 
Równanie C-K-S, bo nie ma czasów pośrednich pomiędzy t i t+1


Dyskretne Procesy Markova

Jesli dodatkowo W nie zalezy of czasu, wtedy W: dowolna macierz nieujemnych liczb taka, ze

M
Zan -1  WeR™
n=1

Obecnie twierdzenie C.K.S. jest automatycznie spetnione 1
wyraza regute mnozenia macierzy:

t3—t1 _ 3=ty t2—t
Wmn — Z ka Wkn
k

Stany stacjonarne: P*=W P*

Stany stacjonarne: wektory wlasne macierzy W do wartosci wilasnej = 1

Pokaza¢, ze dlaprocesow translacyjnych w czasie,
tj. gdy W, (t) niezalezyod t:

P11 (nt/m7) = (W), oraz P(nt) = (W')__P(m0)

nm

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Szczególnie prostą klasą procesów Markova są dyskretne (w przestrzeni i/lub czasie) procesy Markova
W: dowolny zbiór liczb dodatnich, unormowany; tutaj nie mamy ograniczeń typu 
Równanie C-K-S, bo nie ma czasów pośrednich pomiędzy t i t+1;
Stany stacjonarne: wektory własne do wartości własnej = 1


Przyktad 1

Pijak btadzi po nieskonczonej prostej od latarni do

latarni (pelne rozwigzanie-Cwiczenia):  (P,=P).

Zatozenie: w jednostce czasu moze przejs¢ jedynie do sgsiednich latarni
z prawdopodobienstwem 1/2

numery kolejnych latarni

t-1

t

P(n,t) =Py (t) = > Wy Pr (t-1)

1 1
an =~ dn,m—‘l + = (5n,m+‘1
2 2

r. Master
1 1
Pn(t) = EPM (t-1) + EPM (t-1)

Po(0) =1  P,(0)=0 n+0

(czas) © Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Przykiad 2 :
dyfuzja Brownowska w kapilarze

Pi1(X3t3 / X t9) =ZP1;1(X3t3/X2t2) Piq (X2t / Xqt9)

X2

Z-’J::Cfxz -q

P11 (X3-Xq,t3-1;) =f Piq(X3=Xp, t3 —t3) Py (Xa—Xq, 6 —t1)dX;

(]

X3 —-X41 =X

ty - t; =t Xo —Xq =Y
_ -t =t-1 X3 —Xp =X -V

-t =1t dx; =dy
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Spróbujmy rozwiązać równanie C-K-G dla dyfuzji  Browna w nieskończonej (jednowymiarowej kapilarze;
Wtedy P_{1/1} jest warunkową gęstością prawdopodobieństwa, która jest symetryczna ze względu
na translację w czasie i przestrzeni (zatem zależy od różnicy argumentów jak powyżej)
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0

P1j1(X3—X1st3—t1) =f P1/1(X3—X2,t3—t2) P1j1(X2—X1,t2—t1)(_fX2

X3 —X4 =X
X2-X1 =V
X3 —Xpg=X-Y
dXy =dy

t3 —t1 =t }
t, -t, =t -t
f _t, =ty 2 0
Pir(X, t) = Pig(X=Y,t) Pi1(y,t—t) dy

Pk t) = f ¢KXP, L (%, B d X

oo

P - 1 -ikX B :
191K t) = — e Pk, t)dk

iy —

|<e”“‘ ‘fafx
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Zobaczymy jak przydatne są funkcje charakterystyczne


24

— O

P1l'1(x’t) = P1/1(X—y,to) P1'/1 (y,t—to) dy | tfikx | jd-:”)(

I'f’(k,t)zf P, L (X, X

P _ 1 = Likx g
Xt = — € Pk, tdk
21 J-oo

o0

o0 — o0

Bk, t) = f dy dmlkx Pyr (XY, o) Py ¥, t— to)

&?i K(x-y)

(4

iky

ﬁ(kr tﬂ)ﬁ(k: t_tﬂ)
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o |
e

'5{"=‘1'=fw Py (x, ax P(k,t) = P(k to)P(k t—tg)
- . o
~ _ hkt _ - spelniajaca warunek:
Py k1) = %f“f-””ﬁ{k, 0k Pk t) =e h (k) : dowolna funkcja h(0)=0

dowod (dla zainteresowanych):

réwnos$¢ P(k,t) = P(k,ty)P(k,t — ty) rézniczkujemy po t,

a nastepnie po obu stronach rownania wykonujemy granice L}lm ;
0~

otrzymamy U: ) = P(k,t)P'(k,0); podstawiajac P'(k,0) = h(k) réwnanie redukuje sie do

aln(gik D) — h(k) = In (P(k, t)) = h(K)t + x(k) = Bk, t) = e"OHX0):  (k): dowolne;
przy warunku l1rro1 Py /1 (x,t) = 6(x) — x(k)=0

z kolei z warunku normalizacji [~ Py /1 (x,t) dx = 1 wynika, ze h(0)=0 C.B.D.O

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



Najp

24
rostszy model otrzymamy rozwijajac h(k) w szereg:

F'(k,t):fm

P t) = 1 ® ikx B |
1n X tH= e Pk, t)dk
271 J-oo

f-’ikxp1;1 (X, t)d X #—

P(k,t) = P(k toP(k t-ty)

Pk t)= &"™° h (k) : dowolna funkcja

P, /1 Xt Za|92y jedynie od x2 Zaden kierunek w kapilarze nie jest

hk) =

P(0,t) =

Wyrozniony

C +dk? + .. |d<0, C=0

" Ix o0 _ - . _ DK%t
X e P1',r1 x, t) = 1 Il- C =0 “‘P(k, t) —

-0

D>0

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Dygresja:

na przyktad, gdy ¢y (k) = e k",
Jesli funkcja charakterystyczna rozktadu zmiennej losowej wtedy gestos¢ rozktadu bytaby:
X ma postaé ¢y(k) = e, gdzie Q(k) jest wielomianem,
wtedy Q(k) moze byc co najwyzej wielomianem kwadratowym _
px(X) 4

( wielomiany wyzszego stopnia ‘tamig dodatnig okreslonosé’ rozktadow
px(x) 2 0)

jest to twierdzenie Marcinkiewicza (Mathematische Zeitschrift vol. 44, str. ——— |
612-618 (1939))

(Jozef Marcinkiewicz byt profesorem Uniwersytetu w Wilnie, zgingt w 1940

- najprawdopodobniej w Katyniu)
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_ﬁ(k,t)zf e * Py (X, t)d X

> _DK2t
1 o —
PiaX, )= — e Pk, t)ak Pk t=e

iy —_—

(a wigc otrzymalisSmy
Proces Wieniera-Levy) t=0

%) t>>0
P = [ PusGe=2,0P0,0 _—

D>0
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Zatem wraz z twierdzeniem Marcinkiewicza oraz  założeniem analityczności funkcji h(k)  możemy uznać otrzymany wynik za całkiem ogólny


Mozna sprawdzi¢, ze P, spetnia najprostsze rownanie dyfuzji
(rownanie Fokkera-Plancka):

32

0
D— I:)1/1 (X, t) - - I:)1/1 (X, t)
OX? ot

UWAGA: jest to szczegoélny przypadek ogdlnego rownania dyfuzji (z dryftem)

P"Iﬂ (xs t) =

1 —(X - vt)? d* d d
exp{———}; D—Py %, t) —V—"Py(X,t) = — Py (X, 1)
V4Dt 4Dt x> aX at

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Dyfuzja Browna: film

10

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Stacjonarne procesy: twierdzenie C.K.S w
granicy matych czasow; Rownania Master

(opisujg np. fluktuacje wokét stanu rownowagi)

Pi1(ysts/yity) = ZPM (yatz/yaty) Pya(yata/yqty)

Y2

= Py (yats =t1/y1) = D Pyr(Yats —ta/y2) Pin(yats —ti/yq)

Yo

d(x — y):delta Diraca lub Kronneckera

(w przypadku dyskretnym)

rownanie C.K.S.

rownanie C.K.S.dla

proceséw translacyjnych w czasie

= Py (YaT+T'/y1) = ) Pin(yaT'/y2) Piy(y21/y1)

Yo

rozwijamy P44 (y37'/ys) wokot 7' =0

Pi1(ys1'/y2) ® Pys(yat'=0/y2) + A(yalyg) T

PrawdopodAobieﬁstwo pozostania w y, W jednostce czasu

|

[
Pi1(y31'=0/y2) =6(y3-VY2) A(yslyz) = ad(y3—-Yya) + V/V'(styz)

Uktad nie wyszedt z y, bo v =0

W: prawdopodobienstwo przej$cia w jednostce czasu od Y, do Y,

© Lech Longa Termodynamikai Fizyka
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Prezentator
Notatki do prezentacji
Wyprowadzimy równanie C.K.S. w formie różniczkowej dla procesów stacjonarnych, tj. translacyjnych w czasie


twierdzenie C.K.S w granicy matych czaséw t

pum—]

Pi1(yst'/y2) = Piya(yst'=07/y2) + A(ys/yp) T’

Pi1(y31'=0/y2) =6(y3-Y2)
A(ysly2) = ad(yz-yz) + W(ys/y2)

i 4

Pia(yst' /y2) = (1+at’)o(ys-y2) + W(ys/y2) T

Normalization:

D Pui(yst'ly,) = fP1f1 (yat'/yz)dys =1 ‘ a=-3 W(ys'lys)
ya'

Ya
(sumowanie wykonujemy po martwej zmiennej y3')

P (Ya T/ y2) = [ 1= T 5 W(ys'ly2) | 6(ys-y2) + W (yalys) T
ys'

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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P (ys T/ y2) = [ 1= 1 5 W(ys'lyz) | 6(ys-ya) + Wiyslyz) T
Y3’

g 4 \ ]

prawdopodobienstwo
pozostania
W Yy, W jedn. czasu

prawdopodobieristwo
przejscia z y, do y, w
jednostce czasu

Wstawiamy do réwnania C-K-S

/—/J\

Pi1 (YsT+T'/Yyy) =ZP1M(Y3T'/Y2) Pi1(Y2T/Yq)

Y2

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



P (Vs T 1y2) %[ 1= T 5 W(ys'lya) | 6(ys=y2) + W (yslys) T

— Y3A —
Pin(YaT+T/yq) = Z Pin(YaT 1Y2) P1a(y2T/Y4)
. Yo
(Wstawiamy rozwinigcie) Y

(pozostawiamy bez zmian)

P (yst+7/yq) =Py (ystlyy) =T Zw(yaf}’z) P (Y21/yq)

Y2

-7 ZW (Y3'/y3) Py (ystlyq)

y3'

Zostawiam wyrazy liniowe w Ti T'; dziele przez 1’ i przechodze z T do zera

Upraszczam notacje: y3 = v,

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Pia(yzt+T/y1) =Pis(ystlyq) =1 ZW(Y3/Y2) Pin(y21/y1)

Y2

- 7' ) W(y2/ys) Py (va T/ y4)

Yo

Réwnania Master (2 3): Y - [ wersjadla ciagtych zmiennych y

(a) dziele przez T’ i przechodze z T do zera

0
a—Pm (yst/y1) = f[W(Ys/Yz)Pm (Y2t /Y1) — W(y2/Y3) Py (YsT/Y1)] dy;

T

Dowolny rozktad; np. jakis
poczatkowy rozktad
prawdopodobienstwa

Q
o

(b) Mnoze stronami przez P,(y,), catkuje po y; me (.y /YD Py Yo dYs = Pr(yat) = P, )

dziele przez T’ i przechodze z T do zera

d
L—P(YsT) = f[W(Y:*./Yz)P(YzT) = WWz/Ya)P(YaT)] dy,

ot

Uproscmy dalej notacje: ys— vV, Yo=Y , Tt

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Prezentator
Notatki do prezentacji
W: to mogą być dowolne prawdopodobieństwa przejść w jednostce czasu;
Sposób jak znaleźć P1/1


Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna , )
Rownania Master

0
— EPM(W‘U Y1) = I[W(Ys/!fz)ﬁn(yzt/w) - W(Yz/Ys)P1;1(Y3t/Y1)] dy;

E
Ep(yt) - f[W(y/y')P(y't) —W(y'/y)P(yt)] dy’

dla przypadku dyskretnego: y - n, y'-n', fdy' - Z
=

d
E Pn (t) - Z [Wnn' I:’n' (t) - Wn' n I:’n (t)] (przykiad) ztota reguta Fermiego:
n'
Whe = E (HYone 2,G(En]
h
y
(n) ( z rachunku perturbacyjnego )

Rownanie Master: rownanie zyskow i strat dla prawdopodobienstwa

36


Prezentator
Notatki do prezentacji

Złota reguła Fermiego (zasługa Diraka- 20 lat wcześniej) – reguła określająca średnią częstość przejść pomiędzy dwoma stanami kwantowymi układu występujących pod wpływem zaburzenia okresowego, Jest ona wykorzystywana w analizie wielu problemów fizycznych, np. procesu absorpcji czy emisji promieniowania, zjawiska tunelowania czy transportu ładunków, itp.  Density of states ρ: number of continuum states divided by  dE in the infinitesimally small energy interval E to E+dE


Warunki rownowagi oraz rownowagi szczegolowej

(rownanie Master jest rownaniem na bilans prawdopodobienstw.
Dla proceséw jednorodnych w czasie jest to rozniczkowa postac r. C.K.S)

%Pn(t) = Z[Wnn'pn'(t) -Wn'npn(t)]

n

Warunek rownowagi: w kazdym stanie prawdopodobienstwa
wyplywajace oraz wplywajace "kasuja si¢’

Z[Wnn‘Pn'(t) —Wn-nPn(t)]:O Vn
=

Warunek rownowagi szczegolowej:

Wnn'Pn'(t) —Wn'nPn(t) =0 vn,n

(mozna pokazac, ze mikroskopowa odwracalno$¢ réwnan ruchu w czasie
dla uktadéw izolowanych implikuje spetnienie warunku rownowagi szczegotowej)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



Podsumowanie

Rownanie C-K-S jest nieliniowym rownaniem wyrazajacym markowowskosc¢
procesu, jednak nie zawiera informacji o zadnym konkretnym procesie
Markova;

W rownaniach Master (2,3) rozwazamy prawdopodobienstwa przej$¢ W
jednostce czasu dla konkretnego systemu; znajac je rozwigzujemy liniowe
roéwnania na prawdopodobienstwa (okreslajgce mezoskopowy stan uktadu)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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(Material do samodzielnych studiow)

Przykitad (¢wiczenia): model dwustanowy; stany stacjonarne

d
aPm{yﬁ/ y1) = f[W(YS/YZ)PwHth/W) —W(Y2/Y3)P1;1(yst/Y1)] dy,

d
Epm(sst/ S1) = Z [W(53/52}P1;1(52t/51) —W(SZ/SS)PLH(SSt/S”]

Sz:T-L

Mamy 4 funkcje. Niech

P1],.r1(Tt}’ T) = P1,F1(‘Lt»" J') {%PLH{TL[T} = a[ P1“[thi} - P1;‘1[Tta”T}]

%Pm(TUJ') a[ Pya(tt/ 1) = Piys(tt/ bl

Pia(Tt/L)=Pis(Lt/ T)

W(T /) =W{/T) =a>0 (parametr) 29
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{

LPy(1t/1) = a[Pyy(1t/ 4 - Pyy(1t/ D]
LP,(t/4) = a[ Py (1t/ 1) = Py ( Tt/ )]

Ci +Co If—Zat = P1’,r1(~lot/ 1)

Pia(Tt/ 1)

P1,,r1(Tt/l) =C —-0C IP—Zat = P1’,r1(~l't/T)

Warunki poczatkowe:

( Pia(10/ 1) =1 ci+cCy =1 1
= [ ]=>C1=02=E

P1£1{T0;”‘L) =0 C1—Cz=0

Dychotomiczny proces Markova: s=+1

1

1
P-”»] (St/s') = 5[1 + -i.’_zat] 53’5' + 3[1 - =‘£.’_2at] 55’_5.

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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A jak interpretowac rownanie Master?

fp1f1(Ych/y1) P1(Y1) dy1 =P1(Yo7) = P(Y,7)

Dychotomiczny proces Markova: s=+1

1
P1f1 (St/S') = 5[1 + e

1
l—2a t] (55,5- + E[ 1 - f—Za t] 53,—3‘

Ps,t) = ) Pin(st/s) Py(s)

s'=Tl

@ Pqy(T)=1; Py(i) =0

1 1
Ps,t)= =[1+ f.’_zat] 81+ —[1
2 2

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna

= 5[1 +5f.’_2at] e

1
2

_ _E—Za t] ‘5.5’4
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Dychotomiczny proces Markova: s=+1

1 1
P1},«1 (St/sl) = 5[1 + =£’_2at] 53’5- + 5[1 - =£’_2at] 55’_5-

P(s,t) = Z Pi1(st/s) Py(s)h

s'=T1l

(b) P4y(s) arbitrary: P, (") + P () =1

1 1
P(s, t)= E[1 + e 22 Py(s) + E[1 - 22 Py (-s)

t—=coo

1
— —=[P1(s) + P1(-9)] = —
2 2

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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0
Z Pyt = f[W(y/y')P(y't) _Wy'/y Py | ay’

Twierdzenie: w granicy nieskoriczonych czaséw wszystkie rozwigzania powyzszego rownania
zdazajg do rozwigzania stacjonarnego (do jednego z rozwigzan stacjonarnych)
(dla duzej klasy funkcji W(y/y’) )

foco

— Niezaleznie od P(y't): P(yt) — Pstacjonarny (¥)
— moze byc wiecej niz jeden stan stacjonarny

—stan stacjonarny spetniaréownanie:

f[W(y/y')Ps(y') —W(y'/y)Ps(y)] dy’

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Zadanie (model dwustanowy)

Przypusémy, ze mamy aparature doswiadczalng na ktérej wykonujemy jakies doswiadczenie.
Niestety, w lecie, aparatura czasami pracuje a czasami nie.

Przypusémy, ze udato nam sie ustalic, ze jesli aparatura pracuje w jakims dniu wtedy jest
60% szans, ze bedzie pracowad w dniu nastepnym.

Ale jesli w danym dniu nie pracuje wtedy jest 70% szans, ze nie bedzie pracowaé¢ w dniu nastepnym.

Jaki jest stan stacjonarny dla takiego procesu?

T . pracuje

L nie pracuje W (T /7T) : jutrobedzie pracowata / dzisiaj pracuje

T (dzisiaj) niech P;(s) = I (g:)
T [0.6 0.3]

! 10.4 0.7

(jutro)

W =

.o . T
pokazac, Ze stan stacjonarny procesu = (

1

0.4285] (rzy tgﬂ;)
0.5714
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Dzigkuje
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