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Statystyka  
nieoddziaływujących

gazów  Bosego  i  
Fermiego III

WYKŁAD  18
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Wykład 18:
Idealne ciecze kwantowe 

nieoddziaływujących bosonów i 
fermionów  II

• Rozkład Bosego-Einsteina
• Rozkład Fermiego-Diraca
• Równanie stanu
• Przybliżenie `klasyczne` i parametr zwyrodnienia
• Poprawki od statystyk kwantowych.
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Jeśli liczba cząstek jest zachowana, wtedy kanonicznej funkcji rozdziału 
praktycznie nie daje się wyliczyć. Wygodniej jest przejść do dużego 
zespołu, gdzie ograniczenia na N można usunąć.

=
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dla bosonów:
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bosony fermiony
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𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧, ż𝑒𝑒 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑛𝑛𝑛𝑛 < 𝑛𝑛 > 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇 = 0. 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑛𝑛𝑛𝜔𝜔𝑘𝑘 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑧𝑧 𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓,
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑜𝑜 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ℏ𝜔𝜔𝑘𝑘 = 𝜖𝜖𝑘𝑘 .

< 𝑛𝑛𝑘𝑘 > =
-

Uwaga 1.
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𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑤𝑤 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑉𝑉. 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 15 𝑤𝑤 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑑𝑑3𝒙𝒙𝑑𝑑3𝒑𝒑 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜎𝜎𝑑𝑑3𝒙𝒙𝑑𝑑3𝒑𝒑

ℎ3
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜎𝜎:𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 . 𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑜𝑜𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝐷𝐷 𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝜎𝜎 𝑉𝑉 4𝜋𝜋 𝑝𝑝2𝑑𝑑 𝑝𝑝

ℎ3
= 𝐷𝐷 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐷𝐷 𝑘𝑘 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐷𝐷 𝜈𝜈 𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐷𝐷 𝜔𝜔 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐷𝐷 𝜆𝜆 𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔

Uwaga 2.          gęstość stanów:

E = ℏ𝜔𝜔 =
𝑝𝑝2

2𝑚𝑚
, 𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢, ż𝑒𝑒 𝑤𝑤 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘:

Ξ = ∓𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇
𝜎𝜎𝜎𝜎
ℎ3

� ln 1 ∓ 𝑒𝑒
𝛽𝛽 𝜇𝜇−𝑝𝑝

2

2𝑚𝑚 𝑑𝑑3𝒑𝒑 .
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Nie ma zbyt wielu ścisłych wyników dla nieoddziaływujących
bosonów i fermionów. Jednym z nich jest związek pomiędzy
ciśnieniem  i średnią  energią.  Udowodnimy, że dla 
nieoddziaływujących, nierelatywistycznych bosonów
i fermionów ( 𝜖𝜖𝑘𝑘 = ℏ2𝑘𝑘2

2𝑚𝑚
)  zachodzi poniższy wzór  

(dowód w załączniku A)
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Przybliżenie  ‘klasyczne’
•Przy małych gęstościach i wysokich temperaturach  
prawdopodobieństwo obsadzenia danego stanu nie 
powinno być  duże  i dlatego zasada wykluczania
dla fermionów  nie powinna być tak ważna

•W wysokich temperaturach (niskich gęstościach), kiedy
względnie niewiele cząstek ma do dyspozycji dużo stanów 
wszystkie gazy zachowują się klasycznie.

•Ma to miejsce, gdy we wzorze:

mianownik jest bardzo duży

;
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;
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- 4 - 2 0 2 4
y

1

2

3

4

5

n��

MeanOccupationNumber

FD

BEMB

Średnia liczba obsadzeń
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;
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mierzy  odchylenie w zachowaniu się
gazów B i F  od zachowania klasycznego
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stąd

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna



17
© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna

𝜆𝜆𝑇𝑇:𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ś𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇.
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Wygodniej odnieść się do jednostek atomowych:

,  wtedy
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Poprawki od statystyk kwantowych

….  szczegóły  w dodatku B  na końcu wykładu )



21

wyprowadzenie
w dodatku  C

© Lech Longa    Termodynamika i  Fizyka Statystyczna

F

B
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Otrzymaliśmy  bardzo  ważny  wynik:

wnioski
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DODATKI
Materiał do samodzielnej 
analizy, bądź na ćwiczeniach
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Dodatek A

Dowieść, że

Założenia:
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Dowód =  ……

……; ;
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…. ….
,

Przekształcimy obecnie  ostatnie wyrażenie
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,

,
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Dodatek B
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Dowód:
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Odwracanie szeregu:
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W naszym przypadku a0=0, zatem

b2:

(      )
2

a1
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Dodatek C
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Dowód:
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