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Wyktad 18:
Ildealne ciecze kwantowe
nieoddziatywujacych bosonow i
fermionow |1

 Rozktad Bosego-Einsteina

 Rozktad Fermiego-Diraca

« RoOwnanie stanu

« Przyblizenie "klasyczne i parametr zwyrodnienia
 Poprawki od statystyk kwantowych.
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Jesli liczba czastek jest zachowana, wtedy kanonicznej funkcji rozdziatu
praktycznie nie daje si¢ wyliczy¢. Wygodniej jest przejs¢ do duzego
zespotu, gdzie ograniczenia na N mozna usungc.
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dla bosondw: i — ¢. < 0, co implikuje ze g < 0
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Uwaga 1.
1

eﬁ (ex=p) _ 1

<le>=

Warto zauwazyc, ze identyczny wzor na < n > otrzymaliSmy dla oscylatorow
gdzie u = 0. Zwigzek miedzy wzorami staje sie jasny jeSli utozsamic

stany wzbudzone (nhwy)oscylatorow zn czastkami — fononami,

kazdy o energii hw; = €.
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Uwaga 2. gestosc stanow:

traktujemy bosony i fermiony jak nieoddziatywujace czastki kwantowe
zamkniete w objetosci V. Zatem (wyklad 15) w objetosci d3xd>p przestrzeni

od’xd’p o .
stanéw (o: degeneracja spinowa). Jesli dodatkowo

fazowej mamy

h3
kierunek pedu nie jest istotny, wtedy pedowa gestosc stanow (wycatkowana po
o . oV 4mpdp
objetosci) dana jest przez D(p)dp = 3 = D(E)dE = D(k)dk = D(v)dv
= D(w)dw = D(1)dA, gdzie
B - h o - 27 B B pz B
p—ﬁk, fl—zﬁ, A-:‘k‘— \ .E—hw—%, w = 21TV

Prosze zwroci¢ uwage, ze w szczegolnosci catkowanie po pedach przypomina
catkowanie klasyczne:

2
_ oV _ B( —p—>)
E=+kBTFfln(1+€ 2m d3p
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Nie ma zbyt wielu Scistych wynikow dla nieoddziatywujacych
bosondw i fermionow. Jednym z nich jest zwigzek pomiedzy
cisnieniem 1 srednig energig. Udowodnimy, ze dla
nicoddziatywujacych, nierelatywistycznych bosonow

: . h2k? : . .
| fermionow ( €, = - ) zachodzi ponizszy wzor
(dowod w zataczniku A)

pV = :;E

Wynik powyzszy jest konsystentny zrownaniami dla klasyeznego gazu doskonalego!:

pV' = NkgT, IV = S_'\"ffﬁT Il > pV = ZZT
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Uwaga 1 Wynik powvzszy jest konsvstentny zrownaniami dla klasyeznego gazn doskonatego!:

pV = NkgT. F = S_:‘\-"R'HT. Jednalk w przvpadku kwantowym zardéwno F jak i p

zaleza przez potencjat chemiczny w nietrywialny sposéb od gestosei i temperatury.

Uwaga 2 W przyvpadkn nltrarelatyvwistveznym (np. dla fotondw)

V= 2k V= ip
pV = ZF — pV = —F.
! 3 ! 3

Przejdziemy obecnie do przyblizonyveh rachunkdw dla fermiondow i bosondw
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Przyblizenie ‘klasyczne’

*Przy matych gestosciach 1 wysokich temperaturach
prawdopodobienstwo obsadzenia danego stanu nie
powinno by¢ duze 1 dlatego zasada wykluczania
dla fermionow nie powinna by¢ tak wazna

*W wysokich temperaturach (niskich gestosciach), kiedy
wzglednie niewiele czgstek ma do dyspozycji duzo stanow
wszystkie gazy zachowujg si¢ klasycznie.

1
eﬁ (ex=p0) + 1

*Ma to miejsce, gdy we wzorze: n(e) =

mianownik jest bardzo duzy

P 411 = n(er) < 1; e —p > kpT

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



1 .
N (&) = T 41> 1 = nle) <1 e —p> kgl

Wtedy £1 mozna zaniedbad i rozktady kwantowe przechodza w klasyczny rozktad Maxwella-
Boltzmanna

nier) = gle Jeler—i
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Srednia liczba obsadzen

MB

FD
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n(e) = o i 1 1 ePlek—1) 1 >1 = n.(e;;) < 15 e —p > kgl

Wtedy £1 mozna zaniedbad i rozktady kwantowe przechodza w klasyczny rozktad Maxwella-

Boltzmanna

n “.'[.':' ~ E.J—.‘:I’llf;;—lt.:}.

Zatem klasyezny rozkiad otrzyvmamy, gdy srednie obsadzenie poziomow ¢, jest bardzo

mate. Jesli ograniczenie

(:,.J"lz;.:—fkju < 1
stosuje sie do wszystkich standow wtedy
et =¢ <

Parametr £ = &N, V., T') nazywa sie parametrem zwyrodnienia

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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mierzy odchylenie w zachowaniu si¢
gazow B 1 F od zachowania klasycznego

Parametr £ = (N V. T)

¢ <1 = (obszar klasyczny; gaz niezwyrodnialy)
£<1 = (obszar kwantowy, gaz zwyrodnialy )

Oszacujemy obecnie stopienn zwyrodnienia gazu. W tym celu wyliczyvmy, zalezna od &,

srednia liczbe czastek, co pozwoli wyrazi¢ & przv pomocy gestosci 1 temperatury
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N(eg) =
(€1 B @) 4 4

E nle) = E | e 7%k % = dla gesto polozonych poziomdw

> mmEgT £ ( & wartos¢ & w przyblizeniu klasyeznym )

oh 3V éom 2 (2mkgT)??

|’

[

N(R2)2 NAL

80 = ——a7 —EE T L T
aVm3i2(2mkgT )32 Vo oo

Termodynamika i

Fizyka Statystyczna
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N (h3/2)2

oV asi2(2mkgT )32

)

B _.-'\-")\i}, B /\i},

et

Vo v

edzie © = V/N jest srednia objetoscia na czastke, a Ap

moze by¢ interpretowana jako kwantowo-mechaniczna

_ h , ~riar dlioadet
= =7 ha wymial dlugosei i

diungosé fali ezastki o energii kine-

tyeznej kpT ({E = ’iff = kT, A = 2n/k} = A ox k=2 o h*/2mmkgT ) - lub
temperaturowe roziycie pakietu falowego. Stad
9 Ar:dlugosc fali odpowiadajaca
_ | )\-'r . v 1/3 czastce gazu, ktorej ped okreslony
f.f,;[] = — & 1 — )\T - [ = |:_?'_j| “ jest przez $rednia energie kinetyczna
a v na stopien swobody = kgT.

co oznacza, ze dla gazu niezwyrodniatego (w obsz

arze klasycznym) sSrednie rozmycie

pakietu falowego musi by¢ mniejsze niz srednia

odlegtosé miedzy czastkami.
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Dyskusja wzoru na

¢

Qo = v 2mmk gl

A ANp = ——1 b=V /N
0 r-

1
pu

Wygodniej odnies¢ sie do jednostek atomowych:

. df ; o 4o
ML m/m,, m, = 1.672 x 10 2tg - masa protonu., wtedy

I

Ap =~ L.75 /v MT [nm] (T w Kelwinach)

Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Ap = L.75/V MT [nm] (T w Kelwinach)

gaz w warunkach normalnych: 7 ~ 300K, p ~ 1 Atm — V/N ~ 37nm?.

LAL 1 (1.75)° w1 - . |
Eo = __T = — - _"WII_B'EE ~ —31 . 1[}_&_"1.{_3;2 ‘::F- 1 (7, _]I_r!r = 1
YT o0 T 037 (300)372 o <1l (oM =1)

elektrony w tych samych warunkach: biorac M ~ 1073, @ = (0.25nm)?, otrzy-

< =1 ~ . . .
maiy & ~ 8;;};; ~ 10%. Stad wynika. ze elektrony w temperaturach pokojowych

sa gazem silnie zwyrodnialym i nie mozna zaniedbac efektow kwantowych.
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Poprawki od statystyk kwantowych

Jesli € = 1, wtedy trzeba liczy¢ wielkodei termodynamiczne z uwzglednieniem statystyk

kwantowvch. W tym celu musimy najpierw wyliczy¢ potencjal chemiczny g lub, réwnowaznie,

¢ = e Tuta] wyznaczymy & jako rozwiniecie wokodt &y, Nasza formula startowa bedzie,

jak poprzednio, wyrazenie na srednia liczbe czastek w ukladzie

— e —u) —Fep &

Z-?’("U:Z( o 1 Z ,-—m; — —Z. l:i:(._j”-c

k,ox by 0 k

... Szczegoty w dodatku B na koncu wykfadu )

1 . 1 ,:"-.3
. - —3/2 —3/2) ¢2 o= LT
) | =6 (1=27 0+ (-3 ) & = s

Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Znajac i (= &) mozemy wvliczy¢ pozostate funkcje termodynamiczne.

Na przvkiad

—= = —Z(V.T.pu)=pV =kl InZg = :I:fr;;TZ In (1 + E.r.-—'jfr)
~A LT
P

VT |14 (= = L g4

VR =\ 535 " o502 S0 T

———
poprawkl kwantowe

wilazane ze statvstyvka

klasyczna
wartosc

wyprowadzenie
w dodatku C
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Otrzymalismy bardzo wazny wynik:

pV' o~ NEkgT[1£0.177& + .. .] odzie + odnosi sie do fermionow

— odnosi sie do bosondw
o)

- ) - ; . - o . T ¢ o
[/ = ;pl—" (klasveznie U = U(T)!: kwantowo U(T, V'),

whnioskKi

(Yisnienie 1 energia wewnetrzna dla fermiondw sa wieksze niz ich wartosci klasy-
czne. Mamy wiec cos w rodzaju efektywnego "kwantowego™ odpychania w gazie

nicoddziatywujacyveh fermiondow. Jest to zwiazane z zakazem Pauliego.

Bosony zachowuja sie inaczej. Cisnienie i energia wewnetrzna sa tutaj mniejsze

niz ich wartosci klasvezne., Mamy zatem efektywne "kwantowe” przyvciaganie w

22
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oazie nieoddzialtywujacych bosondw. W przypadku gdy & — 1 (dla bosondw € nie
moze by¢ wicksze od 1. bo szereg nie bytby zbiezny) przyciaganie to prowadzi do

kondensacji Bosego-Einsteina.

Efekty powyzsze mozna latwo pomierzy¢ wyznaczajac p(V.7T). Dla lekkich gazow

takich jak neon czy argon poprawki te w niskich temperaturach sa miedzy 15% a 4%.

Dla cieklego helu i statego wodoru w niskich temperaturach {(ok. 2K) rozwiniecie wokaot
¢ = 0 jest rozbiezne. Zatem gdy efekty kwantowe sa duze nie wystarczy liczy¢ poprawek do
funkcji klasyeznyeh. Stosuje sie wtedy rozwiniecie asymptotyezne wokol 77 = 0. Rachunki

sa trudne ze wzgledu na koniecznos¢ wyznaczenia potencjalu chemicznego.

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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DODATKI

Materiat do samodzielnej
analizy, baqdz na ¢wiczeniach

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Dodatek A

Dowies¢, ze pV

Zatozenia: €k =

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna

o=2s+1

26



Dowod —= = pV =xkpT Z In (1 4+ a:""':“_f":') = ...

Ipd’x Vo . P? h2 k2
D(k)dl;:a/ . = - ‘)fi?zd}{i?' €, — — — “E=exp(u/kpT)....
AT 27 T om 2m = (l / B )

J0 Y

oo 522\ V __
— 4 kpT / In (1 + ce P ) 7 j2dk

obecnie robimy podstawienie: k? = z, 2kdk = dx

b
i calkujemy przez czesci: [ f'h= | (fh)— [ fI

L# L

L
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k2 =ux, !

= = pV = iA‘BT/H In (14"

h 2 3':.2 -L;TJ ;

J0 2T

b
2kdk =dx frr= | (rh) — | 1

( % p3/2 ‘J;

VoknT 1 AN S
n (; f s / VI (l + e I )(Lz'
T 2/
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"

W

Przeksztalcimy obecnie ostatnie wyrazenie
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1 J'Tf T l 9 02
= 4+ {T ,” |—z’1 }j 1 li&'c-"jg_m da
2m? J0 3

b

[ =

| (R — [

iz gh-x
_L[9(243/2) (- )e "
2 i |:| P

% .';- Iljh-'zlf

l+£e
(podstawiajac w drugim czlonie spowrotem
2 h2j:2 ke
i~ 2 T
f— :I:_‘; f llf'l. Ijr'l‘l-_}| E.‘i‘.‘ = . hEF.:E
| +ce P 7am

= J'?fg. {1.3? — E'ff'[lff :l
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Dodatek B

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Dowdd:

—Bep—pt) —'l't,\(-

N = ZH(’;\»)ZZUM —1) 4+ 1 Zl:l:(—’“ﬂ —pt) Z + e—Pek¢

ke, 0 ke oy ke

rozwijamy wyrazenie w szereg w £ wokot & = 0;
rachunki prowadzimy zakladajac gesto roztozone poziomy

n+1 1 (T

~ ﬂ_h—. / p{ XZ [:FFJ—;JE 2mbkgT ¢ R.._, e~ (l T 2—:?;;"2&- 4 3—.'%?.-"2&-2 T ...

n=>LI

Ap = —t

W 2mmk g T
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3
1_A7
o (V/N]

Pamictajac, ze & = OtrZyImamy
Co=E(1F2732e 437322 ).
Szereg powyzszy mozna odwrocié wyraz po wyrazie? wokol € = & = 0. co prowadzi do®
4

o I D
£ =& (1 + 272 4+ (= = 37%2)¢] +) .

Odwracanie szeregu:

2Jedli &g =3, an,m, wtedy € =3, bp(&o—ap)*, gdzie ag = &qle—o.

Weapdtezvnniki &y, otrzvimujemy
rozniczkujac sukcesywnie & — ap po &

ake

n— Q)

] a* (En—ap)
i ﬁEA'

1
hk k! A& &

& Ln=an

E.] — i)
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W naszym przypadku a,=0, zatem

Wepdlezynniki {6y } wyliczamy rézniczkujac systematyeznie &

]:] 'flf"l . %[E" - Eﬂ_ f‘!ﬂ-':[:ﬂ]'EEIEé:”

H:' | = Zﬂ.:l ”””EH_I %E[I_ g=u

=f:!11;}1 = i',-'l = = =]
e |

bl 1 = aq ﬁii
0 E
2) b,: %[lujgzn

'I = Eﬂ_:'_:_;' fnfﬂ_ll}[:“' ] ]fﬂ-—g %E[T

en—1 {12
”)-I_Z]._]. fa!ﬂn’.i' T;[,_T'

by — — 222 9-8/2 itd
.-‘12 — a2| |'I |r'-
1

§:||

[}
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Dodatek C

2 = BV.1I,u)=pV =

NkgT
N’

klasyczna
wartosc

~0.177
p 1 : ~
[J = (-):;2 - -).’32) o+ ] '

-
poprawki kwantowe
zwiazane ze statystyka

Uwaga: majac pV oraz u moge wyznaczyc

F=U-TS=-pV + 1 N, a staqd wszystkie pozostate

funkcje termodynamiczne
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Dowodd:

= —=(V.T. 1) =pV = kpTh Z = £kpT Z In (1 + Er-"j""‘)

1

P
_Z-H:“ e

= ...In(1 £

ri— |
i ; . . 3 i
L (F1)" - -
~ FhpToVh™ E — d*p [ Lo TFBT
= :
a ; : .”_|_]
r — 3 0 y l::|:J':I 77
= kgTaVh ilﬁ'?(ﬂfﬂ';;T}“r*E £
1= |
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S~ (FD) £
— ] M - : o—1lgn - N . Y
2 : 5

n—=]1

", ATl —1e¢ [ a—3/2 & ' S0Snl
~ NkgT | & (1 £277°%+...) F

— N ' C

klasyvezna
wartosc

poprawkl kwantowe
zwilazane ze statvstyvka
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