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 Relacje dyspersji dla fotonow

« Gestosc¢ standw

« Energia swobodna, Srednia energia, srednia liczba
fotonow i jej fluktuacja

« Rozktad energii po czestosciach i dtugosciach fal

« Cisnienie, entropia i ciepto wiasciwe
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 Wszystkie ciata, dla T>0, emitujg promieniowanie
elektromagnetyczne skutkiem wzbudzen termicznych
tadunkoéw w poblizu powierzchni;

e Rozwazmy wneke w materiale podgrzanym do temperatury T:
e Atomy Scian wneki bez przerwy emituja 1 absorbujg
promieniowanie; zaktadamy rownowage pr. ze Sciankami.
» material jest doskonale czarny, tzn. nie
Wypuszcza promieniowania ha zewnatrz.

W rownowadze wneke wypelnia promieniowanie, ktore jest
gazem fotonow.

e (Czestosci (energie) fotonOw nie sg ograniczone od gory
jak mielismy dla fononow.
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Wneka wypetniona jest promieniowaniem o réznych czestoSciach, badz
diugosciach fal.lloS¢ promieniowania o danej czestoSci specyfikujemy
podajac gestosc energii o danej czestosSci na jednostke objetosci, e(w):
E (w)

e(w) =——
e(w)dw jest energia promieniowania na]ednostkq objetosci dla czestoSci
z przedziatu |w, w + dw],w temperaturze T.Celem fizyki statystycznej jest
wyznaczenie €(w) (E E (a))). Jedna z najwazniejszych wtasnosci e(w) wynikajaca
z warunkow rownowagi w ustalonej temperaturze T i 1] zasady termodynamiki
jest (a) niezaleznos¢ e(w) od potozenia, oraz (b) niezaleznos$¢ e(w) od kierunku
wektora falowego, czy polaryzacji promieniowania. Poniewaz w = w(k)
(str.7 — 8),wiec — istotnie — € = e(w).To sprawia,ze w rownowadze
€(w) nie zalezy ani od ksztaltu i rozmiaru wneki, ani od materiatu
otaczajacego wneke.
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gestosc stanow:

traktujemy fotony jak czastki kwantowe z pedem hk (i energia hw)
zamkniete w objetosci V (objetos¢ wneki). Zatem, jak wynika z poprzedniej
analizy (wyktad 15) w przypadku nieoddziatywujacych czastek,

e . | od’xd’p ,
w objetosci d°xd°p przestrzeni fazowej mamy 3 stanow
(0:degeneracja spinowa), lub odwotujac sie do wektoréw falowych (p = hk)
od3xd>k
mamy L standéw. Mozna teraz wycatkowac po objetosci wneki aby

3
"k standw we wnece,w przedziale [k, k + d3k]. Je$li dodatkowo

otrzymac oV
YAt oy

oVd3k _ oVamk?dk
ezm3  (2m)3

kierunek wektora falowego nie jest istotny, wtedy = D(k)dk.

Musimy jeszcze znalez¢ relacje dyspersji w(k) oraz o.
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Bedziemy brali pod uwage jedynie czesC ¢ elektryczng ’ fali elektromagnetycznej -
jest ona kilka rzedow wielkosci bardziej istotna niz cz¢$¢ magnetyczna

Ogolnie, z rownan Maxwella, mamy

E(x.t) = Ege'®X%0 = E ! T odzie  Ey Lk,

z kazdym modem K zwigzane sg 2 mody poprzeczne (o = 2).
Natomiast relacje dyspersji maja postac:

w = ck; odzie ¢ jest predkoscia swiatla.

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



Fale stojace we wnece otrzvimamy analogicznie jak dla krysztaha, biorac liniowe kombinacje
fal biegnacych w przeciwnych kierunkach

E[J [f_.ntk-x—u-h;f; + (_..?I‘k-x—‘-w'f’l} — E'E[](:'jk'x cos(wt).

Na poziomie kwantowomechanicznym (kwantowej teorii
pola, patrz strona 4) takie fale elektromagnetyczne to w rzeczywistosci

fotony — bezmasowe czastki o spinie 1 (W jednostkach h)

ktoryeh energia i ped zaleza od wektora falowego jak ¢, = ep(k) = chk = hw;..

E({n,, }) = Z N oy iy, = Z Ny o LCk. n.,. =0,1,2,...; o, ==+l,
k.o k
> : _ o Vo, dk(w) Vo,
Zatem gesto$¢ stanow ( D(k)dk = D(w)dw ) : Diw)dw =2 x ) ko (w) 1 G 5w du
£ L m=c
tutaj D(w) =0 D(w);tzn.degeneracja

spinowa jest wfgczona do D
2 X o{o,=x1;, 0 =2}
© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna




Alternatywnie:

dla czastek relatywistycznych:

E=+Vmlct+c2p? =c|p|

gdzie ostathia czes¢ wzoru jest prawdziwa dla fotonéw

Korzystajqc z relacji:
h
27’

p=rk &= k=lkl=—, FE=hw, w=21v

mozemy wyrazi¢ energie, gestos¢ standw, oraz relacje dyspersji
w zmiennych, ktore sq najbardziej istotne w opisie interesujgcego
nas zagadnienia.
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F({n,, }) = E N o W) = E Ny 1Ck Ny, =0,1,2...;
k.mk

6, = cplk) = chk = hw;, D(w)dw = 2 x

‘Poréwnanie z modelem Debya

aN

l
E({n;}) E :}“,.;,J (n; + E hw;in; + energia drgan zerowych

i=1
r .
w = vik; dla 1 modu podtuznego
relacje dyspersji: 4 vy« predkosé dzwieku
| w = vk dla 2 moddw poprzecznych
F r N
. 50\ -3 + = wdw = —a W, W < Wp
!_J(W‘j(lw‘ p— < 2“ EII'!I .E‘f I"'l:""]r}
0. W = Wp.

N
© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



Podezas gdy w modelu Deby’a najkrétsze dhigosei fal (a wiec najwieksze czestosci)

okreslone sa przez odlegltosei miedzy atomami. dla promieniowania elektromagnetycznego

nie ma takiego "atomowego” wymiaru. a wiec calkowanie po czestosciach biegnie do

nieskonczonych czestosci,

— E E_\—.ij:fij_?li‘j_ E f_\—.ljﬁzng _ H Z fj_l,-gfl_nl_ _ H
1 — efer
]‘Elzﬂ' ]‘Egzﬂ' T ”'Tz{} -

Stad. dla energii swobodnej otrzyvmaimy wzor

In(1 — e ™) D(w)dw,

F=kpT» In(l—e ) =kyT

tutaj D(w) = 0 D(w); tzn.degeneracja
spinowa jest wtgczona do D
© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna



Stad energia swobodna gazu fotonow dana jest wzorem

I = kgl / | .111 (1-— E"_'iﬁ“'") Diw)dw
S

tutaj D(w) =0 D(w);tzn.degeneracja Diw) dw
spinowa jest wfgczona do D St 7203

1263

1 ozl / W In (1 —e ™) dw
Jo

bl
b
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2V ] 1_.-'W2 ﬁ‘l Tl
Foo=  —mapmlad =

A5e3 R

n=

\w
ad i
E_CI‘LI

Z energii swobodnej mozemy otrzyvmac dowolna inna funkcje termodynamiczna.

, JF O(BF) .
J=F_TS=F_T— =222/ _y,1*
AT /(3
odzie
Tk 15 ) !
a = — = 7.569 » 10” erg em ™ deg ™",
153k

Fizyka statystyczna pozwala wyliczy¢ parametr a we
wzorze Stefana-Boltzmana.
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Mozna tez otrzvmad znane formuty takie jak

prawo promieniowania Plancka, formule Rayvleigha-Jeansa, czy prawo Wiena,

W tym celu musimy wprowadzi¢ pojecie rozktadu
energil po czestosciach 1 dtugosciach fal

Wyliczmy najpierw: < ny,, >

- e
{ y
e Mt

. —1 _ = 3hnk. s Wk.
< Ngoy, > = Zk_gk E N oy, € o1 Wk oy
'jrl.k:gk:U

1

Pl o

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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. _ . Iif .
tutaj D(w) =0 D(w);tzn.degeneracja _ f f 4 N (. f
spinowa jest wigczona do D o / e Bhw 1 D (w)dw o / *\ (W)dw
J 0 - J )

w23 J,  efhw — hic

A kT
/ ; dow =021 (B> V.

liczba fotonow maleje z malejaca temperaturaiw T = 0 mamy N{0, V') = 0.

Zadanie: wyznaczyc fluktuacje liczby czastek wokot <N>

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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| Ny — - — [ Mwidw IR D 2,
A "\ IZ."”:’ :I{l""" /[J (__«.:l’ﬁ«,;,' _ 11! li ﬁ'l(l !)':wl:'(lw — ﬁg_{z:iw- {1..,1.,—.

tutaj D(w) =0 D(w);tzn.degeneracja
spinowa jest wfgczona do D

Stad U(T,V)=E(T,V) mozna zapisac jako

E(T.V) = / dw hwN(w) = / CdwE(w),
S0 S0

odzie

3
Flw)dw = 1 f dw.

=23
i {’.- W .ﬁ-u.-' _
exp (—A,BT) 1

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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E(w)dw =

D
T2 ey (e |
exp (#B'}") 1

badz rownowaznie

1 hw3

e(a)) —(str.4)

;r'w'. T .."II.

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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v heo?

=23 :
T2 exp (%) — 1

E Flw)dw =

£
o000 0O0OGFOS

e w granicy niskich czestosci ( hw < kpT):

( huw ) hw
exp ~ 1+

kT kpT

co daje wzor Rayleigha-Jeansa na rozkiad energii po czestosciach

Flw) = mm’zk';g'T. (ultrafioletowa katastrofa)

i

Prosze zwrocic uwage, ze stata i nie wystepuje we wzorze na F(w) !, zatem czesto

przyblizenie to nazywa sie przyblizeniem klasycznym.

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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© Lech Longa

e W granicy wysokich czestosci (

<D hw‘
OX
PATAT

co daje prawo promieniowania Wiena

Flw) = L exp (— ,j

Termodynamika i Fizyka Statystyczna

hw = kT otrzyvmamy z kolei

— | = eXp
! fi‘;;T
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Prawo Plancka, czyli rozktad energii po dtugosciach fal
otrzymamy z

zamieniajac Zzmienne

_ 2m v — . _ ,-’LTI ‘1., | Z2me
k= k| = ; W= ol = = (dw = | 5
| Vh16m2e 1
EI:U;,‘:I{L;,' — E|}i]{1}i = \o oy dA.
exXp (M:-IB’}’ — l)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Vhl6m2e
E(\dy = 20 °

1

A° oxXp (

2mhe
AbpT

10

v Mnae ] = 2880 pm K™~

0 04 3 08
E/T5 = A7 /(exp(1/A) = 1)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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A

A = /\J'Tffj TIJr E"?_lh-l"f

Radiation

'-' The "Ultraviolet
Catastrophe”

Rayleigh-
%, Jeans Law
L 3

Radiation
Formula

-
....
------

Wavelength of radiation in nm
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Aby sprawdzi¢ doSwiadczalnie stusznosS¢ wzoru na gesto$¢ promieniowania rozwaza Sie
promieniowanie emitowane przez maty otwor. Otwor musi by¢ na tyle maty aby "uciekajace’
promieniowanie nie zaktocito rownowagi termodynamicznej ciata doskonale czarnego. Mozna
wtedy pokazat, ze gestoSC energii wypromieniowanej przez jednostkowa powierzchnie na jednostke

czestosci (emisyjnosc):

_CE(w) _ 1 hw3
[(w) = = 377 SFhe T (str.15)
TP TmE) A

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Doswiadczalne potwierdzenie formuty Plancka (gestosc¢ energii na

jednostke objetosci na dtugosc fali: Coblentz 1916)

T=1595K

@ +

2 | 4
A(104A)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna

William Coblentz
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Formuta Plancka (odkryta w 1900 roku) odgrywata wielka role w ewolucji wspoétczesnej fizyki.
Mozna ja uwazac za narodziny mechaniki kwantowej. Ma takze liczne praktyczne zastosowania:

© Lech Longa

Pomiary temperatury bardzo goracych ciat (piece hutnicze, odlegte obiekty w astronomii);
produkcja ciepta w reaktorach — pomiary wykonywane przez samoloty zwiadowcze.

Rozktady spektralne promieniowania mierzone przez astronoméw czesto roznia sie od formuty
Plancka, stanowiac szum (tto), ktére mozna oddzieli¢. Zwykle promieniowanie pochodzace z gwiazd
nie dopasowuje sie do formuty Plancka (tzn.nie cate promieniowanie jest promieniowaniem CDCz.

Kosmiczne promieniowanie tta, odkryte przez Penziasa i Wilsona ma rozktad odpowiadajacy
promieniowaniu ciata doskonale czarnego o temp. 2.7 K.Z tych badan wszech$wiat jawi sie
jako ogromny piekarnik, jednorodnie wypetniony promieniowaniem,
ktérego Scianki miaty temperature 2.7K. Te obserwacje sa konsystentne
z teorig wielkiego wybuchu. W 1992 roku satelita COBE znalazta mate odstepstwa, rzedu 15 uK,
od jednorodno$ci w rozktadzie promieniowania tta (2.7K + 15 uK).Te flutkuacje wskazuja na to,
ze niedtugo po wielkim wybuchu zaczety pojawiac sie niejednorodnoSci rozktadu materii w poczatkowo
jednorodnym wszechs$wiecie.

Niestabilnos¢ czarnych dziur. Na poziomie klasycznym czarna dziura stanowi idealna putapke
2GM
c2
kwantowych sprawia, ze czarna dziura nie jest czarniejsza niz ciato doskonale czarne. Emituje mianowicie
hc3
16 m2kgGM
masie 5 x masa stofica ta temperatura jest rzedu 1078K, a wiec marginalnie mata (ale niezerowa).

Wraz z postepujaca emisja T ro$nie az, w koncu, czarna dziura znika.

<0 promieniur = > dla promieniowania. Jednak, jak pokazat Hawking,uwzglednienie ef ektow

promieniowanie, ktorego gestos¢ ma rozktad Plancka o temperaturze T = . Dla czarnej dziury o

Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Cisnienie, entropia, ciepto Wlaéciwe‘

2 1-'“'F’JT2JEL'}3T1 e cisnienie
- — — ) T —2(1. 1
4530 p= 2 BT 5 593 10157

OV 45 (he)?

— cisnienie promieniowania jest zaniedbywalnie mate, z wyjatkiem ekstremalnych

temperatur:

— p jest niezalezne od objetosci, zatem izotermy w plaszezyznie p — V' osa liniami
prostymi. Takie izotermy mozna rozumied jako wspolistnienie stanu prozni
(stanu bez fotonow) z gazem fotondow. Zwiekszanie cisnienia (zmniejszanie
objetosci) powoduje, ze fotonv przechodza do stanu podstawowego, gdzie ani-

hiluja

o

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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J—271.4
F _ 1 i rfl HT /I_EJ?‘J
' il \]rj

453 R I —VaT? a = —
U = 1563R3

e Entropia, cieplo wiasciwe

o F=U _4x®Vhy(kyT)?

T A5(he)?
21D ()5

T— = T—~T
\ T AT

W granicy niskich temperatur (7" — 0), cisnienie, entropia, cieplo wiasciwe znikaja.
Uktad jest wtedy w stanie podstawowyin, charakteryzujacym sie  kompletnym brakiem fo-

tonow. Odpowiada to stanowi prozni, ktory jest tylko jeden (stad entropia = 0},

Promieniowanie elektromagnetyczne odpowiadajgce
gazowi fotonowemu nazywa sie takze pr. cieplnym.

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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W

igzek miedzy cisnieniem, objetoscig

| energiq:

OF  O(BF)

U=F-TS=F-T = VaT?,

AV r 45(he)?

dT 03
odzie
=~ = (.00Y X 10" "erg em ™ deg .
152
e clsnienie
W 2{. 1
dF T I‘.IF‘ T o _ -
p= = LB L9593 « 107157

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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