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Ktos moglby zapytac: po co wraca¢ do klasycznej mechaniki
statystycznej 1 zajmowac si¢ jej podstawami skoro mamy
kwantowg mechanik¢ statystyczng. Powodem dla ktorego
chcialbym wroci¢ do tych zagadnien jest tzw.

Teoria ergodycznosci

-przez wiele lat domena matematykow — przezywa w ostatnim
trzydziestoleciu renesans w zwigzku z rozwojem komputerow.

|Teoria ergodycznosci: | dotyczy zachowania sie funkcji

rozktadu prawdopodobienstwa dla ukltadoéw dynamicznych
podlegajacych (zatézmy dla prostoty) rownaniom ruchu
Hamiltona
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Jak zobaczymy, rozktad prawdopodobienstwa w przestrzeni
fazowej zachowuje si¢ jak plyn szczegolnego rodzaju:

* niescisliwy

* plyngcy bez dyfuzji

Jesli T = (ph P2, -5 Ps; 915 92, .. qs) = (pq) E(X)
jest 2s wymiarowqa przestrzenig fazowa, to ptyn takimozna

zcharakteryzowac¢ dwojakim sposobem przeptywuw T

Mamy

Dla uktadow, ktorych dynamike

mozna opisaC jako przeptyw ergodyczny
otrzymuje si¢ jednoznaczng, stacjonarng
funkcje rozktadu prawdopodobienstwa
statg na powierzchni statej energii 1
charakteryzujacag uktad w roOwnowadze. )

*Przeptyw ergodyczny
*Przeplyw mieszajacy
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Jednak uktad ergodyczny niekoniecznie osigga stan rOwnowagi
(jesli w nim nie byl od poczatku). Aby uktad mogt zrelaksowac
do rownowagi przeplyw musi by¢ mieszalny.

Uktady mieszalne sa ergodyczne, lecz niekoniecznie na odwrot.
Trudno dowies¢, czy konkretny uktad rzeczywisty jest ergodyczny

| mieszalny (zrobiono to jedynie dla kilku modelowych 1 raczej
prostych uktadow.

Dyskusje rozpoczniemy od tzw. Hipotezy Ergodycznej
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*Istnieje jedna 1 tylko jedna trajektoria przechodzaca przez
kazdy punkt w przestrzeni fazowe]j

*Elementarna objetosc jest zachowywana w trakcie ruchu
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Z, drugiej strony w mechanice statystycznej nie rozwazamy
uktadow z ostro zadanymi warunkami poczgtkowymi.

Raczej zadane sg warunki brzegowe selekcjonujace pewien
podzbior dozwolonych (mikroskopowych) warunkow poczatkowych

Zadajemy wiec, tak naprawde, jako "warunek poczatkowy"
pewng gestosc¢ prawdopodobienstwa na T’

po=po(P,D=pP,q,t=0)

Prawdopodobienstwo, ze warunek poczatkowy uktadu
znajduje sie w obj. dI' wynosi

Po (ps q) dI
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Zadanie: znalez¢ ewolucje rozktadu prawdopodobienstwa
p=pPaqt

po (P, d) reprezentuje zespot (Gibbsa) o ktorych wiemy, ze
sg makroskopowo identyczne (i nieoddziatywujace).

Taka 'ciecz' o gestosci pg (p, q) zachowuje sie jak ciecz
niescisliwa oraz punkty nie rozpraszajq sie na sobie.

Oznaczmy

xi} =1{q, p}
vit = {xi} =1{q, p}-
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Wtedy p, oznaczajace gestosc takiej cieczy musi spetniac
‘zasade zachowania masy' czyli réwnanie ciggtosci:




(Twierdzenie

Liouville’a)
9P (przypominam
in— = [H, p] odpowiednik
ot kwantowy)
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Chciatbym takze przypomnie¢, ze w formalizmie Hamiltona
mamy ogolnie:

tzn tw. Liouville'a jestrownowazne warunkowi

dp s e )
— = 0 (wzdioz trajektorii)

dt

Co oznacza, ze objetosS¢ obszaru w ktérym znajduje sie
grupa punktéw, nie ulega zmianie.

Mamy réwniez tw. Poincarego 0 powrocie:

Dla dowolnego systemu zachowawczego, ktéregoruch ogranicza
sie do skonczonej objetosci przestrzeni fazowej, trajektoria musi
powrdéci¢ dowolnie blisko swoich warunkéw poczatkowych po
skonczonym czasie.
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HIPOTEZA ERGODYCZNA

Rozwazmy 1zolowany uklad. Poniewaz energia jest catkg ruchu
uktad taki bedzie si¢ poruszat po powierzchni statej energii.

DEF.
Uktad jest ergodyczny na powierzchni stalej energii, jesli prawie

wszystkie punkty na tej powierzchni (dopuszczamy zbidér miary zero)
poruszaja si¢ tak, ze przechodza przez kazde mate otoczenie na

tej powierzchni

E=const

E=const

Uktad nieergodyczny

Uktad ergodyczny
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TWIERDZENIE ERGODYCZNE (sformutowane przez Birkhoffa

| Ter Haara)
'Definiujemy
1 :
<f>g_const = =—— | 6[H(p, q) —E]f(p, q) dT
Q(E)
gdzie
d
QE)= |6[Hp,q) —-E] dI' = — dT
FJ‘ dE OsHj*_:E

jest liczba mikrostanow na powierzchni statej energii.
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Definiuyjemy takze srednig po czasie:

wzdi6z trajektor
to +T A .

-~

ff(p(t),q(t))dt
t

1
<f>r = —
T

Dla uktadow ergodycznych mamy:

df .
@ <f>_ = lim <f>g

T—co

istnieje dla prawie wszystkich punktéw napow. E = const i nie
zalezy od t,, oraz

o <f>_, = <f>
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Dodatkowo, utamek czasu ktéry ukiad ergodyczny spedza
w dowolnym obszarze na powierzchni statej energii jest
rowny utamkowi tej powierzchni:

E=con 0 (RE)

Q (E) . 7Ry  Q(Re)
im — = —
T— T QO (E)

14
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Przyktady uktadow ergodycznych i nie-ergodycznych

(a) sztywne Kkulki (ergodyczne - przynajmniej dla niezbyt

(b) ruch na torusie

— - O oy
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duzych gestosci

[I'J
g

23

jesli « = — jest wymierna, wtedy trajektoria
n

jest periodyczna i nie ma ergodycznosci
(w przeciwnym razie ukfad jest ergodyczny)
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(c) Oscylatory harmoniczne: nieergodyczne

(d) Duzym zaskoczeniem byto pokazanie przez
Fermiego-Past¢-Ulama (1955), ze uklad anharmonicznych
oscylatorow (przy stabym anharmonizmie i dla mate;j
liczby oscylatorOw) nie jest ergodyczny.

(obserwuje si¢ jednak przejscie do chaosu przy
zwiekszaniu stalej] sprzezenia

Ogolnie: nie wiadomo. Przyymuje si¢, ze uklady
interesujace z pktu widzenia fizyka sa ergodyczne.

Uwaga: w przejsciach fazowych mamy na ogodt do czynienia
ze ztamaniem ergodycznosci
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Hipoteza semi-ergodyczna

Przyjmuje sie:

® <f>_ = <f>

Przy zalozeniu (stabego) oddziatlywania z otoczeniem.

© Lech Longa Termodynamikai Fizyka Statystyczna

17



Ewolucja do stanu réwnowagi

Przypuscmy, ze wystartowaliSmy z dowolnej funkcji
rozktadu p (p, q, t=0). Chcemy wiedziec, czy uktad
ergodyczny ma szanse dojscia do rownowagi zadanej
przez rozkiad stacjonarny:

ap
ot

=0 = {H, p} =0

Ewolucja do stanu rownowagi wymaga silniejszych zatozen
niz ergodycznosc. Wymagany jest brak korelacji pomiedzy
dowolnym stanem poczatkowym i stanem dla duzych czaséw
(zatozenie aby ukiad byl mieszajacy)
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Formalnie mieszalnosc definiujemy w nastepujacy sposob:
dla gtadkich funkcji f(x) i g(X) musimy miec:

1
Im — | J§[HX) —E]Jf(X)gX(t)dI
I— oo Q(E)
1
= = | S|[HX) —E]f(X) dT x fﬁ[H(x) -Elgx) dT
Q (E) Q(E)

(w szczegolnosci jesli g jest zalezng od czasu funkcja rozktadu
wtedy — asymptotycznie mozemy uzywac rozktadu mikro -
kanonicznego)

19
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Rownowaga, niezaleznosc statystycznai forma p (p, Q)

W réwnowadze p = peq (Zakltadamy, ze uktad jest mieszajacy):

=0 = {H, peq} = = peq Jest catka ruchu

Poniewaz peq nie jest niezalezng catka ruchu wiec musibyc¢
funkcja zalezna od catek ruchu

Niech

H ~ H + H,
all

(dla makroskopowych poduktadéw)

20
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Wtedy, z niezaleznosci statystycznej

H ~ H| + H|| Implikuje Peq = PI PII

= IN(pog) = In(p) + In(oy)

= In(peq), bedac funkcja addytywna musi byc liniowa
kombinacja wytacznie addytywnych catek
ruchu

Jest tylko 7 niezaleznych, addytywnych catek ruchu:

E, P, M. Ponadto addytywnymi wielkosciami spetniajacymi
prawa zachowania sg wielkosci nie - mechaniczne:
liczby czastek danegorodzaju {Ny} oraz catkowita
objetosc uktadu
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Zatem dla podukitadu a (a=I, II):

In(py) = a3 — PE; + ;'Pa + 0-M, + &V, +2Xka,a ,
k

gdzie g, 7, 3, ¢, Yk Sa parametrami do wyznaczenia,

ktorych wartosci sg identyczne dla wszystkich oddzialywujacych
podukiadow we wzajemnej rownowadze (ze w zgledu nawymiane
odpowiedniej addytywnej wielkosci spetniajacej prawo zachowania) .
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Komentarz dotyczacy pedu 1 kretu

Uktad rownowagowy (1zolowany) conajwyzej

(a) Porusza si¢ ruchem jednostajnym postepowym

(b) Ewentualnie obraca si¢ jednostajnie wokot osi
nieruchomej wzgledem ruchu jednostajnego srodka
masy:;

« => ped catkowity jest niecobserwowalny 1 moze by¢
pominigty;

« => kret calkowity 1 ruch obrotowy jednostajny jest
nieodrdéznialny od pola sit zewnetrznych: sit
odsrodkowych 1 sit Coriolisa -> te mozna zawsze
doda¢ do hamiltonianu;
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— Zatem ped 1 moment pedu zwykle pomijamy
(wyjatkiem moze by¢ rozklad mikrokanoniczny, gdzie
Istnienie tych calek ruchu decyduje o wymiarze hiperpowierzchni
w przestrzeni fazowej

Po przyjeciu obecnie np. formuly Boltzmanna (ev. Shannona)
dla entropn1 odtworzymy znowu wszystkie rozktady o ktorych
byla mowa poprzednio.
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Szanowni Panstwo,

To jest ostatni z cyklu wyktadoéw "Dla Zainteresowanych’
Zapraszam do dyskusji poruszanych tematow, a na koniec

Kilka porad przed sesja:
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© Lech Longa

Nie tracimy glowy w
najtrudniejszych sytuacjach:

) 4

‘ wvswf(‘hillza-w:llll)nl)cncﬁ.

Termodynamika i Fizyka Statystyczna :

Nie poddajemy s

¢ presji

otoczenia

W .
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Nie zapominamy takze o
relaksie
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