WYKLAD 22:

Fizyka statystyczna uktadéw z oddziatywaniami:
Sciste wyniki i przyblizenia
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« Model Isinga i inne modele sieciowe.

. Scista fizyka statystyczna dla modelu Isinga:
przypadek jednowymiarowy oraz dyskusja
rozwigzania Onsagera dla przypadku
dwuwymiarowego.

« Rachunki przyblizone: Twierdzenie Bogoliubova-
Hellmana-Feynmana.

 Przykfad zastosowan: srednie pole dla modelu
Isinga.
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Rachunki dla konkretnych oddziatywan

Praktycznie nie ma scistych wynikow dla
uktadow trojwymiarowych.

eUktady jednowymiarowe, klasyczne, posiadajg
sciste rozwigzania (tzn. wyliczenie sumy
statystycznej w granicy termodynamicznej
redukuje sie do wyliczenia skonczenie-wymia-
rowych catek (ew. szukania wartosci- i wekto-
row wfasnych rownan catkowych liniowych
badz macierzowych rownan wtasnych).

eRozwigzanie (nietrywialne) istnieje dla prostych,

dwuwymiarowych modeli sieciowych,
ktorych przedstawicielem jest model Isinga.
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Model Isinga (i inne
modele sieciowe)

Ogoiny model magnetyka (Model Heisenberga):

A=->1d;8 8 -gueH Y &,

{i.)) i

g - czynnik (zyromagnetyczny) Landégo;

efi
- magneton Bohra

HB =
2mec

J;j — tzw. catkawymiany: potencjat oddziatywania zalezy
od odlegtosci | r; - ]

Jij = Jji; J >0 - oddziatywanie ferromagnetyczne
J < 0 - oddzialywanie antyferromagnetyczne
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=_ZJUS| Sj gl-‘Bstlz

{1,J}

Si-Sj = Six Sjx + Siy Sjy + Siz Sjz

Jesli |s| =1/2, to g=2 oraz sy, Sjy, Sj; — macierze Pauliego
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= ZJIJ Sj - Sj gl-‘Bstlz

(L))

Si

*Sj = Six Sjx + Siy Sjy *+ Siz Sjz

Model Heisenberga nie posiada scistych

rozwigzan.

Szczegolne przypadki:

Model xy: zaniedbujemy sktadowa z;
ma Sciste rozwiagzania dla pewnych

przypadkow;
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Z Jlj SI SJ g HB H Z SI Z éi . éj = éi,x éj,x + éi,y éj,y + §i,z éj,z
{1,J}

Model Isinga:

Zaniedbujemy skiadowe X,y

H mozna zdiagonalizowac¢:

E__ZJIJ SizSjz — gﬂBstlz: Sijz = +1
{i,j}

(w tym przypadku model jest rownowazny modelom
sieciowym; opisuje stopy i silnie anizotropowe magnetyki);

I
1l

Model jest Scisle rozwiazywalny w 1d;
z oddziatywaniami ograniczonymi do najblizszych sasiadow
ma takze rozwigzanie w 2d.
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Przypadek jednowymiarowy z oddz. Najblizszych
sasiadow: (E Ising, Z. Phys. 31, 253 (1925))

ZJSS|+1_mHZS|: Si

i=1

IUIHII i

Periodyczne warunki brzegowe: 1=N+1

|
H
N

Stan podstawowy:
mH

J>0, dowolne h: ferro h = —

J<0, |h| <2 : anty-ferro
lh] >2 : ferro
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I
+
RN

N
EL(} = E[{s;)] ZJ sisiyt—mH ) si5 s
i=1

Przypadek J=0:

E[{Sj = ‘mHZSH S
7 Z ~BEIGH _ Z Z Z Br) _[2 Sinh(l% ]N

{1} si=%1 s,=%1 sy=%1

Il
I+

Hm M of Hm
f:—kBTIn[Zcosh[ ]] —=——=mTanh[ ]
ke T )’
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f= —kg T In|2 cosh
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J=0: Model dwustanowy ( w tym przypadku
model paramagnetyka):

Hm M of
]- — = ———=mTanh

ke T)'' N  OH
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oM m?N 1 Prawo

YTGH kg T cosh® (=2 ) ) ? #=9 " curie

kg T




Przypadek J+0:

E[{j}1 = E[{s;}]

ZJss,+1 - mH isi; S;

i=1

+

1

7 :Z(E_ﬁE[{j}] _ y‘ y‘ Z (EtE. LS Si+ T TS,
y| y|

{]} $1=i1 $2=i1

SN=i1

N+1

= —1

-s.,s..,+h (si+s)
K(si, sj) = e
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= —-— -
- -
-

_______________

-~
==
_——

Si1=+1 Sj1=—1
het 1
et e t
- hit
et et

Z= Z Z Z K (s1, 52) K(s2, 53) K (53, S4) ... K(SN-1, Sn) K (SN, S1) VORI b
S1=%1 sp,=%1 sy=%1 si=-1
ha1 1 ha1 1 ha1 1 ha1 1
et et et et et et et et
- Z Z Z 1 chat 1 chat | 1 e 1 chat
51=i1 52=i1 SN=i1 e t e t Sq S5 et et S S e t e t SN_1 SN e t e t SN S1
h+1 _1\N
z=Tr|[¢"
= r’ _J —h+1 ]
et e t
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Z=2"[1 + @At ]

A, . wartosci wiasne macierzy:
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Z=2N1+ @2V ]

gdzie

~ la

li:f

h 2 9
cosh (_t] + \/ftSIHh

|

t

I dla duzych N mamy:

F ~-kgTNInQ,)
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J<0: anty-ferro;
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o= N wH

e i Cosh[lt‘]

t(1+¢7 sinh[2]?

)3/2
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J>0

0.6 |
0.5
0.4;

03]

0.1

Ciepto wtasciwe:

C

of
ou u=f-t=

ot

Zachowanie typowe dla ciepta Shottkiego

h>0
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Przypadek dwuwymiarowy z oddz. najblizszych
sasiadow, bez zewnetrznego pola, sie¢c kwadratowa:

L. Onsager, 1944
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Model Isinga:
(2d)

KT =0.7 Tc <<M>>=0.97  210x150
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model Isinga: H = —J Z i
(2d) <ij>

KT=05Tc <M>=0.99
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s = +1

210x150
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f=—t|n(2 cosh(%]] - z—Lfln\% (1+\/1—Kzsin2(¢)]]cw

I %—%—%—% _ 2sinh(3)
\]I, e o ° T cushz[-f]

'\,l./'
O .
05| K
() 0
- 0.5/

-10 -5

1
t. = ~ 2.2692

ArcCoshI % +

v |
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- 1IN

)

f=—t|n[2 cosh(%]] - 2—1ﬂfln[:—; (1+\/1—Kzsin2(¢))]]c£¢) 2sinh
)

K =
cosh?

- 1IN

ad ' '[(1/t)] EllipticK|[«?
U= (/U:_ZTanh(E] _KIA/y] | K1A/Y] EllipticK|«’]
a1/t t 24 —
had EllipticK[m] =
u -1
; . 2 -1/2
- 1.5 f[1—m$ln ©| " de
0
0 1 3 5 catkaeliptyczna zupeina
t |- szego rodzaju
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Cieplo wilasciwe:

(zalezy od catek eliptycznych zupetnych I-szego
i II rodzaju; wzor mozna znalezc
np. w podreczniku Kersona Huanga)

oU
—— ~In(It— 2.2692)
at
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Magnetyzacja dla h » 0 (Yang, 1952)

(0 t>t.) t, = L ~ 2.2692
. ArcCosh %+42
M = ~ (t, —t)? il
1-—1 t<t,
k\/ sinh"‘[-f) < )
1
0.8]
M 0'65 t.
0.4/
0.2]
0L L |
0 2 3 t 4
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Twierdzenie Bogoliubova-Hellmana- Feynmana

Niech H = HO + H]_

Wtedy F < Fyg + < Hi>y,

gdzie < H; >¢q=Z3' Tr [Hle_ﬁ HO], Fo=—-B"'InZ, Z,=Tr [e_ﬁ HO]
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dowod (dla komutujacych hamiltonianow)

(ogolnie: patrz R. Feynman, Statistical Mechanics)
H(A) = Hy + \H;

-PF) =1In Zje “PEIN = 1nTr e FHN

dF(\)  TrHy e Pllo+ 1) <H. >
dA - Tr e_ﬁ(HO +A Hl) — 1
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d2 F
da2

B[ cH:S - <cH 5]

-B < (H, —<H1>)2>

= o ( v _)_) F: wypukia f-cja A

F lezy ponizej prostej,
stycznej dla 1=0

F(A) < F(0) + A (dF/dA),

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna

35



dA Tr g_ﬁ(HO + ‘lHl)

F(A) < F@0) + A (dF/dA),

w szczegolnosci dla A=1;

F < Fy + <H{>

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna

= < H{>

c.b.d.o

36



‘ Przyktady: ‘

(1)Klasyczny uktad nieoddziatywujgcych czgstek
w 1-dim w potencjale:

I

o 0 dla —= <x <
V=) ¥y = | =
oo oLy [ X
_L 2 L
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a~BFp _ f f fﬁxfpx o—B P2 [2m +1j(x)]
L2 4 x f d p, e—ﬁpxz/zm

Liiy.

% 2 7mkg T2 L
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< H{ >
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Tr'[D.‘a_4 - Vo ()] e—PHo

Tr[e“ﬁHU]
a% < x4 e afL f
D (I \4
w0 ()
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Fﬁ—kB Tln[%(Zarka T)IIZLI i sl_ﬂp(i)él

Minimalizujgc wzgledem L otrzymamy:

L 0
0 dla—?<x<— 7

gdy | x| >% — = [20kp T/D]1/4

a
/L

v =0(5)" 1% = |

oo |
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(2) Srednie pole

Na przyktadzie modelu Isinga:
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Model Isinga

<
<
o4 (s=+1)
ot (s=-1)
Si— +1
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J
H:—§ ZSiSj_HZSi

i

— _B*Ej Sj
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HO — _B*EJ Sj H:—%ZSiSj—HZSi

<i,j> i

Fo = —kg T In Tre $Ho

= —NkgT In[efB" + ¢ FB"]
F<F), + <H-H >

=L - ij% <si8;>0 +(B*—H)N <s1>

‘<sfsj >0 = <5 >0 <5;>0 = <51>0
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F<Fy + < H-Hj >

= Fy — Zi,j% <s;8;> +B*—H)N <s1>

=8 g = as g =N =g = =) g

K = Fp —

<51 >0 =

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna

NzJ

<S5 >02 +(B*—H)N < 51>

Tr [Sl PB” 31] B PB* _ ,—pB*
Tr[eﬁB* Sl] "~ oPB* 4 ,—PB*

= tanh| g B*]
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reasumujac Hy = —-B+H)Y;sj= —B*Y; s,

NzJ

K < Fg — < >[}2 + (B*—H)N < s1>

< sy >¢ = tanh| g B*]
Fy = —NkgT In[efB" + ¢ PB]

Parametr B® dobieramy wariacyjnie

OF _ _ JoF " 3<31>0
= 0 =10 = ZKB* NzJ < 51 >¢ P

3{31 >0
JdB*
— NzJ < 51 >{| = (E}}k - H)N — B* =17 < S1 20 + H

+ NLs1 >0 +(B*—H)N
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~ Porownanie z rozwigzaniem
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