WYKLAD 21

Silnie zwyrodniale gazy kwantowe

Statystyka nieoddziatywujqcych
gazow Fermiego:

« Rozktad Fermiego-Diraca

« Stan podstawowy gazu (cieczy) Fermiego

« Rozwiniecie Sommerfelda

- Ciepto wtasciwe

« Zastosowania

« Analiza numeryczna dla T>0: izotermy,
energia wewnetrzna, ciepto wtasciwe
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Bedziemy uzvwad gestose stanow dla czastek nieoddzialywujacych.

wyrazona jako rozktad po energiach:

/.-’J( k)dk = och™*V /d'—‘i‘p = 2raV (2m/h*)*? /fl'fjflrf = / D{e)de
. s . .

(e = g—m;mde = pdp; d3p = 4np?dp)

Zaczniemy analize od zbadania stanu podstawowego:
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Silnie zwyrodnialy gaz fermionow.
Stan podstawowy (1" = 0)
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Uwzgledniajgc degeneracje:
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Stad p(T"=0) = po = po(N, V) = ep. gdzie energia fermiego ep = 55 = —-
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e jig dla gazu elektronowego
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e Energia wewnetrzna
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e Rownanie stanu

n = —TnV Yo Ty = -
() 5 o o 37,

CF

Sa to ogromne cisnienia. Jesli wziac¢, na przyvkiad. elektrony w metalu dla ktoryeh

lmol =~ 6Gem?
Lem? ~ 102 eclektronéw przewodnictwa (swobodnych)

m. ~ 9.1x107%qg. o=2

wtedy py = 10° Atm. v =~ 1.6-10% em/sec = ﬁ 3
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Rozwiniecie Sommerfelda wokol stanu
podstawowego (T = 0)

Jest to rozwiniecie asymptotyczne wokot
G = ].J;"IIIJE{'HT — OO
w tym przypadku g nie rozni sie zbytnio of energii

Fermiego ep.

Mozemy zatem rowniez przyijac g > 0
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Pozyteczny wzor:

rozniczkowalna dla € = p, a takze wolnozmienna w przedziale

Wtedy
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hieyn(e)de =
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Niech h(e) jest dowolna funkeja niezalezna od temperatury., ciagls
€ —p| < kgl

(7 T (VY 2 s . g
+ Tﬁ.*;;l | J:;'“”' M)+ ..., gdzie o' = h oraz ¢(0) = 0.
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e Potencjal chemiczny Przypominamy. ze dla T = 0 potencjal chemiczny (czvli

energia Fermiego) dane sa wyrazeniem

T " TR | . ) 2?.?} '-.-'Il
N = / deDenle) = 2maV (—2 )
Jo | L :

Natomiast dla T = 0 (ale niezbvt duzo)

IIl v

dla h(e) = /2 otrzymamy

?_2 :E';;T 2 Tﬁl :E'H'T !
1 o
* 8 ( /L ) - 640 ( Il ) +

I 3/2
-2
o

Termodynamika i Fizyka Statystyczna

11



Odwracajgc dostaniemy (patrz dodatek)

Stad mozemy wyliczy¢ juz dowolng
z funkcji termodynamicznych:
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e Energia Wewnetrzna

> A 3 _am [T 44
I D— / deD(cjenic) = H;‘\-‘;Lﬂ 3/2 / dee?n(ec
S0 = 40

.
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e Cieplo wiasciwe

) OF 3 s k3, 1 k27?2 |

Cyy = —\ Lo+ O(TH ==-NL—_T+0(T?

- T ) o5 ,u,ﬁ +O(T7) = 2 +0(T)
Whnioski:

T — 0,

— Otrzymany wzor na cieplo wilasciwe wymaga komentarza. DPo pilerwsze za-

uwazamy, ze zgodnie z 1 zasada termodynamiki ¢y — 0 oraz S — 0 gdy

— Nawet w pokojowych temperaturach przyvezynek do ciepta wiasciwego pochodzacy

od elektronow przewodnictwa jest bardzo maty.
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— Otrzyvmany wzor dobrze zgadza sie z doswiadczeniem. a stala
Cvn/T = 2.03m.J/mol K? +257T?

jest odtworzona do 20%.

14



© Lech Longa

— Metale maja wiec w przvblizeniu pojemnos¢ cieplna taka jak izolatory (ten fakt
byt znany doswiadezalnie stosunkowo wezesnie i poczatkowo niewythimaczalny,

Metale zachownja sie jak pudetka na gaz elektronowy.

— Dziwi¢ moze fakt, ze otrzymujemy tak dobra zgodnosé z doswiadcezeniem, mimo
nieuwzelednienia Kulombowskiego odpychania miedzy elektronami. Drzisiaj

wiemy, ze jest to efekt ekranowania wynikly z polarvzacji jader atomowych.
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Waznym parametrem tutaj jest energia Fermiego dla 7" = 0

R [ 3N\
S T T

e np. dla elektrondéw walencyinyeh w metalu

|
b

7~ (1-10) x 10%em™™, o

co daje

(o~ (2-8) eV Tr~ 20000 — 80000 K,
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o Biale karty. Sa to gwiazdy ztozone gléwnie z Helu, o masie zblizonej do masy stoniea

i promieniu porownywalnyim z promieniem ziemi:

M ~ 2x10%g
R o~ 2% 10" cm = 20000 km

p o~ 07x10°gem * = 1lem® ~ Liona

Mozna to przeliczyé na odleglosci miedzy atomami. co daje 0.01 A. Wobec powyzszego,

struktura atomowa w gwiezdzie nieistnieje; atomy sa w peini zjonizowane, a elek-

trony tworza gaz. Gestosé tyeh elektronéw jest wicksza o czvnnik 10° niz gestoscé

oazu elektronowego w metalu

Termodynamika i Fizyka Statystyczna

17



(o~ 107 — 10% eV Ty ~ 107 — 10" K.

7 obserwacji wiadomo. ze temperatura wewnatrz bialego karla jest rzedu 107 K,
a wiec duzo mniejsza niz temperatura Fermiego. co oznacza, ze gaz elektronowy
owiazdy jest zdegenerowaany. Cisnienie gazu elektronowego jest rownowazone przez
grawitacyjne przyciaganie atomow He. Jedli jednaak masa gwiazdy przekracza
oranice Chandrasekhara (1.4x masa storica, wtedy cisnienie jest za male aby za-
trzyvmac kolaps erawitacyiny. Nukleony bialego karta takze tworza gaz fermiondw.
Jednak masa nukleonu jest wicksza od masy elektronu o czynnik 2000, a zatem
temperatura Fermiego nukleonu jest mniejsza o czyvnnik 2000, Zatem dla gazu nuk-

leonow w bialym karle nie jest spelniony warunek silnego zwyrodnienia.

18
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o Guwiazda neutronowa. Neutrony w gwiezdzie neutronowej tworza zdegenerowany gaz

Fermiego. Jest to zwiazane z faktem, ze gwiazdy neutronowe maja mase 107 razy

wicksza niz biale karlty ( N/V ~ 10% em =3, Ty ~ 1012)
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Sciste wyniki dla T >0, analiza numeryczna

e om\ > [ 3 30 [ y
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Srednie obsadzenie poziomow
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Izotermy w idealnym gazie Fermiego
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Energia wewnetrzna
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Klasycznie:

3 5 T = _
CV:ENkB Cp—iNkB Cy 2
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DODATKTI:

Dowod:

Najpierw zauwazmy, ze obie relacje sa réwnowazne. Wynika to z wzoru

RSN NI ©dale)
[ = o (eyn(e)de = ple)n(e) - ple)———de.
40 0 J0 e

Mg -

=0 w mysl zalozen
Zatem ndowodnienie drugiej relacji jest rownowazne ndowodnieniu pierwszej.
Zobaczmy teraz na pochodna

drfe) 3

e |:I,.'.I'I:|f—|i!:I + J_] [E — Fe— 1) + J_] ’

ktora wystepuje w drugiej z relacji. Funkeja ta ma ostre maksimum wokdl

e — ju 1 przvimuje male wartosei poza obszarem |e — | < kgl (patrz rvsunek

ponizej)
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k Tdn
—kpT —
de

-SkgT

SkpT
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Mozna zatem rozwina¢ p(e) w szereg wzgledem (e — 1)

1
pole) = plp) + (e — )’ (i) + Sle— 1)
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i wstawi¢ do wzoru na I, 1 wyvealkowad wyraz po wyrazie. Pod catka. dolna
granice calkowania, réwna 0, mozna zastapi¢ (bez powaznej zmiany wartosci
catki dla niezbvt duzveh kg1’ przez —oc.

N

/
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/F{}rnmh' sa nastepujace: \

/X{Hiﬂdfzz —1
J_  de

o dn(e)

(e —p)'——de = 0 (n - nieparzyste)

- e

N de kgl ) [eBle=m) 4 1]° o (em 4 1)2

—  2kpT)n!(1 — 27" (n), (n - parzyste)
. -2 —1
s - oo . . - IR . —F. A~y T T o LR
gdzie ¢ to funkeja ¢ Riemanna: C(n) = >, 077 C(2) = & ¢4) = &g
Reasumujac

R

; \ p F c — D g w, AR (D s \ F y

I'=p(p)+ E 2.(1— 2= 120 ) (k] f,lj’;'*r*' (1), (5.4.4)
r=1

Wstawiajac h = () otrzvimuje sie pierwsza z rownosci.

N /
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2 2 | |
II. _ ;T kT T kpT
(= i3 1 T3 o 20 0 + ...

Startujemy jak zwykle z

3 . a3/ . ) .
* 2 / x _ xC
. ey — oy (27 2 3 o Ny
N / deD(e)nle) = 2maV ( 52 ) / dec'#n(e) = SNpg ™ / dee'?n(e).
J0 Ju Jo

] I-_." [

Uzywajac obecnie pierwsze z rozwinie¢ asymptotyeznyeh dla h(e) = €2 otrzymamy
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Dalej, rozwijajac p w szereg Taylora wokot T'=10 (1 = pp)

dyt

jo=po+

{“ l‘Ix‘HT}

T =l

|::JF'1‘”T::|:-} + —

1 d*p

(kpl) + YT aE

1 {ll;f

4! {lI:Jrf”T::ll

T—0

T—0

(ksT)*+

l !rf‘.r..;lel 4+ ...

i rozniczkujac rownanie z poprzedniej strony otrzymamy
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co daje ostatecznie
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