WYKLAD 15

Problem :
Jak stalystyki kwanfowe zmieniaja wiasnosci
makroskopowego gazu czastek nieoddzialywujacych ?

* (Gestose stanow.
« Zastosowanie: oscylatory kwantowe (= bosony bezmasowe).
e Formalizm dla nieoddziatywujacych czgstek Bosego lub Fermiego.
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Statystyka nieoddzian /WIJJ jcycn
gJazow Bosego | rermiego

Bosony bezmasowe:
drgania sieci
promieniowanie ciata doskonale czarnego
Bosony 0 niezerowe] masie:
Kondensacja Bosego-Einsteina

Ciecze Fermiego
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Worowacdzenie

GestosCc  stanOw
Zastosowanie: oscylatory kwantowe

|
'
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GestosS¢ Stanow | (jednoczastkowych)

W fizyce statystycznej czesto zachodzi potrzeba wyliczenia
sumy postaci:

ﬂSl_lHla-” — Z () eXp [_’3E(‘j)]

{7}

U=< E>=7""1 Z{j} E(j) exp[—BE(j)]
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Jesli poziomy sa gesto polozone, tzn. J(E,;,, — F;) < 1
W "suma’ = Z Jexp |—BE(7)],

wtedy sume mozna zastapi¢ calka:

OO
Tsuma’ = / (.)e "ED(E)dE
JE

ST

D(E) jest wlasnie gestoscig stanow zdefiniwang w ten sposab,
7ze D(E) dE jest liczba stanow w przedziale | E, E + dE]

( D(E) dE uwzglednia wszystkie stany, tacznie z ich degeneracja)
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"suma’ = / (..-)E'f_'ﬁED(E)dE*
JE

i

D(E) dE jest liczba stanow w przedziale [ E, E + dE]

*Transformacje gestosci stanow do zmiennych, ktore w danym momencie
sq najbardziej uzyteczne otrzymamy poshugujac si¢ ogolnymi relacjami
mechaniki kwantowej:

h 2T
. k=lk| =
2T ‘ ‘

P = ﬁk, i_? = E — ﬁu:..;'.. O ZWI/ + w(k) (relacja

dyspers;ji)

Oczywiscie:

D(E)dE = D(w)dw = D(k)dk = D()dA = D(v)dv = ---
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Przyklad wyznaczania gestosci stanow:

Uktracdy nieoddziarywujgce:

RPN

d
il
il

Funkcje falowe dla czastki w
jednowymiarowej studni o

1dealnie sztywnych Sciankach

i dla ukladow w d=3:

o \
—(1n, Mo, Na) =

K=1
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73 (11, 192,13),

: "Suma" .

{n1;n2 ,Tl3}

I iy =

(),

funkcje falowe dla parzystych n :

na(L—2z),
5L

o v 2 cos|
wr) = —

v L

funkcje falowe dla nieparzystych n :

A o ynm(L—2x)
V2 sin(——57—)

—
v L

energie wlasne w obu przypadkach :

) =

|) ) i
m2h%n?

2ml.2

FE(n) =

()e_ﬁ E(n1»n2;n3) 7




T —
il

' ' =2 122
(d:3) k = —(ny,ne,ny) = I eI

—— (11, N2, Na), e, = 0. Ein) = _
L 1 l _} , |. 2 b Lk '_"_l'r.l _||I_—I

Stad dla energii otrzymamy:

; .. Fq h k>
F=E(k|)=hwk), ok =5
| 2m
Jak wczesnie] wspomnieliSmy zaleznos¢ (v — L;_,J(A‘.) nazywa si¢ relacja

dyspersji (tutaj bez zalez-
nosci od kierunku wekt. falowego).
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e

objetos¢ kuli o promieniu VLB

v
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7w

X (01)_]6;1’()8(' kuli o promieniu ‘ 1/"(\#))

. £ f_ 71/3 fi(w) : Vo
Q(_,(w) — S 3!1 (1 = — Gﬁ? A (w)
. . . 00 (w 0 (k) Ok(w
Co daje dla gestosci stanow wyrazenie:  D(w) dw ar 4_.0(W) dw = 4_.0( ) ) dw
Ow Ok Ow
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To jest wlasnie ogdlny wynik, ktory potrzebujemy.

*Rozne fizyczne modele odpowiadaja roznym
relacjom dyspersji | w (k)

« Jak wczesniej wspomnieliSmy transformacje gestosci stanow do zmiennych,

ktore w danym momencie sa najbardziej uzyteczne otrzymamy postugujac sie¢
ogolnymi relacjami mechaniki kwantowej:

h 2T
p=rhk, h=--, A:;k:)\‘ﬂ_ E=Tlw, w=2mv

YO

pamigtajac, ze:

D(E)dE = D(w)dw = D(k)dk = D(A)dA = D(v)dv = -
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=D(k) dk

UWAGA 1: formalnie identyczny wzor otrzymamy
gdy w ‘klasycznym’ wyrazeniu:

/ d'pd*x
_ h?

zastapimy p przez hk. Wtedy

Pod? 73 o V .
/f pd x 7 Pkdx = /A‘.Z(UC.

h? h3 212
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UWAGA 2: czesto calkuje sie bezposrednio po energiach;
np. dla nieoddzialywujacych czastek mielibysSmy

F = B ap =

| 4 21 V me 27 ri 3/2 01/2 11

D(w)dw = ﬁA dk = 5 k }‘z_.?dE = h—ﬂl (2m)""EYV4dE
= D(E)dE

Jesli dodatkowo wystepuje degeneracja (np. spinowa: 6=25+1,
S-spin) poziomow, wtedy

2

m

oV (2m/h?)3 2 EYVAAE.
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D(E)AE =270V (2m/h?)3?EY2dE.

/nowu prosze zwroci¢c uwage, ze identyczny wynik

otrzymamy zapisujac:

> F(E)
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2m

2
= oh™ /(1:5p(1:5XF(P)

~ p
— och 3 Vianr / dp PZF ( L)
Jo

~ 2m
~~ N

clE:%dp i

= 2maV (2m/h?)3/? / dEEY?F(E).
Jo
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UWAGA 3: Dla rzeczywistych ukladéw D(E) (lub D(@) )
czesto wyznaczamy eksperymentalnie

(fonony, magnony, etc.)

UWAGA 4: formuly na gestos¢ stanow

dk(w)

dw

zaleza oczywiScie od wymiaru przestrzeni
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Oscylatory kwantowe
[na razie hez Statystyk-
ale wzory heda identyczne
la hosonow bezmasowych)

Jako przyktad przestudiujemy przypadki, gdzie zastosowanie

majg mdzn. kwantowe oscylatory. Wiekszos$¢ rzeczywistych uktadow
daje si¢ w najnizszym rzedzie rachunku perturbacyjnego opisac

w tym jezyku np. fonony w krysztale; promieniowanie ciata doskonale
czarnego, etc.
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W przypadku nieoddziatywujacych czastek,
gdy H = 2N Ei)
Ji - stopnie swobody ; liczby
kwantowe parametryzujace stanyi/-—
tej czastki;
(J1, J2. -, Jn): mikrostan ukfadu

7 = e_ﬁz:i1Ei(ji) ) e e
ZZ Z _[;eﬁ (J)] [;eﬁ d ))

i 2 in
[z = 2,2, 2
in

F = —ﬁ_1ZN:InZi = YF
i=1 i
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Oscylaory Kiantowe

Pojedynczy, jednowymiarowy oscylator o czestosci o;:

E, (j) = i (n + )

ZJ — Z e—ﬁﬁ&}] (n+ E) — 9_2 ﬁ.ﬂ}] Z e—ﬁﬁmj n
n=0

n=0

_E o,
e 2 Y -1
- |2sinh (3 ho, ﬂ
1— e Fho; 2
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e 2] S —1r N —BE,(
Zj _ U = E Zj. E.(j)e J)
1- e_ﬁﬁwj n
_ Zl—li-) Z ) 0
— 3
Zi
— — 1 — Bhiw;
2 ofhw; _ 4 hwj(;+eP") T-0
Energy
3 : .
25} =
- ~
” ~
21 P
e
: = -
- 1.5 =
— e - — Quantum
H il - - ——- no zero— point
05 - -7 P - -—-- Classical
0:5 ] 1:5

B
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Entropie policzymy z wzoru na energie swobodna:

F=U—17TS8 — [2 sinh (;iu(ﬁ)]
¢ - U-F _UtkTnz 17 0, 0 %
ST T T oos
) ull b F ; S

—
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hiw hw hiw
kp J tl J — In | 2sinl J
{MBTM 1(2@) [ Hull(%,BT)]}

A-"B<

.IEtiBT
In (A:B'T/E.wj); T —
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Majac entropi¢ (badz energie wewnetrzng)
mozna wyliczy¢ np. ciepto wlasciwe:

kB T -
ks(ﬁ)eﬁﬁl T-0
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e e SN oy

z=112, = F=-kgThZ

hw;
— ABTZ In (2511111 2ABT>

J

Zal6zmy obecnie, ze liczba oscylatorow o czestosciach {w;}
z przedzialu [o, ® +d ® ], czyli gestos¢ standw, dana jest przez
D(w)d o
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> fiw
F(T,V.N) = kgT ./o' In (2 sinh 2A35T> D(w)dw

U? F=U-TS=U+T(OF/0T)yy.

OF S| 0 [ F
(dT) ﬁﬂ“(T)EN

> [ hw hew 1 hw huw |
/J [T““ }AHT] Dl 1““_.4 [;, + gapgr — 1| Plw)de,

Zobaczymy, ze identyczne wzory

. e efw/kBT - hw 2 o mozna otrzyma¢ dla bezmasowych
(- — J'Tw‘;_-;' _ .- — 5 _ f} Il_u,-‘ _Jl{lf,;,-‘ bosonow
3 |:. (._-ﬁw'f.- kT _ 1 :| ,ferT
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Clecze kwaniowe 00sonow | rerrmnionow.
Rola statystyx.

W naturze istnieja jedynie bosony (fonony,fotony, atomy helu 4,
...) 1 fermiony (elektrony, protony, neutrony)

Tylko jeden fermion moze by¢ w danym stanie kwantowym

Dowolna 1los¢ bosondéw moze by¢ w danym stanie kwantowym
(kwantowe odpowiedniki ‘fal’ w fizyce klasycznej).

Wszystkie fundamentalne czastki w przyrodzie posiadajg spin,
ktory jest wielokrotnoscig 7#/2  Dla nieparzystych
wielokrotnosci #/2 mamy fermiony, dla parzystych- bosony.

25
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Poniewaz atomy zawierajg rozne kombinacje protonow,
neutronow 1 elektronow, ktore sg fermionami, atomy
majace nieparzysta liczbe fermiondw charakteryzujg sie
spinem potowkowym, a wiec sg fermionami,

np. H?, He3, oraz Li°.

Atomy o parzystej liczbie fermionow majg catkowity spin
i sa bosonami, np. (neutralne) atomy H*, He*, oraz Li".
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Wsroéd bosondw istnieja bosony z zerowa masa
spoczynkowa (fonony, fotony) Takie bosony
mogg by¢ swobodnie kreowane 1 anthilowane.

Bosony o niezerowej masie spoczynkowej sg
zachowywane (np. Atomy helu 4, ...). Prowadzi
to do nowych zjawisk — kondensaCJl Bosego-
Einsteina (rowniez w przypadku
niecoddziatywujacych bosonow !).

Jak liczy¢ sumy statystyczne W tym przypadku?

Ograniczymy sie do nieoddziatywujacych bosondw i fermionow. Ogolny
przypadek: sformutowanie w jezyku operatoréw kreacji i anihilacji
(II kwantyzacja, kwantowa teoria pola).
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Dotychczas liczylismy:

Iy = § e PEN 1y

{{}

W przypadku nieoddziatywujacych czastek funkcja rozdziatu redukuje si¢ do iloczynu jednoczastkowych
funkcji rozdziatu:

7 - ZZ Z e AIiLEil)  _ [Ze—ﬁa (m] (Ze—ﬁEﬂjz)]m
i i2

o2 I

N N
[Ze_ﬁENuN)]= Z:Z, ...2Zy; F = _5—1 Zln Z = ZFi
I =

i=1
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Formalizm (przy braku oddzialywan) mozna prosto uogolni¢ na uktad identycznych
nieoddziatywujacych czastek Bosego lub Fermiego.

Hl(f),_ X|pr >= €|y > T = {Z‘ '?T?.-S}
€1, ... €y — energle ¢; stanow kwantowych
niy., ... ny — obsadzenia n, stanow o energiach €.

Podajemy energie {€.} jakie moga przyjmowac nicoddziatywujace bosony (B)
lub fermiony (F). Mamy n_ B lub F, kazdy o energii €,

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Hl(:lﬂ)g i‘?r == E'T"ﬂ:’j'r > - — {Z, m, }

Kazdy poziom energetyczny €, jest, na ogét, g(e;)-razy
zdegenerowany, np. 21+1 razy (I- kret orbitalny), gdy energia nie
zalezy od rzutu kretu {-1,-1+1, ..., I-1, I}, badz o = (2s+1)-razy,

gdy nie zalezy od spinu s.

W dalszej analizie uwzglednimy explicite jedynie
degeneracj¢ spinowq.
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Zatem energia ukladu N takich czastek dana jest przez

By = By = Z €Ny,

=
¢ . . . , , . .

n. =0 lub 1; dla fermionow (statystyka Fermiego-Diraca)
4
| =012, dla bosonow (statystyvka Bosego-Einsteina)

Przy liczeniu sumy statystycznej musimy uwzgledni¢ dwa przypadkai:
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1. Bosony i fermiony o niezerowej masie, ktorych liczba jest zachowana:

E{j’}} — ZFT.”T., {”-7—} — {”1.”2,__..‘-}3_7__‘.'}1 Z“?. — ‘\T

T (]

(n. =0 lub 1: dla fermionow (statystyka Fermiego-Diraca)
\
| #,=10,1.2,. .. dla bosonow (statystvka Bosego-Einsteina)
Yo €N . .
Ly = E E § P Lz ety (w rozktadzie kanonicznym)
n1 n;
|
ZTLJ =N

Wyznaczanie wlasno$ci termodynamicznych dla makroskopowych wartosci N jest trudne ze wzgledu na globalny wigz
na liczb¢ czastek; wtedy rachunki mozna przeprowadzi¢ poshugujac si¢ wielkim rozktadem kanonicznym. Dla kilku
czastek, jesli rownanie na wiez daje si¢ rozwigzac, rachunki mozna przeprowadzi¢ wykonujac sume powyzej, gdzie
sumowanie przebiega po {ny,ny, ...., n, ..... } spelniajgcych rownanie wigzu 3n; = N.
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2. (Quasi-) czastki, ktorych liczba nie jest zachowana, tzn. bezmasowe bosony:

W tym przypadku liczba czgstek moze przyjmowac¢ dowolng wartoS¢ miedzy zerem
a nieskonczonoscia, a to z kolei redukuje liczenie funkcji rozdziatu

do wzorow, ktore wyprowadzilismy poprzednio dla oscylatorow (pod warunkiem,

ze pominiemy energie drgan zerowych i przyjmiemy ¢, = hw, = 0).
"c:_ N N l
r — [Feq T — [FEaTs — e Tir
— § e § o Peana :ll § oD :II .
J_ _ (.—.'Jr
11 =L fra=LJ T ny =1 T

ktory (z dokladnoscia do stalej) pokrywa sie z wzorem dla oscylatoréw .
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Stad, dla energii swobodnej otrzymamy wzor

F=kgT) In(l—e ) =kpgT / In(1 — e ) D(w)dw.

Zauwazmy, ze w przyvpadku dowolnego uktadu termodynamicznego dla ktérego liczba
czastek nie jest zachowana, N nie jest zmienna termodynamiczna. Zatem JF/ON = p =
0. co oznacza, ze potencjal chemiczny takiego gazu znika. Spelniony jest takze zwiazek

F=U<-T5=(TS—pV+uN)=-T5 = —pV, wyrazajacy petna rownowaznosc¢ rozktadow

kanonicznego i wielkiego kanonicznego dla tego przypadku.

W nastepnych wyktadach przeanalizujemy 2 przykilady, dla ktorych
powyzszy wzOr ma bezposrednie zastosowanie, mianowicie
termodynamike drgan sieci w krysztale,

oraz promieniowanie ciata doskonale czarnego.
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Reasumujgc mechanika kwantowa nieoddziatywujacych czastek redukuje si¢ do nastepujacych modeli:

oscylatory:
1
E{n) = ﬁcu-[n-+—] ni=0,1,2, ... Vj
(ny Z,: i(mi+ 35 j j
rézne modele — réznerelacje dyspersji: wj = w (K)
to daje rozne gestosci stanow :
VvV ) V > dk (w)
Dk)dk|= — k°dk = |D(w)dw|= —k dw
2 72 2 2 do
bosony bezmasowe :

E({n}):Zﬁmini nj=0,1,2 .. Vj
j

(wzor identyczny jak dla oscylatoréw kwantowych, ztym ze {n;}

okresla tutaj liczbe bosonow w stanie j) (i nie ma energii drgan zerowych)

bosony o niezerowej masie oraz fermiony:

n=01,2 .. B
E(np = D hwjn; {nf_“ £ Vi
i =

an = N = const (globalnywiez naliczbe czastek)
j
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