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* Wewnetrzne stopnie swobody molekut ztozonych

* przyblizenie nieoddziatywujacych wewnetrznych stopni swobody

« Sktadowe funkcji rozdziatu: elektronowa, oscylacyjna, rotacyjna oraz spinowa
* Rola statystyk
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Ukiad: N czasteczek o wewnetrznej strukturze

-Przyblizenie Borna-Oppenheimera.
-Przyblizenie ‘nieoddziatywujacych stopni swobody':
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Niech (przynajmniej w przyblizeniu)
I:I = I:Izewn + I:Iwewn: [ﬁzewna I:Iwewn] =0
I:Izewn: hamiltonian srodka masy czasteczek + oddziatywania

miedzy czastkami

H = ZHJ,wewn; H. wewn : hamiltonian wewnetrznych

stopni swobody jednej odizolowanej
czasteczki

ZN — Zzewn (Z1,wewn)N
dla jednakowych czastek




Z1,wewn = Zgi f’_ﬁEi
i

| — numeruje poziomy energetyczne
calej czasteczki;
g; — degeneracjai - tego poziomu

Jesli mozna napisac (na ogot jest to przyblizenie):

€ = €] T €osc + €rot + Espin

€| . energiapoziomow elektronowych
€osc - energia oscylacji (jader wzgledem siebie)
€ot . energiarotacji czastek jako catosci lub fragmentow

czasteczki wzgledem siebie

€spin - €nergia ustawienia jader (np. w poluzewnetrznym)
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to

Z1wewn = Zel Losc Zrot Zspin

Uwaga: pokazemy rowniez przypadki, gdzie te dwa przyczynki
nie faktoryzuja sie

Czes¢ spinowa (bez polazewnetrznego) powoduje nadsubtelne
rozszczepienie poziomow atomowych. Poniewaz réznice energii
poziomow rozszczepionych sg zaniedbywalne:

= g m~0
Zspin,s = Z e P Eo+0Esm) TET 2s +1)f’_ﬁ Bo

m=-s

Zspins ¥ 1 = niezerowa entropia w T =0!
Efekty od stalej E; s3 nieistotne « pojemnosci
i inne wielkosci mierzalne od tej statej nie zaleza.
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Uwaga 1: jesli globalny spin jgdra moze przyjmowac
kilka wartosci ich przyczynek do Z,, trzeba
wysumowac

Uwaga 2: pokazemy przypadki, gdy czesc jadrowa daje
mniej trywialny wktad

Z1wewn = Zel Losc Zrot Zspin

Czes¢ elektronowa:

Ze wzgledu na (na ogot) bardzo duze — w porownaniu z kgT
-energie stanow wzbudzonych, czesc elektronowa jest (na
ogot) kompletnie zaniedbywalna (Z,, =1 lub =degeneraciji
stanu podstawowego. W innych przypadkach wystarczy uwz-
-gledni¢ kilka pierwszych poziomow wzbudzonych (np.
wyznaczonych spektroskopowo).
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Np. dla O, stan podstawowy elektronowy jest 3- krotniezdegenerowany
apierwszy elektronowy stan wzbudzony jest podwdjnie zdegenerowany
| oddalony o 0.97eV od stanu podstawowego. Stad

h w
— = 11256 Kelvinow
ks

Z1wewn = Zel Losc Zrot Zspin

Czes¢ oscylacyjna:

n- atomowaczgsteczka. Drgania jgader wzgledem siebie
moznaroztozy¢ na @ drgan normalnych:

— a = 3n-3 -2 dla czasteczki liniowej
— o = 3n-3-3 dla czgsteczki nieliniowe], bez wewnetrznych
rotacji.

Kazde zdrgan normalnych mozna rozpatrywac oddzielnie:

© Lech Longa Termodynamikai Fizyka Statystyczna



Kazde z drgan normalnych mozna rozpatrywac oddzielnie.
W przyblizeniu harmonicznym otrzymamy :

gaz K]
H, 6215
6; HClI 4227
- N al N, 3374
Zosc - l_[Zosc,i osc Z .
i=1 n=0 1 —e T Z“ 0. 0,
E= kB —
2 S
i=1 eT -1
a b 1
8% eT 0.8
Cosc = Kg — < 06
T AT 3
i=1 (E T — 1) © 0.4
0.2;

05 1 15 2 25 3 35 4
T/leb
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Wiekszos¢ molekut jest w swoim podstawowym
stanie wibracyjnym:

Nn:>0 1

= P(n>0) = Za?_T(m%):
N Zosci n=1
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-Dla czgstek asymetrycznych (np. HCI, NO, CO) dozwolone
sg wszystkie wartosci J=0,1,2,...

eroty = JU+DA /21, Groty = 2J +1
J=0,1,2, .., |

Zo= Y @J+ 1) T IEHD 0.
J=0

Z..« mozna systematycznie oszacowac korzystajac z wzoru {
sumacyjnego Eulera- MacLaurina: —

b 1
Zf(n} = ff(n)r{n + =[f(b) - f(@)]
n=a a 2

By 2 j-1) 2j-1) B —1
- E — [ @ - (b)) 2=
@2j)! 6

=1
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Czesc¢ rotacyjna

(dla prostoty tylko cz. 2-atomowe):

Moment bezwitadnosci: |

N .

H = z €rotd = JJ+1)7 /2I, Jroty = 2J +1
J=0,1,2, ..., | = p‘f‘z (1« : masazredukowana)
=Y, (©, §)

-
\ Y / 11
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gaz  6,[K]
HCI 15.02
CO 277
NO 245

N,

— =PU) =
N

Oy
(2J + 1) e TIUD
rot
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© Lech Longa

0\ _ T
Crot ~ 3Kg [—] e
T

Termodynamika i Fizyka Statystyczna

05 1 1.5 2 25 3 3.5 4
T/0o1
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-Dla czastek symetrycznych (H,, O,, N,) sutuacja jest
bardziej skomplikowana (| ciekawsza). Funkcja falowa
musi mieC odpowiednig symetrie wobec zamiany jgder

gla_lz garg(s] 'ﬁcalkowita,mol =y 'l’spin
2 :

O, 2.07 -

J, 0.054 Y = Yiransl Ywibr Yrot Yel

— " musi by¢ albo symetryczna
albo antysymetrycznaze wzgledu nazamiane
jader — w zaleznosci od catkowitego spinu jader
(zamiana 2 jader:
(1) inwersjawzgledem poczatku uktadu wszystkich
czastek (jadra + elektrony)
(2) powrotnainwersja elektronow )
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1 catkowita,mol = vy spin

_'ﬁ' = Ytransl Ywibr Yrot Vel ‘/‘

Yriranst - Zalezy jedynie od wspotrzednych srodka masy

(wiec nieczufa nainwersje)

wwibr .

: zalezy od wzglednej odlegtosci jader
(nieczuta na inwersje)

'ﬁel :

zachowanie pod wplywem odbic zalezy od symetrii
stanu podstawowego (dla wiekszosci molekut stan ten
jestsymetryczny ze wzgleduna (1) (2))

—

Wrot : kontroluje Symetri@‘ ‘pcalkowita,mol .
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= Yrot - kontroluje Symetl’i*}‘ wcaikowita,mol

';hcalkowita,mol =y 'ﬁspin

';V = Yitransl Ywibr Yrot Vel
Urot : Ym©@ 9): Ym(©, ) — Yo (x— 0,6 +m) = (=1) Yy (6, 9)

y'. J parzyste — nie zmienia znaku
J nieparzyste — zmienia znak

16
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'J’calkowita,mol = ¥ ‘/’spin

'ffl = Yiransl Ywibr Yrot Yel

y': J parzyste — nie zmienia znaku
J nieparzyste — zmienia znak

Przykiad: molekuta H, (jeden z najwazniejszych przyp.)

1
spin jader: —
2

o _ {3 symetryczne funkcje falowe dlaspinu1 (TT7)

1
E 1 antysymetryczna funkcjafalowadlaspinu0 (T1!)

N | =

17
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Dwa jgdra sg fermionami zatem catkowita funkcja
falowa musi byC antysymetryczna ze wzgledu na
zamiane jader:

A3 sym. funkcje spinowe) ® (funkcje z nieparzystym J)
(1 antysym. funkcja spinowa) ® (funkcje z parzystym J)

To ‘wazenie’ stanow rotacyjnych stanami spinowymi
jadra ma znaczgcy wptyw na zachowanie cieptfa
wtasciwego w niskich temperaturach.

18
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(3 sym. funkcjespinowe) ® (funkcje z nieparzystym J)
(1 antysym. funkcja spinowa) ® (funkcje z parzystym J)

e 1

o0

Or oo _H_r
Zrot jadrowy = Z 2J+ 1) e TP 4 3 Z 2Jd + 1) e TIUD
J=0,24, ... J=135,...

100

3 x 100 %
i 23024, + 3 XZi43s,. sof

(Se)
[ NTl ZJ=0’214, aee

0 100 :(l)o 300
7oK 19
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100
N 232024 |
— = ’ x 100 %
N 23024, * 3 Zi13s 1
0 l(l)() :(1)0 300
T K
Jesli przejscia 11 T $Sq zamrozone przy szybkim

ochtadzaniu ( w nieobecnosci katalizatorow) mozna w niskich
temperaturach "zamrozi¢" stosunek orto/para odpowiadajacy
znacznie wyzszym temperaturom!

Wtedy W T - 0, uklad N - czastek bedzie mial dodatkowa entropie
mieszania obu roéznych skladnikow.
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LI |
Equilibrium mixture
|5
G,
Nk
1.0}
Ortho-
05
B ' para- =% ortho-
mixlure
‘ 4
0 100 200

I
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Poprzednie wyniki mozna uogolni¢ (prosze dowiesc,
patrz dodatek) na przypadek, gdy spin pojedynczego
jadra wynosi S:

t':ti,?q?rtf;my =S+1)2S+1) Z 2J +1) e TIEF)
J=0,2,4, ...
S2S+1) 2J + 1) ¢TI
J=1,35, ...

o0

Z e =82S+ Y @RI+ T
J=0,24, ...

oo

S+DERS+1) Y @I+ DT
J=1,3,5, ...
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DlaT >> 6, (wysokie temperatury):

MERDIEEED)

J=0,2,4, 1na J=153555 w=u J=0,1,2,3, ren

. N\
2S5+ 1) 1 \
— Zrot,jqdrowy - - Z - E’ Zrot quclrowy

2
;

(ekstra czynnik)

J=0,1,2,3, ...
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Dodatek (wyprowadzenie poprzedniego wzoru):

Jesli jadro ma spin S wtedy mamy (2S + 1) stanow spinowych
dlakazdego z jader:

S,-S>, |S,-S+1>, ..., |S, S>

Dla obu jader tych stanow jest wiec (2S + 1)2. Antysymetryczne,
jadrowe funkcje spinowe majg postac:

|S,mi>(1}|S, mj>a2 - |S,mi>(2)|S, mj >, -S < I,j <S

3 2S+1)% - 2S+1)
Tych funkcji mamy: =(2S+1)S
2

Pozostate (2S+ 1) (S +1) stany musza byc symetryczne.
24
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Stad:
-- dla catkowitego spinu jgdra
S(2S+1) antysymetrycznych stanow spinowych
sprzega sie ze stanami rotacyjnymi o
nieparzystym J
(S+1)(2S+1) symetrycznych stanow jgdrowych
sprzega sie ze stanami rotacyjnymi o
parzystym J

-- dla potowkowego spinu jadra
S(2S+1) antysymetrycznych standw spinowych
sprzega sie ze stanami rotacyjnymi o
parzystym J
(S+1)(2S+1) symetrycznych stanow jgdrowych
sprzega sie ze stanami rotacyjnymi o
nieparzystym J

Zadanie: ZnalezC krzywe ze str.19,20 dla cz. Deuteru D,
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Oddziatywania rotacja-oscylacja:

Sprowadzajg sie do anharmonicznosci oscylacii
| do zmian momentu bezwtadnosci. Poprawki —
patrz nastepny wyktad.

Wewnetrzna rotacja w molekule:

Np. Molekuta etanu |_|3 C - CH3

26
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(I
12 kBT ~V0
1! R >
$08
= 0.6
0.4
0.2
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1
V) = E Vo (1-Cos[3 ¢])

W niskichT: ~ oscylacja
harmoniczna (wkacie ¢)

w wysokich T: ~swobodna
rotacja (jednoosiowa),

w posrednich T: najpierw
oscylacjaanharmoniczna,
potem hamowana rotacja.
(dodatkowe komplikacje:

przejscia tunelowe).
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Uwaga:

wzbudzenie elektronowe czgsteczki powoduje zmiane potozen
rownowagowych jgder, a wieci zmiane poziomow rotacyjnych
| oscylacyjnych. Nalezy wiec w zasadzie pisac:

Z1,wewn — Z Ji fe_ﬁ ) Zlosc erot ZISl::'in

l,elektronowe

VAR odpowiednie funkcje rozdziatu dla i- tego poziomu
elektronowego
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Na kazdy niezalezny czion kwadratowy w hamiltonianie
1

przypada srednio — kg T enerqii.
2

Przetestujemy powyzszy wniosek na cieple wiasciwym
HCI
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Catkowite ciepto wtasciwe dla N molekut HCI

Zatozone przyblizenie

klasyczne dlaczeséci _ |

translacyjnej

2 /
i 4
L Owib = 4227
J L
ﬂrot ~ 1 4
0.5 '
I 10 100 1000 10000

T

-niskie temperatury: model dwustanowy

-10-20 K: rotacyjne ciepto przewyzsza granice klasyczng

-20-500 K: granica klasyczna dla cieptfa rotacyjnego i
translacyjnego (5/2)

-5000K wibracyjne ciepto zaczyna byc istotne
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Srednia energia czastki dwuatomowej w granicy
klasyczne] sktada sie z

-energii kinetycznej ruchu postepowego srodka
Masy: 3/2 kT

-energil kinetycznej 2-wymiarowego ruchu obrotowego
2/2 KT

-energil jednowymiarowego oscylatora 2/2 kT

tgcznie 7/2 KT
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