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Macierz gestosci (przypomnienie z poprzednich
wykiadow)

Z = Y eF Pl =Z"' " Hli> = Ei>

F=-kgTIN@; E=U= <H>= Y POE

£ = YPOE = S P <ilHli> = TrijH), gzie =2

p,H =0 = p = Z li> <ilpli> <il|

g e PED 1is <il
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b = ZP(i) li> <il

Poniewaz zapis przy pomocy macierzy
gestosci jest niezalezny od reprezentacji,

wige jesli Hs = Tr{pH)

wtedy

Dla dowolnego operatora O:

<O> = Tr{p0O} = Z<i|ﬁ0li>
i

- ZP(i)<iIOIi>
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Dla dowolnego operatora O:

Hli> = E |i>

<0>

Tr{p) 0} = Z<iIﬁOIi>
p = ZP(i)Ii><iI |

ZP(i)<:iIOIi>

® liczymy O pomiedzy stanami czystymi: <il Oli>
anastepnie mnozymy przez prawdopodobienstwo
wystapienia tego stanu;

® stanreprezentowany przez p nazywa sie stanem
mieszanym; mozna go interpretowac jako niespojng
(niekoherentna) superpozycje stanow wtasnych
(nie ma efektow interferenciji!);
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Stany czyste

H: hamiltonian uktadu (operator) ¢ > = Zcil ¢; > . reprezentuje dowolny
O: dowolna obserwabla (operator) i stan ukiadu
{|¢; > : ortonormalny zespét zupelny stanéw

zwiazany z jakas obserwabla} <plog>=1 = Z | c; 12 =1 <¢l = Zci* < ¢l

Piji Oj;
r—’k—\r’ A ™,
<$|0|¢p> = Z ci'c; <4101y, >

Z p;iOj = Tr{pO} pji = Mozna uwazac za
elementy macierzowe
pewnego operatora P
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Iqﬁ} =Zci|¢i> {¢|0|¢‘!> = Z pjioij = Tr{ﬁO}
i N

M

p: hazywa sie macierzg gestosci (dla stanu czystego |¢ >):

i)
]

Z pjilt;f?j > {‘.f’il = Z Ci*let;ﬂ'j > {gﬁil
I,J ]

[Z cil¢; >][Z i <¢iI] = 4> <g|

j

W powyzszym przykitadzie p zostato wprowadzone jako inny
zapis operacji sredniowania kwantowo - mechanicznego. Stan
opisywany przez p = |¢> <¢| nazywa sie stanem czystym.
Narazie sredniowanie po p i sredniowanie kwantowo -
mechaniczne <¢|0|¢ > sq rownowazne.
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Stany mileszane Zalézmy, ze nasz uklad oddzialywuje z innym podukiladem
(np. termostatem)

Ukiad

l¢> — |¢';j>= Zc}ij)lgbi>

Poniewaz nasza informacja o uktadzie nie jest petha mozemy
jedynie powiedzie¢, ze interesujacy nas ukiad moze by¢
w jednym z mozliwych stanow:

16" >, |6° >, .. |¢) >, ... takich, ze |4 > = Z ch1 g >
i
Dl =1
i

Mozliwos$¢ zaistnienia wielu roznych stanow indeksowanych
gornym wskaznikiem j uwzglednia wplyw ‘otoczenia’.
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Poniewaz nasza informacja o ukladzie nie jest peltna mozemy
jedynie powiedzieé¢, ze interesujacy nas ukiad moze byé
w jednym z mozliwych stanéw:

>, |#% >, . |#! >, ... takich, ze |¢'>= ) cV1gi>
i

DoeP i =1
i

Dokonujac pomiaru nie mierzymy < ¢/ | 0|¢»i > W pewnym
stanie czystym |¢j > . Racze] wynikiem pomiaru jest srednia
1 (N | _

<0> = ”_r?g E[Z <¢"'1 Olg >] po wszystkich

i=1

mozliwych realizacjach

= Zqi<¢j|0|¢j >, Zqi =

=1 =1
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Sredniowanie powyzsze ma dwojaki charakter. Zawiera ono
w sobie zarébwno sSredniowanie zwigzane z probabilistycznym

charakterem opisu kwantowego (<¢'l Ol¢' >), jak i $redniowanie
statystyczne Z j ], ktérego koniecznos$¢ wynika z niepetnych
j=1

danych o rozpatrywanym uktadzie.

Formalnie sredniowanie [Z .qi...] mozemy sobie wyobrazic
j=1
jako sredniowanie po zespole statystycznym jednakowych,
nieoddziatywujacych miedzy soba ukiadow (wyglqda to jak
'rzut fatszywa kostka ', ktorej Scianki = <¢'1 Olg >:

nie ma efektow interferencyjnych).
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Przypatrzmy sie blizej wprowadzonemu sredniowaniu:

<0> = Z;;j<:¢j| Olg¢ > =qu Tr(ﬁ“"O)

J= j=1

=1
Tr[[z 7] ﬁ(j) O — Tr(f) 0)
j=1

b = Z n pY Z njl¢' > <4l : macierz gestosci dla stanéw
=1 =1
mieszanych

Stan reprezentowany przez macierz gestosci, gdzie zarowno
sredniowanie kwantowo — mechaniczne jak i Sredniowanie po
zespole s3 uwzglednione nosi nazwe stanu mieszanego.

Stan czysty jest szczegolnym przypadkiem dlaktorego 5 = 6jj,-
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Interpretacja wzoru: p = Z"J p 0 = Z nilg > <¢l

j=1 j=1

Postulat Faz Przypadkowych

|4’ >: ortonormalny zbior dopuszczalnych

stanow uktadu <¢'l ¢' > = b
(niezalezny od czasu)

|y >: stan calosci

ly>= ) lca>|¢" > gdzie |ci> = <¢"|y>
n=1

\

Reprezentuje stan otoczenia; na ogot

zalezy od czasu
© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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df <'7”|0U|'7”> Ejj'{lecj"} {¢j|oul¢jl>

Wtedy <<OQy>> =
<yly> Y, <chlc, >

Postulat faz przypadkowych

W laboratorium mierzymy wielkosci usrednione po czasie:

Z <cylc,> = <y |y > od czasunie zalezy (bo jestnhorma,

n
a ruch jest transformacja unitarna)

czasie)

Zaktadajac chaos na poziomie molekularnym mozemy zatozy¢,
ze wszystkie efekty interferencyjne pomiedzy stanami Sredniujg

sie do zera

t— oo

---------- — 2
tzn. Z<cjlcj->—> <cjlcj-> - ijl
i’ i [
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Stad

w <¥|Ouly> I <G|cp> <¢'|Oy|s >

<<Qy>> =

<yly> Y. <ChlCh>

t->00 ZJ’ ijlz <¢j‘ou‘¢’j>
' T 1b, I2

1b; 12
Zatem ——— =
Snlb, 1?2
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Wlasnosci macierzy gestosci

p = Z:;J-I.;t-j > -cc,bjl . operator hermitowskKi
j=1

r A'I' P
P =P lub Pmn = Pnm

Jesli p,n nie jest diagonalne wtedy zawsze mozna
zdiagonalizowac¢ : wartosci wlasne beda prawdopodobienstwami

po= Dowli><jl: pli>=wlji> > w=1w,z20
=1 j=1

Trg)= > wj =1
j=1
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Przyktad:

np. w kierunku x i

Rozwazmy foton poruszajacy sie wzdtdz osi z. Foton moze mie¢ dwie polaryzacje
w Kierunku vy:

|1 > = (;) : stan zpolaryzacja w kierunku x

0 : :
|2 > = (1] : stan z polaryzacja w kierunku y

dowolny stanczysty: [¢> = a|¢1> +b|¢y> = (E)

gdzie <4|4> = @, b*)(::] = |af? + bl =1

W szczegolnosci: stan o polaryzacji pod katem o do osi OX

> = X | cos (a)[;) + sin(a}(g)]

Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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i 1 . 0
16> =(Z] |y > = “PX[COS(G’)(O) + S|n(a»)(1]]

A _ 6> <] = [a] @, b*) = [aa* ab*]
plqﬁ'} ¢ ‘;b - b ’ — a*b bb*

. _[ cos? (¢) sin (¢) 005(¢)]
¥ | sin (#)cos(¢)  sin®(¢)

Stany czyste:

00]

polaryzacja x (a=1, b=0): Pixs = (1 0]; polaryzacjay (a=0, b=1): Ply> = (0 1

00

16
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. _[ cos*(g)
7% | sin @) cos @

polaryzacja 45° -

polaryzacja 135° :

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna

sin (¢) cos (¢))
sin® ()

1
n 12
Plas> = |,
>
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50% pol.x + 50% pol.y: p =

1
Pa5> + — P35> =

1
50% pol.45° + 50% pol.135°: 5 = Py

(rozne stany mieszane moga dawac te same macierze gestosci)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Problem: przypusémy, ze mamy macierz p,y = <énlp | >

jak w oparciu o znajomos¢ p,, rozpoznac czy stan
jest czysty czy mieszany

- stan czysty -|

F

p = |Yy><y|

pl=ly> <yly> <yl = ly><yl=p

p . operator rzutowy

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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— stan mieszany -

f} = Zujlgﬂj > {qﬁ'jl

i=1

f)2= Z I}jf}kl@i > {t;ﬁll @k > <qbk| = Zuizh;bi > <t?5]| ¥ f)
k=1 j=1

~A 2 ~
p- =pr gdy nj = djj,

Rownowazne warunki :
Tr(p%)=Tr(p) (52)@ﬁ=(ﬁ)(yﬁ
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Przykiady:

P 145> = P 145>

1 1 =0
P =— Puss + — Py3ss = 2 .| - stan mieszany
2 2 0 -
2
,
2 |7 .
P =( 1]#9
o 1
4
1l 21
n 2 2.
Pus> = |, . . stan czysty
2 2
2

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna

21



Rownanie ruchu dla p

p = Zr}jlqbl > < |

j

0 j TN 0 j J1E
ih—Il¢ > =HIl¢ > —ih—<¢'l = <¢'IH
ot ot
_dp A . . .
ih— = [H, p]: réwnanie Von Neumana (lub Heisenbergowskie
ot

rownanie ruchu dla macierzy gestosci)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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3A n
in— = [A, 7]
ot

Dla standw stacjonarnych:

a i) K A A A K
— =0 = [H, pl=0 = p =pH
ot
= p jest diagonalne w reprezentacji, ktora diagonalizuje
Hamiltonian

= pln> = p(Ey) In>
= n = p(En) = P(En)

23
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P(E,In > <nl oraz definiujgc entropie

jako S=-kgTr(p Inp) | = —kg ZP(EH) In P(E,)
n

mozemy odtworzy¢ wszystkie rozklady korzystajac z zasad
wariacyjnych (patrz np. poprzedni wykiad)

© Lech Longa Termodynamika i Fizyka Statystyczna
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Granica klasyczna rozktadow kwantowych
—szKic wyprowadzenia (-scistaanaliza jest troche
skomplikowana -)

| Tw. macierz gestosci w reprezentacji potozeniowej

h-0
P {x) £ 4{)(}‘2 JBH‘{K}l’* = Py Xy = P({X}),_

gdzie P (X) jest klasyczng funkcjq rozktadu wycatkowang
po pedach:

ny'ny!...ny,! 43p,
P(x) = Z" —= []—I f p]exp[—ﬁ

]

2
p.
E — V(X))
j 2mi

25
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Jak liczyc€

df 1 —BH| o
Pix}{x} = <{X}‘Z e” ‘{X}>

korzystamy z bosonowych (fermionowych) funkcji falowych dla
czastek swobodnych zamknietych w pudile:

ndn,'...n.' . TK; -1,
.c:{x}uk}}:\/ 2 E -E}-(P)P[l—[[F
N! L3/2
gdzie P: operator permutacji na zbiorze rq, ry, ..., Iy, fzn.

P J
zmieniajacy indeksy przy r. ©(P) = 1 dla bosonéw natomiast
® (P) = 1 dla fermionéw w zaleznosci od parzystosci permutacji

Powyzsze podejscie pozwala w sposéb systematyczny uwzglednié
poprawki kwantowe do sumy statystycznej. Okazuje sie, ze wyrazy
~h znikaja. Pierwsze niezerowe poprawki sa proporcjonalnedo .
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KONIEC
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