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stalogé, wystarezy, azeby wytlumaczyd znaczng czesé tych zjawisk,
Tak wynika ze wzpru (28), dla czastek mastyksu (o' = 1-0067) o $re-
dniey 10~ ¢m, predkosé opadania: u = 35,10~ :gg s
dzief; zdaje sig, 4e przy wwyklym sposobie ohserwowania, w sto-
sunkowo duzych naezyniach, nawet znacznie wigksze predkosei
mogy byé zamaskowane praes nieuniknione prady konwekeyijne,

Zatem drobnemi rozmiarami cxastek mozna juz ttumacuyé, ze ich
opadania nie spostrregamy '), ale daleko wieksze trudnodei nastrecuzs
wytlumaczenie, w jakich 'warunkach cagstki skupiajs sig¢ w wigk-
sze kompleksy (floculation), ktére potem szyhko opadaja; to jest
jednak kwestja, wychodzgea poza obreb pracy niniejszej.

wiee 3 mm na

') Nie twierdsg jednak, adeby fe tray rodzaje staloScei objasnialy wszystkie
zjawiska tego rodzaju. ‘
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XXX. ZUR KINETISCHEN THEORIE DER BROWNSCHEN
MOLEKULARBEWEGUNG UND DER SUSPENSIONEN.

Annalen der Physik, Band 21, 1906; pp. 756—780.

(Bearbeitet nach einer am 9. Juli 1906 der Krakauer Akademie der Wissen-
schaften vorgelegten Abhandlung).

§ 1. Die viel umstrittene Frage nach dem Wesen der von dem
Botaniker Robert Brown 1827 entdeckten Bewegungserschei-
uungen, welehe an mikroskopisch kleinen, in Flussigkeiten suspen-
dierten Teilehen aufireten, ist neuerdings durch zwei theoretische Ar-
beiten von Einstein?l) wieder in Anregung gebracht worden. Die
Ergebnisse dersclben stimmen nun vollkommen miteinigen Resultaten
uberein, welche ich vor melireren Jahren in Verfolgung eines ganz
verschiedenen Gedankenganges erhalten hatte, und welche ich seither als
gewichtiges Argument fiir die kinetische Natur dieses Phinomens an-
sehe. Obwohl es mir bisher nicht moglich war, eine experimentelle Pri-
fung der Konsequenzen dieser Anschauungsweise vorzunchmen, was
ich urspriinglich zu tun beabsichtigte, habe ich mich doch entschlos-
sen, jene Uberlegungen nunmehr zu vercffentlichen, da ich damit
zur Klirung der Ansichten tber diesen interessanten Gegenstand
heizutragen hofle, inshesondere da mir meine Methode direkter, ein-
facher und darum vielleicht auch tberzeugender zu sein scheint
als jene Hinsteins.

Dem Mangel ciner direkten experimentellen Verifikation suche
ich teilweise wenigstens durch eine zusammenfassende Ubersicht
der bisher bekannten Versuchsresultate abzubelfen, welche im Ve-
rein mit einer kritischen Aunalyse der verschiedenen Erklirungs-
versuche deutliche Hinweise darauf zu geben scheint, daB das
Brownsche Phinomen in der Tat mit den theoretisch vorauszu-
sehenden Molekularbewegungen identisch ist. Den Schluf hilden
einige Bemerkungen iber ‘die Suspensionen (Pseudolssungen), wel-
che mit diesem Gegenstand im Zusammenhange stehen.

9 A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, p. 549, 1905; 19, p. 871, 1906.
33%
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I

§ 2. Die bisherigen experimentellen Arbeiten 1) tiber die Brow n-
schen Bewegungen geben vor allem AnlaB zu Folgernugen negati-
ver Natur, d. i. indem verschiedene Erklirungsarten ausgeschlossen
werden, welche von vornherein als moglich erscheinen.

Die nachstehenden Tatsachen kaun man wohl als erwiesen be-
trachten:

Die Allgemeinheit des Brownschen Phinomens. - Tine auber-
ordentliche Menge der verschiedenartigsten Substanzen wurde im
pulverisierten Zustande, in Flassigkeiten suspendiert, untersucht
(insbesondere durch Brown, Wiener, Canton i, Gouy) und hei
allen wurden jenc Bewegungen konstatiert, wenn die Teilehen ge-
niigend klein waren. Ganz dasselbe gilt auch von mikroskopisch
kleinen “Tréspfehen und Gashlischen (z B. in den mit Flitssigkeit
erfullten Hohlriiumen gewisser Mineralien). G o uy sagh: ,Le point
le plus important est la généralité du phénomeéne; des milliers de
particules out été examindes ot dans aucun eas on 1a vu une par-
ticule en suspension qui noffrit pas le mouvement habituel...

Die Bewegungsgeschwindigkeit ist desto grober, je kleiner der
Durchmesser s der Teilchen ist. Far > 0004 mm ist die Bewe-
gung kaum wahrnehmbar, wihrend sie an der Grenze der mikro-
skopischen Sichtharkeit auflerordentlich lebhaft ist, Abgesehen von
einigen rohen Angaben Wieners, seheinen ahsolute Messungen
nur von Felix Exner ausgefuhrt worden zu sein, weleher filr
Wasser von der Temp. 23° fand:

*) Die hierbei henutaten Quellen sind in der lvlgenden Literaturzusammen-
stellung enthalten: R. Brown, Pogg. Ann. 14, ). 294, 1828; Cantoni, Nuovo
Cimento 27, p. 156. 1867; Rendic. J. I.omh. 1, p. 56. 1868; 22, p. 152. 1889;
Dancer, Proe. Manch. Noc. 9, p. 82. 1869; Felix Exner, Ann. d. Phys. 2,
p- 848. 1900; Sigmund Esner, Wiener Sitzungsber, 56, p. 116, 1867; (4.
Gouy, Journ. d. Phys. 7, p- 561. 1888; Cowpt. rend. 109, p. 102, 1889; Je-
vous, Proe Manch. Soc. 9, 1. 78, 1869; F. Kolate k, Beibl. 18, . 877. 188%
E\': Maltézus, Compt rend. 121, p. 308, 1895; Apn. de chim. et phys. 1, p.
859. 1894; Meade Bache, Proc. Amer. Phil. Soc. 83, 1894, Chem. News ’71,
P 47, 18955 G. van der Mensbrugghe, Poge. Ann, 188, p. 8324, 186Y;
Muneke, Pogg. Ann. 17, p. 159, 1829; A. F. Nigeli, Miinch. Sitzungsher.
1879. p. 889; G. Quincke, Naturf-Vers. Disseldort 1898, p. 28; Beibl. 28, p.
934. 1898; E. Rashlmanu, Phys. Zeitschr. 4, p. 884, 1903; Regnauld,
Journ. d. pharm. (3) #4, p. 141. 1867; Fr. Sehultze, Pogg. Ann. 129, p. 366.
1866; W. V. Spring, Rec. Trav. Chim. Pays-Bas 19, p. 204 1900; 0. Wie-
ner, Pogg. Amn. 118,.p. 79: 1868. '
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Beztiglich des Einflusses der Substanz finden wir dagegen bei
verschiedenen Beobachtern wiedersprechende Angaben. Gouy und
dhnlich auch Jevons sagen, dall Teilchen von bestimmter Grofie
wenig verschiedene Geschwindigkeiten aufweisen, gleichgiiltiz aus
weleher Substanz sie bestehen und ob sie fest, flissig oder gasfsr-
mig sind, wihrend z B. Cantoni behauptet, dab auch die chemi-
sche Natur der Substanz von EinfluB ist (Ag soll sich rascher be-
wegen als I'e, Pt rascher als P) und dergl.) Hierbei mag vielleicht
der Umstand mitspielen, daB sich verschiedene Substanzen nicht
gleich gut pulverisieren lassen. Jedenfalls scheint der EinfluB der
Substanz der Teilchen wenig augenfillig zu sein

Unbestritten existiert jedoch eine deutliche Abhéngigkeit von der
Art des flissigen Mediums, und zwar von dessen Zihigkeit: die Be-
wegungen sind am lebhaftesten in Wasser und I'lussigkeiten von
groBer Fluiditit, geringer in zihen Flissigkeiten und ganz ver-
schwindend in sirupartigen wie Ol, Glyzerin, Schwefelsiure. Sie
werden jedoch deutlich sichtbar, wenn das Glyzerin bis auf 500 er-
wirmt wird (S. Exner), wobei dessen Zihigkeit sehr abnimmt.
Cantoni behauptet, dag Alkohol, Benzin und Ather weniger aktiv
sind als Wasser. withrend nach Muncke gerade Alkohol am wirk-
samsten sein soll.

§ 3. Im Zusammenhang mit der Allgemeinheit dieser Frchei-
nung ist deven zeilliche Unveriinderlichkeit. Fust alle Beobachter be-
tonen diesen Umstand; solange die Teilchen in der Flussigkeit
schweben, dauert die Bewegung unverindert fort, nur bei denen
hiort sie auf, welche sich am Boden oder an den Winden des Ge-
fiBles festgesetut haben. Aus letzterem Grunde kann man leichter
lingere Zeit die Bewegung soleher Teilehen verfolgen, welehe un-
gefihr gleiche Dichte haben wie die umgebende Flussigkeit (Mastix,

. Gummigutt), als schwerer Substanzen, welche sich rasch absetzen,

und auf demselben Grunde beruht (Maltézos, Gouy, Spring)
die scheinbare Storung der Bewegung durch Zusats von Salalssung
(Jevons), welehe hekanutlich die Sedimentation der Teilchen
bewirkt. .
Cantoni beohachtete ein zwischen Deckgliisehen in Paraffin
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eingebettetes Priiparat wilhrend eines ganzen Jabres, ohne ein Nach-
lassen der Bewegung konstatieren zu kénnen 1),

§ 4. Sehr charakteristisch ist die Unabhéiingigkeit dieser Phiino-
mene von diferen Umstinden. Die verschiedenartigsten Agention
erwiesen sich als vollstindig einfluflos, Man wag die [lussigkeit
mit einem Deckglischen bedecken, um die Verdampfung zu ver-
hindern (Wicner, Cantoni, Gouy, Exner u a), oder sie in
einem Bade von gleichmiBiger Temperatur (G ou y) oder an einem
erschiitterungsfreien Orte (Exmner, Gouy) aufstellen; man kann
sie. woehenlang im Duukeln aufbewabren (Meade Bach &), stun-
denlang kochen (Maltézas), man kann die Wirmestrahlen aus dem
cinfallenden Lichte ansschalten, dessen Farbe #ndern oder dessen
Intensitit im Verhiltais von 1000 : 1 vermindern (Gouy) — alles
dies ist ohne Rinflub. |

Nur insofern bringt iuteusive Beleuchtung eine Veriinderung
hervor, als sic mit der Zeit die Temperatur der Plussiglkeit erhht,
womit eine Hrhihung der Beweglichkeit verbunden ist (Exner), ins-
besondere bei sehr zihen Flussigkeiten, bei denen die Zﬁhig';keit
wit der Erwirmung stark shuimmt. F. Exner hat in einem Falle
(fir Wasser) eine Vermehrung von » == 0-00032 em/sek bei 200
auf 0:00051 bei 71° konstatiert.

§ 5. Hinsichtlich der Erklirung der Bro wn schen Bewegung
folgt vor allem aus § 1 die Unhaltbarkeit jener Thevrieen, welche
eine duffere Energiequelle annehmen, so inshesondere aueh jener
Vermutung, welehe sich suerst aufdréingt: da man es hier mit
Ko.nvektionsstrﬁmen 7t tun habe, welche durch Temperaturungleich-
heiten verursacht werden. Die Unzuliissigkeit dieser letzteren Er-
klirung folgt auch ‘auBerdem aus einfachen Erwiigungen anderer
Art. So mifiten die Bewegungen in Wasser bei der Temperatur 4°
ganz anfhdren, withrend sie in Wirklichkeit bis zum Eispunkt in
w?nig verminderter Stirke andauern (Meade Baceh e). Die Ver-
minderung der Dicke der Flussigkeitssehicht bis anf cinen gerin-
genﬁ Brlcllehtegﬂ eines Millimeters durch Auflegen cines Deckglases
wifte die Beweglichkeit ungemein vermi v i i
Spur zeigt. Eineg Uherschlagsrechnuugmz:ig:m?dag Oi‘xr)m:ii::;}x)n l}iﬁ:‘

)

!} Zusatz von Gelatine hindert die Bewegungen, was auf deven Zghigkeit
(Wubanstru‘ktur, B.iif.s chli) beiuhen diirfte. Ahnlich (Einfluf von Schaumwiin-
den etc.) diirften sich einige analoge Beobachtungen Quinekes erkliiren.

icm
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ein Tewmperaturgefille von der Gréfenordnung 1000000 auf 1 em
erforderlich wire, um Konvektionsstrome von der heobachteten Ge-
schwindigkeit zu erzeugen. Gewil treten in Gefillen von gréfleren
Dimensionen auch solehe Strome auf, aber die durch dieselben her-
vorgerufenen. einer groBeren Anzahl von Teilchen gemeinsamen
Bewegungen sind von den unregelmiiffigen, zitternden Brow nschen
Bewegungen ganz verschieden,

Es sei noch bemerkt, dall die maximale. in der Umgebung eines
kugelfirmigen, vollkommen sehwarzen, der direkten Sonnenstrahlung
ausgesetzten Teilchens aufiretenden Temperaturdifferenzen einen
Bruchteil des Koeffizienten eajk == 1y,,° (unter der Annahme: Strah-
lungsintensitit ¢ = 1/y,, Radius a == 10"* em, \Virmeleitungsfihig-
keit k== 10"3 (Wasser)) hetragen. Dies geniigh wohl, im Verein mit
dem vorher Gesagten, wm die Unmiglichkeit der Regnauldsehen
Erklirang auf Grund des Entstehens von Konvektionsstromen in der
Umgebung eines jeden Teilchens infulge Absorption der Strahlung
an seiner Oberfliiche darzuatun.

Die Unabhingigkeit des Brownschen Phinomens von der Be-
leuchtungsintensitit spricht auch gegen Kolateks und Quinekes
Theorieen, welehe in demselben ein Analogon zu den Radiometer-
bewegungen, bez, zu den vorschiedenen von Quineke untersuchten
Erscheinungen periodischer Kapillarbewegungen erblicken.  Uber-
haupt scheint es sehwer verstindlich, vie eine kontinuierliche Be-
strablung jene von Quincke angenommenen periodischen Aus-
breitungen der wirmeren iber die kilteren Ilussigkeitsschichten
an der Oberfliche jener Teilehen hervorrufen soll, und wie zwi-
schen dem nur in gewissen [llen anftretenden aullergewdhnlichen
Phiinomen der periodischen Kapillarbewegungen (Olin Seifenlosung,
Alkohol in Salzlssung wid dergl) und den so allgemeinen, von der
Teilecheusubstanz unabliingigen Brownsehen Bewegungen ein iu-
nerer Zusammenhung bestehen soll. Es ist ja sehr wahrseheinlich,
dab eine gentgend starke Bestrahlung Bewegungen hervorrafen
kann, doch witren diese etwas von den Brownsehen Bewegungen
ganz Verschiedenes.

§ 6. Hs verbleiben also nur dic Theorieen, welche innere Energie-
quellen anunehmen. Von vornherein missen wir die Hypothesen von
der Existenz von gegenseitigen AbstoBungskriften (Meade Bache)
und von elektrischen Kréften ihnlicher Art (Jevons, Raehl
mann) zariickweisen, da diese nur. eine gewisse Gruppierung der
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Teilchén, aber nicht eine fortwihrende Bewegung derselben he-
wirken kénnten und inshesondere da deren Wesen ein neues Riitsel
darstellen wiirde.

Auch die Ansicht, daB wir es hier mit Erscheinungen kapillarer
Energie zu tun haben, ist unhaltbar. Maltézos nimmtan, daf ge-
ringe Verunreinignugen die Grundursache sind, welche das kapil-
lare Gleichgewicht stéren, wihrend Menshrugghe auf das Bei-
spiel des auf Wasser tanzenden Stickes Kampfer hinweist. Aber
unerkltirlich wire in diesem Falle der Umstand, dab absichtliche
Verunreinigungen chne Einfluf} sind, dall anch vollkommen unlés-
liche Substanzen (Diamant, Graphit) sich bewegen und vor allem,
daB die Bewegungen nicht mit der Zeit aufhtren, wenn alles sich
ansgeglichen hat. Die mikroskopisch kleinen, mit Mineralien ein-
geschlossenen Gasblischen miissen doch wohl den kapillaren Gleich-
gewichtszustand erreicht haben und trotzdem bewegen sie sich,

1L

§ 7. Wir gehen also zu den kinetischen Theorieen iber, welche
die innere Wirmeenergie als das eigentliche Agens ansehen, Wenn
man die Brownsche Bewegung unter dem Mikroskop beobachtet,
erhalt man unmittelbar den Eindruek, dab so die Bewegungen der
Flussigkeitsmolekile aussehen missen. Fs ist das keine schwin-
gende Bewegung und auch keine fortsehreitende, sondern ein Zit-
tern oder, wie Glouy sagt: ein Wimmeln (fourmillement); die
Teilchen heschreiben unregelmubige Zickzackbewegungen, als ob
sie infolge der wuftilligen ZusammenstsBe mit den Flussigkeitsmo-
lekitlen angetrieben wurden, und trotz ihrer fieberhaften Bewegung
riccken sie nur langsam von der Stelle.

Dies Phéinomen wurde auch tatsichlich von zahlreichen For-
schern (Wiener, Cantoni, Renard, Boussinesq, Gouy)
von diesem Standpunkt aus erklirt. Dabei sind noch zwei Arten
der Interpretation. moglich, Wiener und Gouy nehmen an, dad
innerhalb eines Bereiches von der Grofenordnung 18 die inneren
Bewegungen der Flussigkeit gleichgerichtet sind und. daf diese
durch die Teilchen angezeigt werden, wogogen wieder-Maltézos
einwendete, daf gar kein Grund vorliege, um im Beveiche von 1 3
einen Parallelismus der Bewegung anzduehwen, und . dah diese Hy-
pothese mit der Unabhingigkeit. der. Bewegungen in grafieren Ent-

icm
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fernungen nicht vereinbar ist. Auf diese Ausfithrungen werden wir
im weiteren Verlaufe noch zuriickkommen, einstweilen aber werden wir
die einfachste Art der kinetischen Interpretation dieser Erschei-
nung niher untersuchen, der zufolge die Bro wnsche Bewegung
das unmittelbare Resultat der den Teilchen seitens der Flissigkeits-
molekiile erteilten Bewegungsantriebe ist.

Diese Erklirungsweise hat Nageli durch den Hinweis auf die
Kleinheit der durch einen solchen Zusammenstoll erzeugten Ge-
schwindigkeit zu widerlegen geglaubt. So wiirde ein Wassermolekiil
einem Teilehen vom Durchmesser 10™4 em (und der Dichte 1)
durch einen ZusammenstoB eine Geschwindigkeit vou blof 3.1078
mm/sek erteilen, welehe weit unter der Grofenordnung der Brown-
schen Bewegung liegt. In Wirklichkeit kombinieren sich die auf-
einanderfolgenden Bewegungsantriebe, aber N&geli meint, dab
sich dieselben im Mittel aufheben miissen, da sie in allen Richtun-
gen des Raumes wirken, und daf das Endresultat nicht merklich
grofler sein konne.

§ 8. Dies ist derselbe Denkfehler, wic wenn ein Hazardspieler
glaubte, daf er nie eine groBere Summe verlieren konne, als der
Kinsatz fiir einen einzelnen Wurf betriigt. Verfolgen wir diese
Analogie noch weiter. Unter Annahme gleicher Wahrscheinlichkeit
fir Gewinu und Verlust, erhalten wir fiir dic Wahrscheinlichkeit,
daf innerhalb von n Wiirfen m giinstige, #—m ungiinstige auftreten
(also einer Summe 2m—un), die Zahl:

: n!

P ml(n—m)l
Die mittlere, positive oder negative Abweichung vom Werte Null
Detrigt: ”'v Wy 2 m—n nfn
R "

meg

was fr grofie » thergeht in:

@ ve

Die durch einen geraden StoB einem Teilchen M von einem
Molektil m erteilte Geschwindigkeit C'==m¢/M wird also wirklich
sehr gering sein und die mittlere in die Richtung X fallende Kom-
punente ist noch ein DBruchteil davon; bedenks man aber, dafl die
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Kugel M in Luft 1028, in Wasser 1020 solche Zusammenstéfe pro

Sekunde erleidet, welche sich ‘in Bezug auf die Bewegung in X

grofitenteils aufheben, aber doch moch gemiB (2) einen positiven
oder negativen (Tberschuf von 10% oder 10'° aufweisen, so kommt
man zum Schlusse, daf jenes Teilehen M in einer Sekunde eine
Geschwindigkeit von 10 oder 108 ein/sek (in der Richtung der -+ X
oder — X) erhalten wiirde,

§ 9. Diese Rechuung zeigt den Fehler in Nugelis Argumenta-
tion, aber die Anwendung des numerischen Endresultates ist eben-
falls unrichtig. In unserem Falle ndmlich wird: a) der Mittelwert der
durch einen Stof verursachten Geschwindigkeitsanderung nicht kon-
stant sein, sondern von dem Werte von C abhiingen, b) die Wahr-
scheinlichkeit positiver und negativer Anderungen ist nicht gleich,
sondern die positiven Zuwiichse werden um so unwahrschemheher
je . grofer C ist.

Diese Umstiinde miissen einer unbegrenzten Vermehrung von '€
entgegenwirken, und das Endresultat, welches sich auf Grund be-
kannter Sitze der kinetischen’ Gastheorie voraussehen lafi, ist: daB
die mittlere kinetische Energie der Teilehen M und der Molekile m
sich ausgleichen miissen. Dies bildet nach den Sitzen von Maxwell
und Boltzmann die Bedingung fir den stationtiren Zustand und
dasselbe erhellt auch daraus, daB die Teilchen M als Molekiile einer
im Medium aufgelésten, sehr vielatomigen Substanz aufgefat wer-
den kgnnen, also die einem Gase von gleicher Temperatur entspre-
chende kinetische Energie 1) hesitzen missen. Die mittlere Geschwin-
digkeit C erhalten wir somit aus der bekannten Glasformel

®) o=o|/3,

welche fir ein Teilechen M der erwithnten Art cine Geschwindig-
keit =04 cm/sek ergibt.

Wie ist uun diese Zahl mit den direkten Messungen in Ein-
klang zu bringen, welche ¢ =3.10=4 cm ergeben haben? Dieser
Widerspruch, welcher auch von F. Exner bemerkt worden ist,
seheint auf den ersten Blick einen entscheidenden Einwand gegen

die kinetische Theorie zu bilden. Und doch ist die Erklarung sehr
einfach. . . ‘

.4 Vgl aueh G Jiger, Ann. d Phys. 11, pi 1071, 1904,

icm
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Jene Geschwindigkeit ist in Anbetracht der erforderlicheii "Mi-
kroskopvergrofierung so grofl, daB sich das Teilchen gar nicht di-
rekt mit dem Auge verfolgen lassen wirde. Das, was wir sehen,
ist nur die mittlere Lage eines mit jener Geschwindigkeit sich be-
wegenden, aber 101¢ bis 10* ma] pro Sekunde seine Bewegungs-
richtung #ndernden Teilchens. Sein Schwerpunkt wird einen unge-
mein komplizierten, zickzackfsrmigen Weg beschreiben, dessen ge-
radlinige Teilstrecken von viel kleinerer GroBenordnung sind als
die Dimensionen des Teilehens selbst, und nur insofern als die
geometrische Summe dieser Strecken im Laufe der Zeit eine ge-
wisse merkliche Grsfe erlangt, hemerken wir eine Verschiebung
desselben.

AuBlerdem muf noeh ein zweiter Umstand in Betracht gezogen
werden, obwohl er von geringerer Bedeutung ist, daf nsmlich die
direkt beobachtete Bewegung nur die Projektion einer im Raunie
vor sich gehenden Bewegung ist, daB also die-direkten Messungs-
resultate mit einem Faktor zu multiplizieren sind, welcher sich
mittels leichter Rechnung zu 4/ ergibt.

L

§ 10. Um die theoretische Analyse weiter fihren zu knnen,
wissen wir dem Bewegungsmechanigmus eine zur mathematischen
Behandlung geeignete, vereinfachte Form geben. Nun wird sich die
Beweguugsrichtung des Teilchens M fortwihrend @ndern, und in
dieser Beziehung gibt es keine Einschrinkung, wibrend der Abso-
lutwert der Geschwindigkeit immer um den oben herechneten Mit-
telwert (3) schwanken und sich von ihm selten weit entfernen
wird. Man kann also die Orifle der Geschwindigkeit ¢ als kon-
stant, aber deren Ricliung als verdmderlich annehmen.

Nun folgt aus den Gesetzen des Stolies clastischer Kugeln, daf
die durch einen beliebigen Stoll erzeugte, zur Bewegungarichtung
von M senkrechte Geschwindigkeitskomponente im Mittel $ m e/Al
betriigt, dab also ein jeder Stof die Buwegungbrwhtuug durch-
sehnittlich nm den (sehr kleinen) Winkel

3me 3C
@ $=4iM0 T4
andert.
" Ts besteht hier exn gewisser CGregensatz zwischen der normalen
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Bewegung eines Gasmolekiils und dem hier betrachteten Falle ei-
ner im Vergleich zu den umgebenden Molekilen grofien Masse M,
denn wihrend dort meist die (allerdings nicht genau richtige) An-
nahme gemacht wird, dafl nach einem Stofie alle Bewegungsrichtun-
gen gleich wahrscheinlich sind, tritt hier eine auflergewdhnliche
Tendenz zur Erhaltung der urspriinglichen Bewegungsrichtung (per-
sistence of motion)?) auf.

Nun sind zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem das Ver-
haltnis des Radius des Teilchens M zu der mittleren Weglange der
umgebenden Molekiile R/A klein oder groff ist. Wir wenden uns
zuerst zur Untersuchung des Falles eines kleinen R/}, in welchem
man die Reaktion der Kugel M auf die Bewegung der umgeben-
den Molekiile vernachlissigen kann. Dann sind die einzelnen Zu-
sammenstofe voneinander vollkommen unabhingige Ereignisse, also
wird die durch einen jeden derselben bewirkte Anderung der Be-
wegungsrichtung mit gleicher Wahrscheinlichkeit in irgend einer
durch die momentane Bewegungsrichtung gelegten Ebene stattfinden.

§ 11. Mogen die Punkte P,, P,, F,... in der Figur die Orte
bezeichnen, in welchen der Mittelpunkt der von O ausgehenden
Kugel M sich befand, als sie
die sukzessiven Sttfe erfuhr,
jedesmal ihre Bewegungsrich-
tung um den Winkel & 4ndernd.
Wir nehmen die Langen OP,=
=PF,P,=P, P,=... als gleich
an und nennen sie ,die wirkli-
che mittlere Weglinge 1 des
Teilechens M*. Die Aufgabe, wel-
che wir uns stellen, besteht da-
rin, das mittlere Quadrat der
Lontfernumg () P,, welche wir
mit A bezeichnen werden, als
Funktion der Linge I, des Win-
kels ¢ und der Anzabl n der Teilstrecken zu finden. Behufs Defi-
nition der in Betracht kommenden Richtungen beschreiben wir eine
Einbeitskugel und ziehen aus deren Mittelpunkt Gerade, parallel
zu OP, PyP .., weleche dic Kugel in den Punkten ¢, Q..

% J. H. Jeans, Phil. Mag. 8. p. 670. 1904 M. v. Smoluchowski,
Bull. Acad. de Cracovie p. 212, 1906,

¥
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durchstofien. :Die Winkel X 0Q,, X 0, ... ete. bezeichnen wir
mit g, o, %... die zwischen den Ebenen -X 0°Q, und’ ¢:0-¢;,
X0OQ; und ¢ 00,... eingeschlossenen Winkel mit ¢,, g,... Daun
bestehen die Relationen:

oS o, == €08 &,_; COS ¢} sin o, { sini & cos g,
und analog, in Bezug auf die Achsen Y, Z:

cos B, == cos B,—, cos e 4 sin B, sine cos b,

COS Y, == GOS8 Y, 4 CO8 & - sin ¥,y 8in € COS ¥,

Wenn wir die Gerade (0@, auf der Mantelfliche des mit dem
Winkel ¢ um die Gerade 0@, ; als Achse beschriebenen Kegels
verschieben um ihr alle gleich wahrscheinlichen Lagen zu erteilen,
so zeigt sich daB d o, =d {, = dy,. da sich die Winkel ¢, 0,, ¥,
nur um Konpstanten unterscheiden.

In dieser Weise ecrhalten wir die Mittelwerte fir cos o, cos B,
cos v,, gemil der Gleichung:

(5) . 9n cos %, dg, = eos %,_, CoSs &

Kehren wir nun zu unserer Anfgabe zuriick. Die Definition von
A ergibt:

"f{[cos oy - cos oy ... cos a2 4
6) leos By -+ cos By ... cos B,]2 -
+ [cos 7o 4 cos 1, —|~ ... e08 7.)% doy do, ... do,

Das Integral dividiert durch (2w, welches eine n-malige, suk-
zessive Integration nach den dgp,, do,.;...dp,, dp, innerhalb der
Grenzen 0 und 2w hedeutet, mége mit J, hezeichnet werden. Dann
erhalten wir durch Abtrenuung von eosa,, cos 8, cosy, von den
Klammerausdriicken und durch Auwendung von (b):

2 Cose

Jo=J, 4+ 1 +(Z - 1/\[(‘05 gy + . COS 0,y ] COS 0,y |-
- |cos g 4 ... co8 Bay] COS By o Ay dipy.

Das Integral der rechten Seite dividiert durch (2w}, welches
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wir mit C,_, bezeichnen werden, kann durch sukzessive Integra-
tion entwickelt werden:

oy =1-cose C,,,
woraus folgt:

1 -—cos"e
m Jo=J,y + 14 2cose T oo

und schlieBlieh;

o 14cose , 1-—2cose — cos?e - 2eos"te
&) g TOmE T Feus oot b Rons
1 — cose (1 — cose)

Setzen wir cose =1 — 3, so nimmt dies die Iform an:

2n o (1 — 82— (1—a)te
9 J, = 5 Al —n— 22 R TR

$ 12, Nun sind folgende Falle zu unterscheiden:

Wenn » zwar eine grofle Zahl ist. aber su, dal #5 nnch im-
mer klein bleibt, so erhilt man angenihert:
am Jy=mn? also A=nl.

Somit ist in diesem Falle A gleich der Linge des Zickuackwe-
ges OPF,...P,; die Krummung des Weges kommt soweit gar
nieht in Betracht; er kann als geradlinig angesehen werden

2. Wenn die Anzahl » der Teilstrecken wichst, so kommt noch
ein Korrektionsglied dazu:
11y ’A:m(J —fg),
das eine Verkiiraung des Weges infolge seiner Krimmung bedeutet.

3. Wenu # sich der Einheit nihert, so ist dies nicht mehr an-
wendbar. und man muf'anf die komplizierte Formel (9) zuriickgreifen,

4. Falls aber n5 so grof ist, da n5 eine hthere Grofenordnung
als die Eioheit besitzt — eine Bedingung, die in allen uns interes-
sierenden Fillen erfullt ist — so vereinfacht sich das Resultat in
anderer Weise, infolge von:

i

lim eos® e = lim (1 — 8)" ==1lim ™" = 0,
némlich 1):

(12) A ,l/z_;

1) Geenau genommen, ist die hier. berechnete GrsBe nicht der mittlere Weg,
sondern die Quadratwurzel ans dem mitlleren Wegquadrate. Sie sollte daher
eigentlich noch mit dem Zahlenfaktor y2x/s;1'085 [vgl. 1. ¢. Formel (31) und
(32)] multipliziert werden; den wir aber hier’ offenbar vernachlissigen konnen.
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Dann wird also die Entfernung nicht im Verhiltnis der Anzahl
der Teilstrecken wachsen, sondern im Verhdltnis von deren Qua-
dratwurzel. In einer anderen Arbeit!) habe ich gezeigt. dafl ein
ihnliches Resultat fir den von einem Gasmolekiil nach einer grofe-
ren Anzahl von zufilligen Zusammenstsfien mit umgebenden Mo-
lekilen gleicher Art zuriickgelegten Weg besteht, und daB es als
Grundlage fiir eine direkte Entwickelung der Diffusionstheorie be-
nutzt werden kann. In der Tat besteht ein innerer Zusammenhang
zwischen der Formel (12) und der dort p. 210 abgeleiteten Formel
A=2)2v (wo A die mittlere freie Weglénge, v die Anzahl der Teil-
strecken bedeutet). Denn wenn wir die Bedingung v& =1 als MaB
einer solchen Weglidnge ansehen, welche niecht mehr als geradlinig
betrachtet werden kann und deren Krimmung auffillie wird, das
heillt, wenn wir uns vorstellen, dali durchschnittlich fur je v=1/
Zusammenstofle eine vollstindige Richtungsinderung eintritt, so er-
halten wir tatstichlich das hier abgeleitete Resultat (12), wenn wir
jene Formel auf einen aus »3 geradlinigen Teilstrecken von der
Linge 1/ zusammengesetzen Weg anwenden. Die Entfernung /&
kimnen wir die scheinbare freie Weglinge nennen.

In diese Formel (12) substituiren wir nun:

g? me\: 9 o
(18 b= = (M (‘:) TsamM

woraus folgt:

(14) A=§E Mn

3 m

Bei Anwendung auf den binnen einer Sekunde zurtickgelegten
Weg erhiilt man durch Rinsetzen von:

] & _¢ m
“n nV M
schlieflich die Tndformel:
8 ¢

(15) Ay,

Es sei schon an dieser Stelle die unerwartete Folgerung her-
vorgehoben, daB der von einem Teilchen M zuriickgelegie Weg A

) M. v. Smoluchowski, Bullet. Acad. de Cracovie p. 202, 1906,
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gar nicht von dessen Masse, sondern nur von der Art des Mediums
und- von der Haufigkeit der Stife abhingt. Eine groflere Masse M
hat eine geringere Geschwindigkeit ¢, aher daftr eine griBere
Tendenz zur PErhaltang der Bewegungsrichtung, und diese zwei
Faktoren heben sich gegenseitig anf.

§ 13. Gegen diese Berechnungsweise konnte man einwenden,
daB die hier als konstant vorausgesetzte (eschwindigkeit € iu
Wirklichkeit verdnderlich ist und manchmal auch unter den Wert
mefM sinken mufl, was jedesmal im Gegensatz zu den fritheren
Voraussetzungen mit ciner vollstindigen Richtungsiinderung -ver-
bunden sein milite. Aber offenhar kiinnte dies die Gréfienordnung
des Resultates nur dann heeinflussen, falls dieses Ereignis tfters in-
nerhalb der 1/2 Stifie cintreten wmde welehe einer geradlinigen
Bewegung cntsprechen. Man heweist aber leicht, mittels Uberlegun-
gen, welche denen des § 8 analog sind, oder hesser mi'tsls Benu-
tzung des Maxwellschen Gesehwindigkeits-Verteilungs Gesetzes,
dafi “die Wahrscheinlichkeit jenes Kreignisses so gering ist, daf
dessen Bertcksichtigung keine wesentliche Anderung unseres Resul-
tates hervorrufen konnte.

IV.

wilhnten Falles ther. Wenu die Dimensionen des Teilehens Jf nicht
viel kleiner sind als die mittlere Weglinge der umgebenden Mo-
lekiile, so konnen die Zusammenstifie derselben mit der Kugel M
nicht mehr als ganz zufallig angeschen werden, da die der Kugel
M benachbarten Schichten teilweise au der Bewegung derselben
teilnehmen werden Ihre Bewegung wird plotzlichen Richtungsiin-
derungen der Bewegung von M entgegenwirken, wird also die
Lange von A vergrofiern.

Leider ist die exakte Berechnungsmethode des § 11 in diesem
Falle nicht anwendbar, aber wir kénnen in anderer, weniger exak-
ter, aber sehr einfacher Weise zu Folgerungen iher die Grofe
von A gelangen.

~ Bin imit der - Anfangsgeschwindigkeit ¢ in ein zhes. Medium
geworfenes Teilehen. M wird eine. solche Verzogerung. erfahren,
dafi die Geschwindigkeitskomponente in der urspriinglichen Rich-
tung gemii der Formel '

§ 14. Gehen wir nun zur Erwigung des zweiten im § 10 er-
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(16) V= Q¢ *
abnehmen wird, wo t das Verhiltnis der Masse M zu dem Wider-
standskoeffizienten S bedeutet:

M

¢b) T=Cg

Zufolge dem in § 9 Gesagten behilt das Teilchen jedoch seine
kinetische Energie, falls die Grofe von (! der Formel (3) entsprieht;
das Teilehen erhilt dann gleichzeitiz zur urspringlichen Richtung
senkrechte Komponenten derart, daB seine resultierende Gteschwin-
digkeit unverandert bleibt!). Als Mal des Zeitraumes, wihrend
dessen’ die Bewegung geradlinig vor sich geht, kann man somit
die Relaxationszeit © ansehen, und die L#inge ©C== M(/S wird das
Maf fur die Lange des geradlinigen Weges sein.

Man kann also die Bewegung von M der Bewegung eines Gas-
molekiils gleichsetzen, welches, eine (scheinbare) mittlere freie Weg-
lainge X == Ct besitzend, sich infolge seiner unregelmifigen Bewe-
guongen aus seiner Anfangslage entfernt. Fir den von einem solchen
Molektl innerhalb einer Sekunde zurickgelegten Weg gilt aber die
im §12 zitierte Formel A=)\V.fr; aus welcher folgt:

— 2 | /2m
(18) A=(]V2‘c=0l/—§—.__c‘/_§,

Die Berechnung ist offenbar nur -angenthert, denn wir haben
hier Ct anstatt von Ct(l — ¢~%) gesetzt, dafiir aber die am Knde
der Zeit © erlangte seitliche Verschiehung und ebenso auch die
dabei noch bestehende Geschwindigkeitspersistenz (vgl § 10 Anm.)
nicht berticksichtigt, aber die GroBenordnung des Resultates wird
dadurch nicht beeinfluft.

§ 16. ‘Zur Probe wenden wir diese Formel auf den frither be-
rechneten Fall an. Dann kann firr den Widerstand S wegen der
Kleinheit des Teilehens nicht die Stokessche Formel benutst
werden, sondern man mufl denselben -direkt ermitteln, Seine Griifle
ergibt sich aus der Anzahl der. ZusammenstoBe?):
(19) n=NR*nc

%) Dies scheint der liblichen Auffassung -eihes widerstehenden Mittels zu

widersprechen; hei Korpern, welche zu derartigen makroskopisechen Versuchen
dienen, sind jedoch d].e Reslg‘es(.hwmdagkelten 'C w0 klem, daﬁ sich jene ihrig-

bleibenden B gen nicht konstatieren lassen. .
% Vgl z. B, L Boltzmann, Gastheorie 1. p. 65,
b, Smoluchowski |. Bk

[ 4
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und aus der durchschuittlich durch jeden derselben bewirkten An.
derung der Geschwindigkeit ¢, welche nach bekannten Methoden
sich zu 2m C/3 M herechnet. Hieraus folgt: i

g 2m 2 -
(20) S= ~3fl{fzpc =g mn

und

. : : »3-.
(1) . | A=c¢ V;l-.
" Das so erhaltene Resultat stimmt tatstichlich mit (15) uberein,
nur der numerische Faktor st kleiner, was nach dem frither Ge-
sagten erklirlich ist. Man kann jedoeh eine vollstandige Uberein-

stimmung mit der. exakten Berechnung erzielen, wenn man - hier als
Dauer der geradlinigen Bewegung und Weglange

' . 4\ - 4\3 MC
2 = =] =] =2
P
annimmt. o :
© § 16, Mit Hilfe' des so verbesserten ‘Resultates:
(23) : a8z )/m
v STE

nehmen wir die im vorhergehenden Abschnitt gostellte Aufgabe
wieder in Angriff. Da wir nun die Dimensionen von Af als grof
im Vergleich zur mittleren Weglinge voraussetzen, so konnen wir
die gewthnliche Stokessche Widerstandaformel anwenden:

(24) : S=6npR, ,
woraus fiir die in'einer Sekunde zuriickgelegte 'Entfer'nung folgt:
@ | A8 E_V;" R

, oYzl ur’
" Dieses Resultat ist mit dem auf vollstindig verschiedenem Wege
“vonEinstein- abgeleiteten %) fast identisch; . der Untersehied be-
steht wieder nur in “deém Zahlenfaktor, welchér bei Binstein i
Verhdltnis [27/64 kleiner ist:‘Binstein berticksichtigt nicht die
Moglichkeit des vorher untersuchten Falles: (d.; h, von Teilchen,

Y Einstoin, L. p. 2659 m, i 5‘2&&»:;@@&;»@1‘&5& % Binsteins. ent-
spricht unserem A4/ Vs ehenso. RIIN, == me¥8;. % und .Praind. die- hier: it wB
bezeichneten GrisBen. Laadt CoTas

o

B
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welche klein sind im Verhsltnis zu 1), aber seine Formel (ID) (L
e. p. 318):

A=o ?_gi,
welche unserer GHleichung (18) entspricht, kann auch diesem Falle
angepalt werden, wenn man far S den in § 15 berechneten Aus-
druck (19) einfuhrt, was' offenbar ein zu (15) analoges Resultat
ergibt.

" Ohne in eine Diskussion der von Einstein befolgten, sehr
sinnreichen Methoden einzugehen, mochte ich doch bemerken, daB
sie auf Uberlegungen indirekter Art1) beruhen, welche nicht immer
ganz Uberzeugend erscheinen. Jedenfalls ist die Ubereinstimmung
mit den bier auseinandergesetzten Methoden, welche einen direkten
Einblick in den Mechanismus dieser Vorgtinge gewshren, ein fir
beide Untersuchungen sehr erfreuliches Resultat. Der Unterschied
in dem numerischen Faktor erklart “sich aus der Einfuhrang ver-
schiedener vereinfachender Voraussetzungen (z. B. konstantes ()
und spielt in den Anwendungen natiirlich gar keine Rolle.

V..

§ 17. Geehen wir nun zn den Anwendungen dér Gleichungen
(16) und (26) tber. Als einfachste Voraussetzung nehmen wir an,
daB das Medium gasformig ist. In diesemIalle geht die fur ein
groBes AR glltige Formel (15) infolge (19} ther in: .

P o
26) - : A= o) C
0 o '3V191‘*I/ ¥’
withrend fiir den Fall eines kleinen A/R die Formel (25) anzuwen-
den ist, welche mit Ritcksicht auf die Relation p==%c Nm/3 auch

in der Form geschrieben werden kann:

SRR R /e I3
1) | Af'ayg;;l/ua;v* 5V E
wo ¢ den I)urbhmesser eines Molekuls # bedeutet,

') Zum Beispial Uhertragung der Geesstze iles osmotischen Druckes auf
jene 'T'eilchen und Berechnung ihrer Diffusionsgeschwindigkeit oder die Anwen~
dung des Boltzmannschén;Satzes (iber die: statigtische Verteilung der Zu-
stiinde von Systemen, welche Potentialkriiften unterworfen sind) auf den. von
sinem Toilchen M erfahrenen Reibungswidexstand. . .- . '

34>
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. Wenn man fiir Luft von normaler Dichte und Temperatur die

Werte einsetat:’ :
N=4.10, ¢ = 48000,

so erhilt man:

B =310+,

A=14.10"" em.

In einem gasformigen Medium mufl also wirklich eine Moleku-
larbewegung in der Art des Brow nschen Phinomens anftreten, und
zwar mit merklich gréferer Geschwindigkeit als die in Flussig-
keiten beobachtete Bewegung. Trotzdem dtirfte es hier schwieriger
sein, diese Erscheinung von den durch zufillige Strimungen und
durch die Schwerkraft bewirkten Bewegungen zu trennen. In dem
eben angefiihrten Falle wiirde die Geschwindigkeit des Niedersin-
kens gemifl der Stokesschen Formel '

(28) = _g_p’_g(i‘___fﬁ

¢ :
fir p'=1 den Wert %==0003 cm/sek haben, das ist dreimal so
viel als jene Zahl. Da jedoch das Verhéltnis dieser Grofen von
der 21/, Potenz des Radins abhiingt, wird schon fir wenig kleinere
Teilchen die Bewegung des Niedersinkens durch die Brow nsche
verdeckt werden. :

Es dringt sich die Frage auf, ob diese Erscheinungen in Gasen
noch nicht beobachtet worden sind. Tatséichlich finden sich in der
Literatur Bemerkungen, welche in dieser Weige interpretiert wer-
den konnen. Bodaszewskil) beschreibt die tanzenden Bewe-
gungen, welche Teilehen vou Rauch, Salmiak, Siuredimpfen ete.
unter dem Mikroskope aufweisen, indem er sie mit den Browan-
schen Bewegungen vergleicht und als Molekularhewegungen auf-
fafit; und shnliche Beobachtungen sind auch Yon Lehmann %) an-
g‘estellt worden. Wahrscheinlich handelt es sich wirklich um das
hier untersuchte P@anomen, aber um dies vollstindig zn erweisen,
sind offenbar nech \genauere Experimantaluntersuchungen nétig.

Es muBten dann aueh die Folgerungen, welche sich aus unserer
Qleichung betreffs der Abhingigkeit dieser Erscheinung von der
Glasdichte ergeben, verifiziert werden. Die Gleichung (25), welche

lers Journ. 239. p. 325. 1882, T ’
% 0. Lehmann, Molekalarphysik: 2. p.'5. Sy T g g

%) Bodaszewski, Kosmos 7. p. 177. 1882; Beibl. 8. p.488. 1883; Ding-
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innerhalb’ geringer Verdunnungsgrenzen giltig bleibt, verlangt die
Unsbhiingigkeit dieser Bewegung von der Gasdichte. Bei grofieren
Verdtinnungen kommt jedoch Gleichung (26) zur Anwendung, wel-
che eine zur Wurzel aus der Verdiinnung proportionale Vergrife-
rung der Rewegung ergibt, so daB die Geschwindigkeit bei ei-
wem Drucke von 1 mm schon 002 cm/sek betrigt. Gleichzeitig
whchst aber in noeh htherem Grade die Geschwindigkeit des Nie-
dersinkens, welche bei htheren Drucken konstant ist. Denn fur ein
kleines R/A wird die Stokessche Formel (28) ungiltig, und an
deren Stelle muf die aus (19) folgende Formel:
@9) U= 2Re'g
pe

verwendet werden, welche fir 1 mm Druck eine Geschwindigkeit
von 12 em/sek ergibt?). Bei Verwendung von kleineren Teilchen
jedoch (z. B. R==10z% cm) sollte sich jenes Stadium, welchem die
Gleichungen (15) und (26) entsprechen, unschwer studieren lassen.

§ 18. In Flussigkeiten ist die mittlere Wegliinge. ) der Mole-
ktle so klein, daB die unmittelbare Beobachtung von Teilchen, de-
ren Dimensionen noch kleiner wiren, nicht mtglich ist; dort kommt
also nur die Gleichung (25) in Betracht. Natirlich kann man da-
selbst nur eine angendherte Anwendbarkeit derselben erwarten, da
unsere Rechnung nebst anderen Vereinfachungen einige Annahmen
vorsussetzt, deren Berechtigung fur Flussigkeiten weniger evident
ist als fur Gase, namentlich «) daB die Kapillarkrifte keine Rolle
spielen B) daB die Teilchen M als absolut starre Kugeln auvfgefalt
worden ktvnen. Das Ergebnis ist jedoch besser, als im Hinblick
auf diese Umstinde und auf die Ungenauigkeit der experimentellen
Angaben zu erwarten ist. Setzt man die aunf Wasser von 20° und
auf eine Kugel vom Durchmesser 1074 cm beztiglichen Werte ein,
go erhilt man A == 1-8.10"* cm/sek; aber mit dieser Zahl lassen
sich die Messungsergebnisse nicht unmittelbar vergleichen, denn die
letzteren miussen in erheblichem Grade von der Geschicklichkeit
abhngen, mit welcher der Beobachter die Aushiegungen des von M
zurbickgelegten Weges zu verfolgen vermag. Stellen wir uns = B.
vor, daB auf photographischem Wege zwei kinematoskopische Auf-
nahmen hergestellt wurden, die eine mit Intervallen von je 1 Sek.,

1) Dies erklirt die Raschheit, mit welcher in 'verdtinnten Gasen Staubteil-
chen zu Boden sinken.
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die andere von 1/, Sek. Dann folgt aus § 14, dah die mittlere
Summre der an der zweiten gemessenen Distanzen im Verhiltnis
von Ji0 grofer sein wird, als die Sekundenwege, welche je zehn
Zickzacke abschneiden. Vielleicht ist dies auch der Grund, warum
F. Exner bei Benatzung einer vollkommeneren Mefimethode grofere
Zahlen‘als’ Wiéner erhalten hat. Iech vermute, daB das soeben an-
gefithrte Beispiel die Gienauigkeitsgrenze der Ex n erschen Methode
charakterisiert und da# man seine Zahlen (mit Rucksicht auf §9
dureh = J/10/4 dividieren miisse, um den mittleren Sekundenweg
zu erhalten. Der daraus resultierende Wert fillt nake mit dem hier
theoretiseh berechueten zusammen, so daB within der als Hauptein-
wand gegen die kinetische Theorie angefiibrte Widerspruch zwi-
schen deruGr(Sﬁenordnung des theoretischen und experimentellen
Effektes einem entschieden fiir jene Theorie sprechenden’ Argument
Platz macht, s :

Mit bekannten Tatsachen (vgl 8§ 2-4) stimiren auch die nach-
stehenden, aus (25) sich ergebenden Folgerungen tberein: ’
1. Die Unabhingigkeit der Bewegung von der Masse der Teil-

?hen M, welche in unseren Gleichungen gar nicht aufivitt. HWs ist
in der Tat eine tberraschende Erscheinung, dafi die verscixiedeu-
sten Substanzen, Gasblischen und Teilchen schwerer Metalle, Be-
wegungen derselben GriBenordnung ausfthren. :

. 2. Die Zunahme der Gteschwindigkeit mit Abnahme der Dimen-
sionen der Teilchen M. Gemiif der Theorie sollte sie der Quadrat-
wurze] des Durchmessers wmgekehrt proportional sein, wihrend
Exners Zahlen einer kleineren, Wieners einer htihe;en Potenz
entsprechen. Offenbar kann man da schon aus dem Grunde keine
bfasser'e ﬁbereinstimmung exwarten, da ja bei so kleinen Korpern
die w?rkhchen Dimensionen mit denen ihrer mikroskopischen Bil-
der nicht identisch sind (worauf auch Bxner hinweist).

. 3. Die Zunahme der Geschwindigkeit mit Temperaturerhshung.
Soobeﬁnfle11 sich die von F. Exner fur die Temperatur 710 und
3}(:““1:5:;;??% qZuhlen im Verhiltois 16, wﬁhrend die obige Glei-

) 4. ].)ie Kleinheit der Bewegung in zéhen Flﬁssigkeiten (vgl. § 2).
Eine elr!gehende Veriﬁzierung der Theorie wtrde natirlich noeh
‘susfihrlichere und genaners ‘Messurigen erfordern, aber, soweit un-
sere gegenwiirtigen Kenntnisse reichen, sind wir wohf berechtigt,
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das Brownsche Phinomen als vinen augenscheinlichen Beweis un-
serer molekular-kinetischen Hypothesen anzusehen.

g 19. Es bleiben noch gewisse Einzelheiten unserer Theorie zn
tberlegen. So haben wir im § 7 eine "andere kinetische Interpre-
tation dieser Erscheinung erwihnt, derzufolge die Teilechen M nur
als Anzeichen von inneren, innerhalb von mikroskopisch kleinen
Gebieten parallel gerichteten Fliigsigkeitsbewegungen aufzufassen
wiven, Trotz der scheinbaren Verschiedenheit stimmt diese Erkld-
rung im Grunde mit der vorhergehenden tiberein, wenn sie in eine
prézisere Form gebracht wird Denn was soll man unter der Be-
wegung der Flissigkeit innerhalb eines gewissen Elementes ver-
stehen? Die Bewegungen -der Molekile innerhalb desselben gehen
in allen moglichen Richtungen des Raumes (mit Greschwindigkeiten
von der Grofenordnung 5 . 104 em/sek) vor sich; aber es gibt” einen
bestimmt definierten Begriff: die Bewegung des Massenmittelpunktes
des Elementes, und nach dieser kann man die'Bewegung desselben
beurteilen ’). Nun liBt sich leicht nachweisen, ‘daB die zufélligen
Bewegungen einer beliehigen Anzahl von Molekiilen so vor sich
gehen, daB die kinetische Energie ihres Sehwerpunktes gleich ist
der mittleren kinetischen Energie eines einzelnen Molekills. Der
Sehwerpunkt jenes Flussigkeitselementes wird sich also mit dersel-
ben Geschwindigkeit -bewegen, als ob dasselbe ein selbstindiges
Molektll wére, d. i. mit der in '§ 9 berechneten Geschwindigkeit.
Dab man .diese Bewegung nicht unmittelbar wahrnimmt, beruht
wieder darauf, da ihre Richtung sich fortwihrend andert; da die-
selbe durch jeden Zusammenstoll mit fremden, von auben kommen-
den Molekilen beeinfluft wird. Die gegenseitigen ZusammenstoBe
der inneren Molektile sind dagegen nattirlich ohne Eioflub. Somit
orhilt der Schwerpunkt gerade eine derartige Bewegung, wie oben
auseinandergesetzt wurde, Diese Bowegung wirde eine dauernde
sein, falls die Molektile jenes Elementes durch ein kiinstliches Mittel,
z. B eine Kapillarkraft zusammengehalten wirden; wenn es sich
aber um dje Bewegung eines Elementes einer homogenen Flissig-
keit handelt, so mub man berticksichtigen, dab jene Molekile in-
folge Diffusion sich in das umgebende Medium zerstreuen werden,
wodureh jene Definition gegenstandslos wird, Es ist nicht leicht,
eine strenge, in diesem allgemeinen Falle anwendbare Definition

) Vgl z B. L. Boltzmann, Gastheorie 1. p. 133,
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zu. geben; fiir unseren Zweck reicht es jedoch hin, provisorisch zu
bemerken, daf wir den Sehwerpunkt ‘nicht auf gewisse, ein fr
allemal gegebene Molekiile beziehen, .sondern auf jene Molekiile; wel-
che sich augenblicklich inuerhalb einer gewissen kugelférmigen,
vom. Sehwerpunkt any béschriebenen Fldehe befinden. Auf einen:so
definierten Punkt lassen sich alle oben gemachten Uberlegiingen
ibertragen. Der -Vorteil dieser Betrachtungsweise besteht darin,
daf sie die Aufmerksamkeit auf die innerhalb der Flussigkeit er-
tolgenden Bewegungen lenkt, dagegen ist die Erklirung der §§ 7--
18 insofern vorzuziehen, als sie einfacher und den aktuellen Ver-
hultnissen besser angepaflt ist. Der Einwand von Maltézos klrt
gich dahin anf, da der Parallelismus der Bewegung innerhalb klei-
ner- Giebiete nur ‘scheinbar ist, «als eine Folge der statistischen Beob-
achtungsweise. ‘ ' fes

§ 20. Wenn man die kinetische Theorie - des . Brownschen
Phéinomens annimmt, brancht man sich natlirlich um die Energie-
quelle nicht zu ktimmern, da die durch innere Reibung zerstreute
Energie eben aus dem inneren Wirmeinhalt der Fluissigkeit stamms,
Gouy bemerkt aber, dab hier ein Widerspruch mit dem zweiten
Hauptsatz der mechanischen Wirmetheorie bestehen wtirde, falls
man den mechanischen Effekt jener Bewegung der einzelnen Teil-
chen sammeln konute. In der Tat ist dies eine der vielen Arten,
wie man -Arbeit aus Wirme gewinnen konnte, falls unsere expe-
rimentellen Hilfsmittel gentigend fein wiren, aber sie bietet insofern
ein grofleres Interesse; als sie nicht so vollkommen undurchfihrbar
erscheint, als das Abfangen einzelner Molekille dureh einen M ax-
wellschen Dimon.

’

VL

§ 21. Das Resultat des vorhergehenden Abschnittes kann dahin
zusammengefaBt werden, dal Teilchen, welche in einem fldssigen
oder gastérmigen Medium schweben, sich so verhalten, als ob sie
selbstdindige Gasmolekile von normaler kinetischer Energie, aber von
verhiltnismiig . ungemein kleiner freier Weglinge (nimlich gemi
(21) 2= §4 MC/S) wiren; Aus. dieser Analogie folgt auch, daB sol-
che- Teilchen, eben infolge der Brown.schen Baw}@gq‘ui durch dag
Medinm hindnrehdiffundieren mitssen, und fir den Diftusionskoefi
zienten erhalten wir gemsB der Gleichung D = Cx/31) den Wert:

1) Vgl. M. v. 8moluchowski, Bull. Aead, de Cragovie p. 211, *1906,
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was in unserem Kalle 10— betriigt.

Tatsiichlich hat schon 8. Exner eine Diffusion von Mastix-
emulsion durch reines' Wasser hindurch beobachtet, welche aunch
in ‘dem Falle auftritt, wo diese Flussigkeiten ~durch Filtrierpapier
getrennt waren, : )

Man kann hier anch den Begriff des osmotischen Druckes ein-
fihren (welehen Einstein in seiner ersten Abhandlung als Aus-
gangspunkt benutzt) und daraus weiter auf die Existenz einer
Dampfdruckerniedrigung schliefen. Hin jedes hinreichend feine
Pulver muf schon infolge der Kleinheit der Teilchen hygroskopisch
sein; in Suspensionen mitssen die Exscheinungen der Gefrierpunkits-
erniedrigung ete. aunftreten und dergl. Dies alles wird wegen
der Kleinheit der Effekte geringe praktische Bedentung haben, aber
interessant ist die Tatsache, daB die Theorie in dieser Beziehung
einen wesentlichen Untefschied zwischen Lisungen und Suspensio-
nen nicht anerkennt. '

§ 22. Im Zusammenhang mit dieser Erscheinung steht auch die
Frage nach der Ursache der sogenannten Stabilitat der Suspensio-
nen. Auf Grund der Theorie kann man eine Stabilitat in zweifa-
chem Sinne des Wortes erwarten. Erstens missen sich die Teil-
chen M im siationéiren Zustand unter EinfluB der Schwere infolge
der Brow nschen Bewegung ganz so verteilen, wie es die gewshn-
liche stmospharische Druckformel angibt,. d. h. ibre Anzahl N in
der Hohe 2 wird betragen (vgl Einstein p. 376):

N= N,e™,
wo
4R (o' —0)g _ 46 8 (o —

(81) “=-g T o 1-68. 1017 B8 (p’ — p).

In der Tat finden wir bei verschiedenen Autoren, mehr oder mip-
der deutlich formuliert, die Ansicht anegesprochen, daB die Stabi-
litdt im Zusammenhang wit den Brownschen Bewegungen steht.
Diese Formel heweist jedoch, daB eine dauernde Stabilitst, welche
man eine ,wirkliche* nennen kann (falls die Teilchen nicht beim
AnstoBen an der Wand hafien bleiben), bei mikroskopisch sichtba-
ren Teilchen wegen der Grofe des Koeffizienten  nurin Ausnah-
mefillen merklich sein konnte und erst bei viel kleineren Teilchen
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(z. B. bei Metallkolloiden R = 10-% ¢m) eine wiehtigere Rolle spie-
len kénnte. .

Ebenso kann, wie ich an anderer Stelle nachgewiesen habe 1),
ein anderer Fakior. welcher wenigstens eine scheinbare Stabilitit
verursachen kounte, nimlich die an der Oberfliche der Teilehen
ausgebreitete elektrische Doppelschicht (Thomson, Hard V), -erst
bei Teilchen unterhalb der GroBenordnung 10~% em sich hervor-
ragend bemerkbar machen,

Vermutlich gentigt jedoch die Flussigkeitszihigkeit, als Ursache
einer gewissen ,scheinbaren Stabilitit, um einen groflen Teil der
beobachteten Erscheinungen zu erkliven. So folgt aus dem Sto-
kesschen Gesefze (28) fur Mastixteilchen (p' = 1'0067) vom Durch-
messer 10~4 em eine Geschwindigkeit des Niedersinkens unter
EinfluB der Schwere 1= 85 . 10-% d. i 3 -mm pro Tag, was bei
den gewdhlichen Beobachtungsmethoden uzweifellos durch die un-
vermeidlichen Konvektionsstrome verdeckt wiirde.

Nach alledem gentigt also die bloBe Kleinheit der Teilchen, um
zu erkliren, warum man ein Niedersinken derselben nicht beob-
achtet?), aber eine weit schwierigere Frage ist die nach dem Me-
chanismus des unter gewissen Bedingungen eintretenden Zusam-
menballens der Teilehen, welches dann deren rasches Niedersinken
veranlaBt; aber eine Erorterang dieser Frage wirde den Rahmen
dieser Arbeit weit tberschreiten. ’

H M v Smoluchowski, Bull. Aecad. de Cracovie p. 182, 1903.
*) Es soll aber nicht hehauptet werden, daf diese drei Arten Stabilitiit eine
erschipfende Erklinmg des gesamten Beobachtungsmaterials geben. -
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XXXIL. PRZYCZYNEK ‘DO' TEORJI RUCHOW CIECZY LEP-
KICH, ZWEASZCZA ZAGADNIEN DWUWYMIAROWYCH.

I. Warunki sYuzgee do okreélenia ruchu.

§ 1. Wiadomo, ze wedlug badan®) Helmholtza, Kao rte-
weéa i Rayleigha réwnania okreslajace t. zw. ,powolny* ruch
utrwalony cieezy lepkich, mianowicie:

p .
5{_"“—PV u
dp o
M Zpvry
p .
E—P‘V w

nie posiadaja wieeej nad jedng calke, zgodn'ad z warunkami b('fla,gllo-
fei i spelniajacs warunek, azeby predkofei wu, v, w pray ieraly
dane wartosei na powierzehni badanego zakresu. Jezeli zat}em‘znf»
leziono rozwia,zanié zadodé czynigce owym warunkom, .wxe‘;ny, ze
jest to jedyne mozliwe rozwigzanie. Chege jednak 18, terpo sta;;;e
dobraé takie zadania matematyezne, kdtére? ‘odpowmdaly y proble-
raktyki, napotykamy pewne trudnosei. ) ]
mn];rlz)edevgslzystkigmyzauwaiyé trzeba, e wspomniane dowody je-
dnoznacznofei nie sg ogdlne, albowiem sg zwigzane z rmlc?st? przy-
jetem zalozeniem, 7e zakres S, mna ktérego powierzchni dane sg

9) Helmholtz Wissensch. Abh. I, p. 223,
Kortewag, Phil. Mag. 16, p. 112 (1883),
Rayleigh. Phil. Mag. 36, p. 364 (1898).
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