XXIX. ZARYS KINETYCZNE] TEORjI RUCHOW BROWNA
1 ROZTWOROW METNYCH.

{Rozprawy Wy dzialu watematyezno-przyrodniczege Akademii Umiejetnodei w Kra-
kowie. T. XLVL Serja A. 1906; str. 257—281),

§ 1. Ruch, polegajacy na dygotaniu i trzesieniu sig, ktéry od-
bywajg drobne, w silnem powigkszeniu jeszeze widzialne czgstki,
znajdujace sie w stanie zawieszenia w cieczach, byly czesto badane
od r. 1827, w kiérym zwrécil na nie uwage botanik Robert Brown
az do dziédpi_a; a jednak zjawisko to nie zostalo Jjeszeze dostateczni;
objaénione. Zadna 2z pomigdzy réznyeh proponowanych teoryj nie
przyjela sie powszechnie. Niepewnodé ta pochodzi ez.ééciowo z nie-
dpkladnoéei danyeh doswiadezalnyeh, gdyz dotychezas ograniczano
sig Przewaiuie do obserwacyj jakosciowyeh; w znaczne] mierze
wyn‘l'ka teZ z réinych nieporozumieni teoretycziyeh i z brakn Scislej
teorji matematycznej. .

) Azeby temu choé czesciowo zaradzid, wypracowalem juz przed
kll‘kll laty teorje kinetyczng, tego zjawiska, ktéra wyd;;vala mi sig
'na_]prawdopodobniejszq,; wynikéw dotychezas nie oglosilem, cheae
Je naprzéd sprawdzié 4eisiejszemi pomiarami (ioéwiadezélnem; Tym-
czasem je‘duak dyskusja nad tym praedmiotem zostala znown otwarta
przez d-vne prace teoretyczne Einsteinat), w ktérych autor oblicza
przesunigeie drobnych czastek, jakie powsta¢ musi wskutek ruchu
molekularnego i wnioskuje ze zgodnodei z obserwacjami ruchéw
Bro. wna o kinetyezuej ich naturze. Odvalazlem we wzorach Ein-
steina ezesé moich wynikéw i ostateczny jego rezultat, choé
ofrzymany zupelnie odmienng metoda, zgadza éig najzupelniej z moim.
Dlatego podaje moje rozumowania, zwlaszoza, e moja metoda wy-

9 Drude Aun. 17, p. 549 (1905), 19, p. 371 (1906),
; : pLole)
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daje mi 'si¢ przejrzystsza i dla tego bardziej przekonywajaca nix
metoda Einsteina, ktéra nie jest wolna od zarzutéw. Zacze z tem
dyskusje innych teoryj oraz materjalu faktycznego. przez dawniej-
szych badaczy nagromadzonego, ktéra, jak sadze, prremawia wy-
ragnie. za kinetyczng . interpretacjs tych zjawisk. W kohcu pracy
podaje kilka uwag co do zwiszanej z tym przedmiotem teorji t. zw.
zawiesin koloidalnych.

I

§ 2. Wyuiki dotychezasowych doswiadezen dajs przedewszyst-
kiem wskazéwki negatywne, wykluczajace rézne sposcby tluma-
ezenia, ktére a priori wydaja sig mozliwe. :

Sadze, ze nastgpujace fakty mozna uwazaé za pewne?):

1) Powszechnodé zjawiska Browna. Ogromna liczba najrézno-
rodniejszych substancyj sproszkowanych zostala zbadana (zwlasscza
pizez Browna, Wienera, Cantoniego, Gouyego); wszystkie
okazywaly owe ruchy. jezeli czastki proszku byly dostatecznie male;
tak samo zachowuja sig mikroskopijnie malte kropelki cieezy. a nawet
banki gazu (np. w wydrageniach w mineralach, napelnionych cieczs).
Gouy powiada: ,Le point le plus impurtant est la généralité du
phénomeéne. Des milliers de particules ont éte examinées et dans
aucun cas on na van une particule en suspension qui woffrit le
mouvement habituel“.

Szybkoé¢ ruchéw jest tem wieksza, im czgstki 83 muiejsze;

%) Prace w telécie wpomniane sy objete nastepujgeem gestawieniem litera-
tury: Brown: Pogg. Amn. 14, p. 294 (1828): Cantoni: Nuovo Cimento 27,
p. 156 (1867), Rendic. J. Lomb. 1, p. 56 {1868), 22 (2) p. 15% (1889); Dancer:
Proe. Manch. . 9, p. 82 {1869); Felix Exner: Drude Ann. 2, p. 843 (1800);
S. Exner: Wien. Sitzgsber. 56, . 116 (1867); Gouy: J. d. Phys. 7, p. b61
(1888); Cowptes Rendus 109, p. 102 (1889 Jevons: Proe. Manch. Soe.' 9,
P 78 (1869); Koladek: Beibl 13, p. 877 {1889:;, Maltézos: Ann. Chim.
Phys. 1. p. 559 {1894); Comptes Rendus 121, p. 303 (1895); Meade Bache:
Proe. Amer. Phil. Soc. 33 (1894), Chem. News 71, p. 47 (1895); Mansbx-ugghel:
Pogg. Ann. 188, .- 328 (1869); Muncke: Pogg. Ann. 17, p. 159 (1829); Nageli:
Miincb. Sitzgsber. 1879, p. 389; Quincke: Naturf. Vers. Diisseldorf 1898, p. 28:
Beibl. 28, p. 934 (1898); Regnaunld: J. d. pharm. (8) 84, p. 141 (1?57)?; Fr.
‘Schultze: Pogg. Ann. 129, p. 366 (1866); Spring: Rec. Trav. C“f‘?‘; Psxs—
Bai 19, p. 204 (1900); Wienor: Pogg. 'Ann. 118, p. 78 (1868~ '" ~
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przy srednicy wigkszej niz 0-004 mm sa one niedostrzegalne. czastki
ledwie jeszeze w mikroskopie widzialne poruszajy si¢ nadzwyczajnie
mm

szybko. Wiener podaje liczby prayblizone » = 0-0005 P dla

sredniey 0-0016 mom, o == 000237 ;;E dla grednicy 00010 (przecietnie).

F. Exner na podstawie nieco ulepszonej metody mierzenia podaje
v ==0:0027, 0:0033, 0:0088 “=* dla érednicy 0-0013, 00009, 00004 mm
(w temperaturze 23°). Sprzeczue sy wyniki réznyeh badaezy co do
wplywu substancji czgstek. G ouy (podobnie tez Je vons) twierdz,
e czastki jednakowej wielkodei poruszaja sie z malo rézniacemi sig
predkosciami, bez wzgledu na rodzaj substancji i bez wagledw
na to, ezy cialo jest stale, eiekle czy gazowe. Cantoni utrzymuje,
ze chemiczna natura ciala wywiera pewien wplyw (A4g szybeej
niz. Fe, Pt niz [V it p.). Zaowazyé trzeba tu jednak, ze oczy-
widcie niektore substancje latwiej zmiazdiyé sie dajs na drobny
proszek niz inne; niewiadomo, o ile Cantoni to #rédlo bledéw
omingl. W kasdym razie wynika ze spostrzeier, Ze natura sub-
stancji tylko podrzedna odgrywa role.

Bezsprzecznié - istnieje jednak wyrazoa zaleznoéé od rodzaju
cieczy; mianowicie ruchy sa najwyrafniejsze w wodzie i w cieezach
o znaeznej ruchliwodel, mniejsze w cieczach bardziej lepkich (Gouy),
a bardzo slabe w tak lepkich jak oliwa, gliceryna, kwas siarkowy.
W wyiszej temperaturze (5(°), gdy lepkoéé gliceryny azmniejsza
sig, ruchy takze staja sie wyrainiejsze (F. Exner). Cantoni
twierdzi, e alkohol, benzyna i eter mniej ss czynne od wody,
podezas gdy 1 \’Iuncke przeciwnie w alkoholu w1§\ksza, znajduje
ruchliwosé cagstek.

§ 3. W zwiazku z powszechnodeis zjawiska jest jego niezmien-
n0sé w czasie. Prawie wszysey badacze na to zwracaja uwage, e
ruch trwa ‘bez smniejszenia, dopSki czastki unoszg sie w cieezy;
tylko czs,stkl ktére osiadly na dnie lub na Scianach, zwykle prze-

stajg sie poruszué. Z tej ostatrue] przyezyny latwiej sledzié praez

dluzszy czas.ruch cagstek o gestodel prawie rowngj gestodei cieczy
(mastyks gumiguta) niz materjaléw cigzkieh, szybko sig osadzaja-
éyeh. Pozorie- tistawanie rackn’ wakutel~ dodatku soli (Jevons)
tumaczy sig skupmmem i osa.dzamem 319 ‘cugstek spowodowa"
Jak wisdomo, przez. t&kmg d@ i (
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Cantoni, obserwujae preparat zamknigty miedzy szkietkami pod
parafing, nie zauwazyl zadnej zmiany w ciggu calego roku ).

§ 4. Nadawyczaj charakterystyczoym rysem jest niezaleznoéé
ruchéw od warunkéw zewnegtrznych. Probowano najrézniejszyeh
czynnikéw bez zadnego skutkn. Tak np. nie wplywa na nie po-
krycie ciecsy szkielkiem. zapobiegajacem parowaniu (Wiener.
Cantoni, Gouy i ioni), nie wplywa umieszezenie o miejsen
spokojnem, bez wstrzgsnien (Exner, Gouy:. w kapieli w jedno-
stajnej temperaturze (G o uy), trzymanie tygodniami w ciemnofei
(Meade Bache), gotowanie cieczy przez godzing (Maltézos), nie
wplywa wykluezenie promieni cieplnych ani wogdle barwa Swiatla.
ani zmiana natezenia jego w stosunku 1:1000 {(Wiener, Gouy).
Jedynie o tyle okazuje sig skutek silnego oswietlenia, e z czasem
podnosi temperature cieczy, a szybkodé ruchéw wzrasta z tempera-
tury, zwlaszcza w cieezach bardzo lepkich (F. Exner)

Feliks Exner zmierzyl w pewnym przypadka (w wodszie)

powigkszenie predkodei z 0-00032 ;—:z w 20° do 000051 gz w T1e,

§ 5. Co do wytlumaczenia tego zjawiska wynika przedewszyst-
kiem z § 4, %e trzeba odrzucié wszelkie teorje przyjmujace ze-
wrietrzne 7rédlo energji, zwlaszeza przypusrezenie nasuwajace sig
ridgamprzéd, ze przyezyna ruchéw sa prady konwekcyjne cieezy.
powodowane przez nieréwnomiernosé temperatury. Ponadto utwier-

. dzajg nas w odrzuceniu ‘tego ostatniego thumaczenia takie proste

rozwazania co do mechanizmu pradéw konwekeyjuych: rueh mu-
sialby w wodzie nstaé zupelnie w temperaturze 4°, -podezas gdy on
w rzeczywistodei trwa az do zera z malo zmniejszong prq&k@ém
(Meade Bache. Nakryeie cieezy szkielkiem i zmniejszenie gra-
bokei warstwy cieczy tym sposobem do drobnej eazgsei milimetra
musiafoby nadzwyoza‘)me zmniejszyé ruchliwosé; dodwiadezenie
jedoak nie wykazuje ani éladu tego zmniejszenia.

Prosty rachunek dowodszi, Ze trzebaby réiniey temperatury rzgdu
100.000¢ w réznych punktach preparatu ndleglych o 1 cm, aieby
w tyeh ‘warmikach wywolaé prad konwekeyjny o predkoscei pdpo-

" wiadajaeej pomiarom § 2-go. \’\ naczyniach wigkszyeh rozmiaréw

1) Dodanic zelatyny wetrzymuje ruchy, co si¢ tumaezy pow19kszenmm lep-
kosci allo raczej moze struktum roztworéw zelatynowyech {Wabenstruktur,
Bhbst,hll) Podobiiie mozna tes wytlumaczyé pewne analngxe.me z]awl@ka oh-
‘serwowane przez Quinckego. ¥
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oczywideie powstang takie prady, ale ruchy regularne, przez nie
wywolane, wspolne wigkszej licsbie cagstek, odréznié sig dajs natych-
miast pod mikroskopem od owyeh nieregularnych poruszeh indywi-
dualnie réznych kazdej ezastki, ktére stanowiy wlasnie ruch Browna.

Zanwazg wreszeie, ze maksymalne réznice temperatury w oto-
czeniu zupelnie czarnej czastki kulistej, wystawionej na bezposrednie

i sloho tamki snélozvnnika % (o = .
promieniowanie slofica, sy wlamkiem spélezynnika - (¢ == promie-

niowanie slonea, a = frednica czgstki, & = przewodnictwo cieplne),

kibry w zalozenin a = 10~ cm,

!
300
To wystarezy, w zwigzku z tem, co przedtem powiedziano, do od-
rzucenia teorji Regnaulda o powstawaniu pradéw w otoczeniu
kazdego cialka wskutek absoreji promieni na jego powierzchni.

Niezaleznosé ruchéw Browna od oswietlenia dowodzi tak
samo nieuzytecznosei hypotez Koladka i Quinckego. Pierwsza
z pich znajduje wytlumaczenie ruchéw w analogji z ruchami radjo-
metru, a druga w analogji z réznemi hardzo ciekawemi perjodycz-
nemi ruchami wloskowatemi, badanemi przez Quinckego. Trudno
jednsk wogdle dopatrzeé sig blizszego podobiefistwa owyeh ruchéw
wloskowatych (periodische  Ausbreitungserseheinungen), wystepuja-
eyeh tylko w pewnych razach.(oliwa w roztworze mydla, alkohol
w roztworze solnym i t. p) jako zjawisko wyjatkowe, z ruchami
Browuna, ktére s3 zjawiskiem regularnem i od substancji ciatek
niezaleznem; trudno takze - zrozumied sposéh, juk i dla ezegy ma
si¢ odbywaé owo perjodyczne rozprzestrzenianie sig cieplejszych
warstw. cieczy . ponad zimniejsze na powierschni cialek, ktére we-
dlug -hypotezy ma powodewad ich ruch. Nie mozna zresszts zaprze-
ezyt, 3¢ -dostatecznie silne odwietlenie mogloby wywola¢ jakies
ruchy termiczne. (2 mose nawet radjometryczue), tylko hbedzie to
co innego anizeli xpeh Browuna.

++§ 6. Pozostaja. zatem tylko teorje przmeque w&wuqtrzue zrodlo
energji. Migdzy niemi trzeba odrzucié hypoteze istnienis.sil odpy-
chajaeyeh migdzy ezgstkami (Meade Bache) np, sil.elekiryeznyeh
(J.evons), poniewas one moglyby tylko wywolaé pevine ugrupo-
wanie. ezgstek, ale nie bezustanny ich ruch a zwlaszcza, pomewaz
Jstmeme takich ‘sit sta.namlaby nows, zagadke,
¢ mamy 't do czynwma % ohjawami sit whosko-
watosol me da. su} réwmez. vzymac_ Maltezos przmen g
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przyezyng ruchu sq drobne zanieczyszeszenia zaklécajgee réwnowage
tyeh sit a podobnie tez rozumuje Mensbrugghe. powolujae
sig na-ruch kamfory po wodzie. Ale jak wytlumaczyé, ze umyslue
zanieczyszezenie cieczy zadnego na ruch nie wywiera wplywa i ze
takze ciala zupelnie nierozpuszezalne (diament, grafit, metale itd.)
ruszajg sig; Ze ruch nie ustaje z czasem. gdy réénice zanieczysa-
czenia wyréwnaly sie? Mikroskopijne baiki gazu w cieczach,
zamknigtych w mineralach, dawno musialy osiagnaé stan réwno-
wagl napieé¢ wloskowatodei, a jednak ruszajs sie.

IL

§ 7. Przechodzimy do teoryj kinetyeznych, ktdre przyjmuja
energje cieplns jako wlaseiwy caynnik zjawiska Sledzac zjawisko
to pod mikroskopem, odnosimy bezpoérednio wrazenie. e podobnie
przedstawiad si¢ musi ruch drobin cieczy. Nie jest to drganie, ani
tez ruch postgpowy. lecz ‘nieustanne trzesienie sig albo, jak Gouy
powiada, mrowieuie sie (fourmillement). Czastki zakreslajg nieregu-
larne zygzaki, wychylajae sig we wszystkich kierunkach, jak gdyby
popychane przez przypadkowe uderzenia niewidzialuyeh molekul;
mimo tego gorgezkowego ruchu tylko powoli oddalaja sie od po-
zyeji poezgtkowej. Istotnie liczni autorowie (Wiener, Cantoni,
Renard, Boussinesq, Gouy) tumaczyli zjawisko jako na-
oczny dowéd naszych teoryj o ruchu czasteczek.

Mozna je wtedy jeszeze w dwojaki sposob mterpretowaé Wiener
i Gouy plzypuszczah e w przestrzeniach rzedh |0-001 min]s ruchy
czgsteczek sg mniej wigcej réwnolegle 1 ze te ruchy sg wskazywane
przez cialka; moze to tez mial na mysli 8. Exner, méwise o ma-
Iyeh prydach (Stromehen), pesuwajacych te- ciatka.~ Do tej teorji
powréeimy pézniej (§ 19); tak samo do zarzutu przeciwko miej
podniesionego (M altézos), #ze hipoteza réwnoleglodel ruchéw
w przestrzeniach [0-001 mm|® nie da sie pogodzié =z ich niezales-

noécw, w imqkszyeh odstqpach

" Obecnie rozwazymy najprostszy sposéb tlumaczenia kinetycznego,
mianowicie ze rnch Browna powstije wskutek praypadkowych
uderzeri drobin cieczy, udzielajaeych cialkom odpowiednich pred-
koéei w eoraz to innych kierunkach.

* Nigelisadsil, ze zbija'te teorje, wykazujae, i predkosé, udzielona
castoe wielkosei 94003 mm wskatek uderzenia 2-inng, ezgsteczkiy moie
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wynosié tytko 2.10*“2:—?_ coby sig pod mikroskopem weale spa-

strzec nie dalo, a dalej twierdzge, ze przeciei uderzenia dzialajgce
ue wszystkich stron przeciginie muszg sig znosié, ‘

§ 8. Jest to taki sam blad rozumowania, jak gdyby czlowiek
uprawiajaey gre hazardowng (n. p. rzucanie kostki) sadzil. ze nigdy
wigkszej straty ani tez wigkszego zysku mieé nie bedzie, niz wy-
nosi - stawka na jeden rzut. Wiemy dobrze. ze szezgfcie i nie-
szezgéeie zwykle niezupelnie sig réwnowaia; se im dluzej gra trwa,
tem wigkaza jest przecigtnie suma albo wygrana albo stracona.
Pouczajace jest obliczenie tego przykiadu, w zalozeniu réwnego
prawdopodobienistwa korzystnych i niekorzystnych rzutéw. Rozwa-
ajge wszystkie mozliwe kombinacje, latwo sprawdzié, ze prawdo-
‘podobierstwo otrzymania m korzystnych, » — m niekorzystoych rzu-
tw, to znaczy otrzymania ostatecznej nadwyzki (2 m — nj wynosi:

n!
2ml (n — m)t’

Stad znajdujemy wartosé przecigtnego zboczenia w jedne lub

drugg strone:

n

5 2m—n(n
y=2 Z’V B ,
2 \m

»
m=—g

1
Jjezeli dla uproszezenia liczbe n przyjmiemy za parzysts. Wyrazenie
to mozna przeksataleié przes zastosowanie twierdzenia dwumianowego
w forme dogodniejsza:

n(n
= ==(5)
ktéra dla dusyeh liezb n praechodzi w
, ‘ 2n

‘Prawda zatem, e jedno proste udexzenié cagsteczki m, poru-
szajacej sie z predkoseia ¢, o kule M rozmiaréw 0-003 mm undzieli
7% predkosei nadzwyczaj malej: ‘ o

‘ ) me
c=T

& praecigtna, skladowa w 'kierunku osi:.X hed: i, i yzeZe  Dieco
appiejsza. Zwasywazy jednak, de kula M .gazach, dozna, 1030 _nde-

icm

XXIX. THORJA RUCHOW BROWNA 497

rzen na sekundg a w cieczach nawet 1020 uderzen, ktére przewaznie
sie znioss, ale zawsze jeszcze pozostawis wedlug (27 dodatni lub
ujemny nadmiar blizko 10 lub 101 uderzen, doehodzimy do wniosku,
ze kula 3/ nabralaby prawdopodobne; predkosei rzedu 102 (w po-

wietrzu) lub 104 g’;—}’:‘l (w wodzie) w kierunku X lub w przeciwnym.

§ 9. Rachunek ten dowodzi mylnosei zarzuta Nigeliego, ale
ostateczny wynik lezbowy jest réwniez daleki od prawdy, poniewaz
nie uwzgledniliémy dwéch czyonikéw: a) ze bezwzgledna wartosé
przyrostu lub ubytku predkodei przy uderzeniu jest zalesna od
predkosei C, ktorg kula A/ juz posiada, a powtére b} ze liczba
uderzen wstrzymujgeyeh, ze wzrostem predkofei ¢ musi przewazac
ponad liczhg uderzen prayspieszajycych predkosé ¢ Oba czynniki
przeciwdzialajy nieograniczonemu wzrastaniu predkosei (, a osta-
teczny rezultat, ktéry bezposrednio przewidzie¢ mozna na podstawie
znanych zasad teorji gazéw, jest, Ze praecigtna energja kinetyczna
kuli ¥ (jej érodka masy) wyréwnywad sig musi z energjy kinetycany
czgsteczek m cieczy. Wyréwnanie tej wielkodei, wedlug twierdzen
Maxwella i Boltzmanna, jest bowiem warunkiem charaktery-
styeznym dla véwnowagi cieplnej, co jest hezposrednio zrozumiale,
gdyz eiatka M przedstawiajg jakoby molekuly jakiejs wieloatomowej
substaneji rozpuszezonej w ofrodku, beds sie zatem zachowywaly
jak ezasteczki gazu w odpowiedniej temperaturze.

Przecigtng predkosé C ciala M mozemy zatem obliczy¢ wedlug
zuanego wzoru dla predkodei czasteczek rozmaitych gazéw:

(3) C=c¢ l/%},

om
sek
kuli i wynosi 2 R = 0001 mm, a jej gestosé 1. Jak pogodzi¢ ten wy-
nik z pomiarami doswiadezalnemi, ktére daly rezultat C— 3.10-* :;?;
Sprzeeznosé te podnidsl F. Exner, uwazajsc ja za powaing prze-
szkode teorji, a zapewne te# jnni badacze dali sig nig odstraszyé
od kinetyeznych hypotez. A jednak wytlémaczenie jest bardzo proste.
Whazak ruchu tak drobnego eialka, odbywajacego sig z predkoseis

04 ZZZ_ nie: potrafilibysmy $ledzi¢ warokiem w mikroskopie 500 razy

z czego sig otrzymuje predkodé 0-4 w zalozenin, e srednica

?

M, Smoluchowski 1. 32


GUEST


498 XXIX, TRORJA RUCHOW BROWNA

powiekszajacym. To, co widzimy, jest érednis pozycjs czastki, popy-
chanej z powyzsza predkodcis, 1020 razy na sekundg, w coraz to innym
kierunku. Srodek masy jej hedzie zakredlal droge dziwacznie zygza-
kowata, skladajacy sie z kawalkéw prostych, bezporéwnania krdt-
szyeh anizeli rozmiary czgstki; tylko wdéwesnas, gdy geometryczna
suma tyeh kawalkow z czasem osigga pewng wartosé, obserwujemy
oddalenie od pozycji poezgtkowej. Druga poprawka, mniejszej wagi,
wynika stad, Ze nie mierzymy ruchu odbywajacego sie w praze-
strzeni. tylko rzut jego na plaszezyzne. Fatwo obliczyéd, Ze rzeczy-

3 .- 4 . ; .
wiste predkosei beds o reey wigksze niz zmierzone.
v

II1.

§ 10. Chese posungé dalej analize, musimy ujaé mechanizm
uderzen w forme, nadajacs sie do badania matematyeznego. Kierunek
ruchu czastki M weigz sig zmienia i pod tym wrzgledem niema
zadnego ograniczenia, podezas gdy bezwzgledna wartodé predkosel ¢
musi wahaé¢ sig kolo Sredniej wartodei z (3) wynikajacej i stosun-
kowo rzadko oddala sig od niej znacznie. Predkod¢ C mozna zatem
w przyblizeniu przyjaé za staly ale kierunek jej bedzie zmienny.

Z praw uderzenia kul sprezystyeh obliczamy, ze predkosé nor-
malna do ruchu €, udzielona kuli M przez kazde uderzenie, wynosi

Lo 3 ome | . . N
rzecigtnie , to znaczy, ze uderzenie powoduje przecigtnie
P Y i % ) d powoduje p ot
zmiang kierunku ruchu o maly kat
) 3 me 3¢
4 gmm oommm o
@ Le= 4

Uderzenia kuli M, o masie bardzo duzej w poréwnaniu z masg
czasteczek ofrodka m., majs zatem charakter odmienny anizeli ude-
rzenia czgsteczek gazu. Podezas gdy w teorji gazéw zwykle prayj-
muje si¢ (choé to niescisle). ze czasteczki po kazdem uderzeniu
obierajy 'z réwnem prawdopodobienstwem jakikolwiek  kieranek
przestrzeni, tutaj przeciwnie wystapi nadzwyeczajna daznodé do utrzy-
mania kierunkn ruchu pierwotnego (persistence) ), poniewaz kagdo-
razowa. smiank w kierunku predkosei jest stosunkowo bardzo mata.

1) Por. Simolucho wski, Rozpr. 46 sir. 138 (1906,

icm
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I"rzy dalszem rozwazaniu musimy rozréznié dwa praypadki, za-
leznie od tego, eczy stosunek promienia kuli r do dlugosei arogi
swobodnej A czasteczek ofrodka Jjest wielkoscia mala czy dusg.

Zajmiemy sie najprzéd plerwszym przypadkiem, gdy stosunek
. ' ) A
Jest rfl&ly, k.tory o tyle jest prostszy, ze wtedy moina zupelnie po-
mingé oddzialywanie ruchu kuli M na rozklad predkosei wiréd
c.zagst'eezek ofrodka, Wéwezas zatem pojedyncze uderzenia stanowis
zjawiska zupelnie niezaleine; beds one powodowaly zboezenie drogi

wedlug (4), 2 skrzywienie drogi moze odbyé si¢ z jednakowem

prawdopodobiefistwem w jakiejkolwiek plaszezyznie przechodzacej
przez kierunek C.

§ 11. Problemat nasz mosemy obecnie ujaé w forme nastgpu-
jacego zadania:

Y

%

)

0 | X

Niech punkty £y, P, P,,... w rycinie preedstawiajs miejsca,
w ktérych $rodek kuli M znajdowal sie w chwilach, gdy ona zostala
potracona przez jakaé cegsteczke m i wskutek tego zmienila kieranek
drogi o kat e. Przyjmujemy, ze dlugodei OPy= P, P, = P, P, =...
sg rdwne sobie i nazywamy je rzeczywists swobodna drogs I ciala M:
wazystkie mozliwe kierunki kazdej drogi, jako tworzgee stoika

32+
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z katem wierzeholkowym ¢, wykreslonym kolo poprzedniego kie-
runku jako osi, uwazamy za réwnie prawdopodobue.

Stawiamy sobie pytanie, jaka jest przecigtoa wartosé kwadratu
odleglogei A? punktu P, od poczatku wspélrzgdnyeh, ktéra otrzy-
mamy, jezeli kolejno punktom P, F,_\,..... Py nadamy wszystkie
mozliwe pologenia.

Dla znalezienia kierunkéw drég po sobie nastgpujscych wy-
kreslmy kulg jednostkows, a z jej frodka O proste réwnolegle

do prostych OP,, Py P, Py Py.... ., przecinajace powierzchnig jej
w punktach @y, @, @5 ....; katy XOQ(,, X0¢,, X0Q,...., ozna-
czymy literami oy, oy, o ...., katy za$ miedzy plaszczyznami

X000, 1 06, X0Q, 1 €,00,.... przez ¢, ¢y. ...
Wynika stad szereg réwnan ksataltu:

COS %, == COS %,_; ¢0s & -}- sin «,_, sin & cos @,.
Postepujac analogieznie wzgledem osi Y, Z, otrzymamy podobnie:

cos §, = cos f,.; cos e |- sin §,_, sine cos ¢,
COSY, == COS ¥, 608 & |- 8in y,_; sin e €08 ¥,

Jezell przesuniemy prosta (@), po obwodzie stozka wykreslonego
kolo 0¢,_; jako osi, zauwazymy, ze katy o,, 4,. x, r6znia sig tylko
o stale wielkosel, ze zatem mieé bedziemy: dg, = dd, = dy,. Zmie-
nidjge tym sposobem kat ¢,. otrzymujemy wezystkie réwnie prawdo-
podobne warto$ei dla e,; Srednia ich wartodé hedzie:

" 1 r
) 5 | cos de, = cos o, _; COB &.
i N
0

Powréémy obecnie do naszego zadania. Z deﬁmq]l wielkodel A7
wyplywa

A= (Zn;)" {[cos o, 4 cos a; ... cos «,]® -} [cos fjo__}_ < cos B2
(6§ et [oos o i cos v, )2} depy dey . L dip

Calke okreélajacs n-krotne calkowanie kolejne wagledem do,...do,
w grapicach 0 i 2%, podzielong przez (2n), oznaczymy przez .J,.
Ocllgczaya,e €08 &, CO8 B,, 008y, od ressty wyrazen, w nawiasach
i zastosownjae. (B), aﬂ'zym,xggmyv Shed el o lUE o o

g
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2 cos ¢
Jo=J+1+ (9—)"“lj leos oy ... cos ,_,] cos 2, , -
+[eos b +-.... cos B,_,] cos it ey doy L dy,
catke z prawej strony podzielons, przez (27)* 1, ktéry nazwiemy C,_
obliezymy znowu zapomoey stopniowego rnzkladama
Ca=1+cosc (.,
co daje wreszcie wynik:

© Jo=J 14 )cuss%—mfx’i

— Cos &

Postepujae takim samym sposohem dalej z catkami J,_,, J,_,....J,.
otrzymujemy rezultat ostateczny:

®)  JyemnlTC08e ) 1—2cose—coste | 2 cost
n -— GOS8 € (1*_(085)2 L

Poniewas € jest katem hardzo malym, wien kladziemy cosg==1—3,
zatem:

(9) _))l_l_‘l'“” u(l - r) w.‘(1 . G)n-\_

22
§ 12. Nalezy teras rozréznié nastgpujace przypadki:
1) Jezeli n jest licaba wprawdzie duza, ale nie tak duza, azehy

tloczyn 78 mogl byé wielkoseis ruedu jednodei, wtedy otrzymamy
przez rozwiniguie wyrazéw (9) przyblizenie J, =2 to Znaczy:

(10) n == nl

a wiee Srednia odleglodé jest réwna dlugodei drogi zygzakowatej
OFF, ... P,. Zatem skrzywienie tej drogi nie wchodzi w rachube,
mozna jg uwazad za prosty

2) Gdy liczba odcinkéw rodnie, wehodzi w rachube poprawka
z powodu wyrazgenia nd:

(1) J, =mn2 (1— ) to znaczy: A, =nl (1 — 7%?).
8) Gdy & zbliza sie do jednosei, przyblizenie to nie wystareza,
trzeba uzyé skomplikowanego wzoru (9)
4) Jezeli wreszeie liczba n jest tak duza, 28 »3 jest znacznie
wigksza od jednodci, co bedzie spelnione we wazystkich pray-
padkach tutaj omawianych, wynik npraszeza sig wskutek zwiazku
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lim (1 — 38 =1lime™=0: J, = 2;; otrzymujemy wtedy wzér

ostateezny ):

%n
(12) A, = ll/ 5 -

Wéwezas zatem odstep nie rosnie w stosunku liczby odeinkdw
sktadowych, lecz w stosnnku jej pierwiastka, podobnie jak to sig dzieje
w analogiczuym przykladzie réwnania (2) i podobnie, jak to udowodni-
liémy w Rozpr. Ak. Um. 46, str. 129 (1906) dla odstepéw osiagnie-
tyeh przez czgsteezki gazu po wigkszej liczhie spotkan przypadko-
wyeh. Rzeczywidcie istnieje zwigzek miedzy obeenym rezultatem
a réwnaniem (32) owej rozprawy, ktére brzmi A} = 2nA%. Mianowicie,
jezeli za warunek, #e droga czgsteczki jui nie moze byé uwazana
za prosty i Ze skrzywienie drogi musi byé uwzglednione, uwazad
bedsiemy zwigzek nd =1, to znaczy, ze mniej wigcej dla n-go ude-

. . 1
rzenia nastgpuje zupelna zmiana kierunku ?) (nz 5 ), wtedy otrzy-
mamy istotnie na moey owego réwnania (32) droge wypadkows,

ztozong z nd niezaleznych odeinkéw, z ktérych kazdy ma dlugosé é ;

.o e 2n . .
Al=2n8 5 =‘—5~l7 identycznie z wzorem (12),
Whprowadzajae tu obecnie wediug (3) i (4) wyrazenie:
. o e 9 [me 9 m
(13) o_l—coseb_v— 5‘7(MC’) =59

otrzymujemy ostateczny wynik:
64 Mn
(14) A—ll/ oy

1) Seisle biorge, A obliczona nie jest rednin drogs, lecz raczej pierwiastkiem

zo éredniego kwadratu, ktéry bedzie przyblizenie w stosunku liczby §8§= 1-085

od tamtej. wigkszy (poréwnaj Smoluchowski Rospr. Akad. Um. 46, str. 138
(1906)). Dla uproszczenia nie wprowadzamy jednak tego czynmkaq ponjewaz
chodzi nam tylke o rzad wielkogei.

9 C‘-zq,stkl M bedy sie zatem zaehowywaly is.k czq,steuzkl gazti 0 drodze BWO:

bodne] 1— _ jg i \/M Wielkosé te. mozna nazwaé pozorna drogs swohpdnga
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Zwazajae, ze dlugoic skladowych odeinkéw I réwnaé slg musi
ilorazowi predkodci C przez liczhe uderzen n, ktorveh kula M

al
w czasie sekundy doznaje, 78 zatem = C_cl/m otrzymamy
naf M

8 ¢
P

Zwrécimy tutej uwage na dosé niespodziewany wynik, ze droga
zakreslona przes cialo M nie zaleiy weale od jego masy, tylko od
rodzaju ofrodka i od czestodel uderzer i. zwigzanej z rozmiarami
clala. Wielka masa bedzie miala mniejsza predkodé ¢, ale za to

wigkszg daznosé do zachowania kierunku swego ruchu 1 te dwa
ezynniki réwnowazs sig zupelnie.

(1) A=

§ 18. Zanim postapimy dalej, rozwazmy jeszeze pewien zarzuf,
ktéry moznaby uezynié zalozeniom tego obliczenia. Preayjelismy, e
ciafo M zachowuje niezmienions predkos¢ ruchu ¢, podezas gdy
w rzeczywistosei predkodé ta wiekiedy wskutek praypadkowyeh
uderzeii hedzie wzrastala, czasem tez moze spai¢ prawie do zera.
Whplyneloby to w znaczniejszym stopniu na nasz wynik tylko wow-

czas, gdyby w przeciagn —i; uderzen, przebytyeh podezas prostolinij-

nego ruchu kuli M, predkodé jej spadla do wartosei zero alho
. T . .

wogodle ponizej i gdyz to hyloby polsezone z zupelns amiany

kierunku ruchu. Mozemy ocenié, jak czesto to moze nastapié, w dwo-
jaki sposdb: albo kmzystajqc z rozwazalh § 8, albu powolujse sie

na prawo Maxwella, v% a‘dv ktére okresla prawdopodobien-
stwo predkosei czqstek M, dzieki ich analogji do ‘predkosci czastek
gazowych. Wedlug pierwszego, a zwlaszeza wedlug drugiego sposobu,
ktéry jest poprawniejszy, latwo przekonamy sie. ze przypadek wy-
mieniony moze zdarzaé sig tylko nadzwyczaj rzadko, tak ze uwagled-
nienie zmian wielkosei C nie powodnje zasadniczej zmiany w na-
szyeh wzorach.

.

Iv.

§ 14. Przejdémy obecnie do rozwazania drugiej ewentualnosei,
ktérg poruszyliémy przy koneu § 10. Jezeli rozmiary cialka M nie
s5 male w poréwnaniu z frednis drogg A czgsteczek oérodka, wtedy


GUEST


504 - XXIX. TEORTA RUCHOW BROWNA

uderzen czastek m o kule M nie.mozna jui uwazaé za wupelnie
przypadkowe, gdyz warstwy orodka otaczajgce cialo M uczestniczyd
beds w pewnym stopniu w jego ruchu. Ruch ten hedzie przeciw-
dziatal naglym zmianom kierunku ruchu ciala M, a matem bedzie
powigkszal droge A. Niestety Scisle obliezenie metody § 11 nie da
sig dostosowaé do tego przypadku, ale mozemy oceni¢ rzad wiel-
koéci A innym sposobem, mniej écistym, ale bardzo prostym.

Cialko M rzucone z predkoscig poczatkows C w osrodek heduzie
tracilo swg predkoé¢ w owym kierunku poezgtkowym wedlug
wzoru:

t

(16) V=_Ce =,
gdzie © przedstawia stosunek masy cialka do spélesynnika oporu

M o . .
doznawanego: t == : 5 Wedlug tego, ¢o powiedziano w § 9, nie traci

ono jeduak swej energji kinetycanej, jezeli (! odpowiada wzorowi (3),
leez nabywa réwnoczesnie odpowiednich predkosei przypadkowyeh,
normalnyeh do kierunku ruchu pierwotnego, tak ze predkosé wy-
padkowa pozostaje przecigtuie niezmieniona. Misrs czasu, podezas
ktérego odbywa sig ruch w kierunku pierwotuym, bedzie czas re-

laksacji 7, a miars drogi w tym kierunku przebytej bedzie diugosé
Y
tC =£u~§(’. Mozemy zatem ruch ecialka M poréwnaé do ruchu cza-

steczki gazu posiadajacej droge swobodug A = Ot i oddalajacej sig
ze swej pozycji pierwotnej po drodze zygzakowatej, zlozonej z od-
cinkéw tej wladnie dlugodei, o kierunkach przypadkowyeh. Dla
odleglodei przecigtnej, osiagnietej przez taks czasteczke w czasis
jednej sekundy, obliczamy zatem, powolujge si¢ znéw na wadr
A= 2n)2 wartosé ‘

(1n) A:nwn:OV%?=cV¥f

Nie bedzie to wynik deisty, albowiem wstawiliémy Cr zamiast
Ct(l—¢™), a za to pomingliémy boczue wychylenie osiagnigte
przy kofieu ezasu © i pozostajacs jeszeze ,persistence? (patrz § 10),
ale co do rzedu wielkodei powinien byé¢ bez zarzutu.

§ 15.. Zrobimy. prébe na proykladzie §§ 10 —13 przedtem roz-
wazonym. Nie mozna uzyé dla S swyklego ‘wzoru Stokesa (28)

&

icm°
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z powodu malych wymiaréw cialka M, leez trzeba opdr obliezye
hezposredniv. Jego wielkosé wynika z rozwasania liezby uderzed 1):

{18) n = R*zeN

1z przecigtnego zinviejszenia predkosei (1 spowodowanej przez kazde
z tych uderzen, ktére obliczone wedlug znanych metod wynosi

2m
A
Stad:
2 2
19) .,:fﬂl,z‘:_—
(19) = R 5 mu,
a zatem:

(20) A:Ifl/‘:%.
n

Rezultat obeenie osiagniety istotnie odpowiada zupelnie wzo-
rowi (15). tylko spélezynnik liczhowy jest mniejszy, co wedlug
tego, co wyzej powiedziano, jest zrozumiale. Mozna jednak owrzy-
maé zgodnosé deisla = owem obliezeniem, jezeli uwaszaé bedziemy
4 M

za, czas trwania ruchu prostolinijnego wielkodé 1= 6P 5 1 za dlu-
27
gosé drég prostolinijuyeh
64 MC
21 A== o e,
1) 2178

§ 16. Na podstawie wzoru (17), zaopatrzonego odpowiednis liez-
hows, poprawks

. ' 8)2 |/m
22) A_gﬁcvﬂ,

zwrécimy sig obeecunie zndw do zadania w § 14-ym poruszonego.
Jezeli rozmiary kuli M s3 duze w poréwnaniu do drogi swobodnej
otaczajyeych ezisteczek, mozemy uzyé do obliczenia oporu zwyklego
wzorn Stokega?)

(23) S = 6muli,

) Patrz np. Boltzmann, Gastheorie I p. 65,
) Pordwn. np. Liamb, Hydrodynamies p. 552 (196); Kirchhoff, Me-
chanik,


GUEST


506 XXIX. TRORJA RUCHOW BROWNA

skad wynika w tym razie droga zakreslona przez cialo M w ezasie
jednej sekundy: )

(24)

Wazér ten jest prawie identyezny z rezultatem wyprowadzouym
zupeinie odmiennemi metodami w pracach Finsteinal), réinica
polega jedynie na spélesynniku liczhowym, ktéry u Kinsteina
. - ) 27
jest mniejszy W stosunku I/m.

Binstein nie uwsglednia weale mozliwosei przedtem omawianej,
t. j. czastek tak malych, ze nie podlegajs wzorowi Stokesa, ale
jego ogdlny wzdr (II w drigiej pracy p. 378) A=¢ I/Q‘;nj Ietéry
odpowiada naszemu réwnaniu (17), mozna takze dostosowaé do tego
przypadku, wprowadzajac dla S nasze wyrazenia (19) obliczone
w § 15; otrzymuje sie wtedy oczywiscie wzér analogiczny do (15).

Nie bede wchodzil na tem miejscu w roztrzasanie bardzo po-
myslowyeh rozmmowan, zapomoes ktérych Einstein doszed! do
swych wzordw, zauwaze jednak, ze obie metody przez niego uzyte
polegaja na wnioskowanin posredniem ?®), ktére nie wydaje sig zu-
pelnie przekonywajascem. W kazdym razie zgodnodé z bezpodrednis
metody tutaj uzyts, ktdra lepiej wyjadnia mechanizm calego zjawiska,
nalezy uwazaé za pozadane potwierdzenie obu sposobéw rachunku.

Drobna réznica w spélezynniku liczbowym nie ma znaczenia;
tlumaezy sig ona upraszezajycemi zalozeniami (np. jednostajnej
predkodei ), a w zastosowaniu moze chodzié nam tylko o rzad
wielkodei.

Y Drude Ann. 17, y. 559; 19, p. 879. Wielkosé A, Einsteina réwna sie
A . . . RT 2 . P
V:B, Jjego spdltezynnik 2 :ZH;—; jego znaki &, P odpowiadajs naszym b, R
?) Np. przeniesienie praw cifnienia osmotycznego na ezgstki M . zawieszone
w cleczy i obliczenie szybkodei, z ktérg one przez ciecz dyfunduja, lub zasto-
sowanie twierdzenia Boltzmanna (o wptywie sil potencjalnych ua statystyczny
uktad systemdw mechanicznychl do sily niepotencialnej, jaka jest opér dozna-
wany przez czastke M w ruchu przez ofrodek, nie jest calkiem wolne od
zarzutow.
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V.

§ 17. Pruejdziemy do zastosowan wzoréw (15) i (24) dla wiel-
kodei wychylenia ciatka M, osiagnigtego wedlug teorji kinetycznej
w przeciagu jednej sekundy. '

Jako najprostsze zslozenie przyjmiemy, ze osrodek jest gazowy.

Wiedy wzér (15) wainy dla dusego 2) przechodzi wskutek (18) w

. 8 1}/¢
26) A== 40
( 3z RI/N’

podezas gdy dla matego ;? mamy wzir (24). ktéry przy uzycin

: e . . .
zwigzku p = 5 woze byé napisany w formie

- 8 V?"h 21'
27 a8/ e bz
0 3V5l/um* (3) I/ B

gdzie o przedstawia srednice czysteczek ofrodka.

Lo 1 .
Podstawiajae np. B = o 107* em, otrzymamy w powietrzu o nor-

malnej gestosei 1 temperaturze 0° (przyjmujge N = 4£.101% ¢ = 48500):
A =14.10"% ¢m.

Teorja kinetycana dowodzi zatem, ze cialka zawieszone w gazach
muszy okazywaé ruch w rodzaju ruechéw Browna, ale jeszeze
znaczuie szybsze anizeli te, ktdre dostrzegamy w cieczach. Zapewne
jednak to zjawisko da sig trudniej wyrésnié od pradéw praypad-
kowych i od ruchu opadania, spowodowanego przes cigskosé, ani-
zeli w cieczach. Predkosé opadania:

2, LA
(28) w2 B9 0
R
wynosilaby w tym razie (przyjmujse gestosé cialek o = 1):
u == 0003 :g', t. j. trzy razy tyle ile owa liczba. Poniewaz jednak
stosunek predkosei zalezy od potegi g rozmiaréw, zatem juz dla

niewiele mniejszych czystek ruch opadania bedzie zupelnie zakryty
przez ruchy Browna.
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Zmalazlem istotnie w literaturze wzmisnki v takich spostrzese-
niach: Bodaszewskil) opisuje ruchy mikroskopijnyeh eczystek
dymu, salmiaku, dymu wydawanego przez kwasy itp., poréwnywajyc
je z ruchami Browna i tlumaczie je jako ruehy drobinowe; - po-
dobne spostrzesenia opisal pidniej Lelimann?.  Prawdopodobunie
chodzi tutaj rzeczywiseie o zjawisko vmawiane, ale wobee braku
deislejszych danyel dodwiadezalnyeli nie moina tej kwestji jeszeze
stanowezo rozstrzygngé.

Z wzoréw uaszych wynikajs wnioski o zalezmodei ruchéw od
gestosel gazu. Wazbr (24), pozostajac wazny w naszym przykladaie
wniej wigeej az do podwdjnego rozvzedzenin, wypowiada nieza-
leznosé owyeh ruchéw w tym zakvesie od gestofei gazu. Pray
dalszem vourzedzaniu jednak wehodwi w gre wzir (26), z ktérego
wynika wxzrost ruchdw, proporcjonalny do pierwiastka z rozrzedzenia,

tak e pod cisnieniem 1 mm rtgei predkosé juz bedeie wynosila 0-03 031,.
Séen

Réwnoczesnie jednak wtedy w unacgnie silniejszym stopniu, bo

proporcjonalnie do rozraedzenia, zaczyna warasta¢ szyblkosé opadania,

ktdra pray wigksze] gestosci jest stala. Dla duzego )I; wzér Stokesa

(28) 1 (28) przestaje bowiem byé wazny; wtedy uzyé trzeba wzoru
wynikajgcego z (19):

2 s
29) u= 200y
pe
o 8
kiéry dla ciduienia 1 mm daje predko$é opadania 1-2 ;’%’} )

Przy uzyeiu mniejszych ezastek. naprayliad czastek ledwie
jeszeze w mikroskopie wyrafnie dostrzegaluyeh (R = 105 cm),
mozna hedzie dledzié bez trudnofei stadjum, ktéremu odpowiadajy
réwnania (15) 1 (26).

§ 18. W cieczach droga swobodna cuusteczel L jest tak mala,
%e besposrednia obserwacja czystek mnicjszyeh od & jest niemozliwa,
zatem tam tylko wzor (24) moie znalesd zastosowanie. W cieczach

) Kosmos 7, p. 177 (1852); Dinglers J. 289, p. 825 (1881); Chem.

Céntrbl 120 p0 209 {1881). E s
%) Molekularphysik II, p. 5. )
* Tlémaesy si¢ teni ‘szybkie opadanis pyléw w gazach zasceznie vozrze-

dzonyeh R R

IXIX. THORJA RUCHOW RROWNA 509

wige mozna a priori oezekiwaé tylko przyblizonego jego sprawdze-
nia eo do rzedu wielkodei, gdyz uie znamy jeszeze kinetyeznego
mechanizmu cieczy =z taks dokladnoseis jak gazéw: bhyloby takze
mozliwe, %e pewne zalogenia. ktére wprowadzilismy oi)récz drob-
niejszych uproszezen, t. j. pragjecie ciala M za kule sztywny 1 po-
minigeie sil wloskowatosel, spowodujy tutaj pewne zmiany. Wynik
okazuje sie jednak lepsaym, niz mozna hylo spodziewaé sig ze
wazglgdn na niedeislodei teoretyezne i na niepewnodé danyeh do-
swiadezalnyeh (zwlaszcza por. punkt 2 posizej). ’
Wstawiajac dane, tyezace sig wody w temperaturze 200 i kuli M
7] -
e ale nie
mozna jeszeze z ty liczba hezposrednio poréwnaé pomiaréw do-
swiadezalnyeh, gdyz ich wynik musi zalezeé w znacznym stopniu
od wprawy, z jaks obserwator sledzié¢ potrafi drobne wygigeia drogi
czgstki M. Wyobrazmy sobie np., e robimy dwa rodzaje fotogra-
fieznyeh zdjeé migawkowyeh. raz jeduo zdjeeie co sekunde, drugi
raz jedno zdjecie en 5 czedd sekundy. % tego, co powiedziano
w§ 121§ 14, wynika ze suma drég zakreslonyeh w drugim przy-
padku hedaie [/ razy wigksza od dlugodei drég sekundowyeh,
tworzaeych skrdeenie miedzy daicsigeioma zygzakami. Moze to tez
jest prayezyna, czemu F. Exner (§ 2), uzywajac metody dosko-
nalszej niz Wiener, otrzymat licaby mniej wigeej 2 razy wigksze.
Praypuszeaam, ze prayklad wlasnie praytoczony charakteryzuje gorna
granicg dokladnosei metody Bxnera i ze liezby jego nalesaloby

J10

i (patrz uwage koncows § 9), azeby otrzymad

o promieniu R :3— 107* em, otrzymujemy A= 18,104 ¢
- 8

podzielié przez T

drogi sekundowe. Witedy istotnie otrzymujemy prawie dokladnie
liezbe obliczony tutaj teoretycznie. Upada zatem gléwny zarzut prze-
ciwko teorji kinetyeznej podnoszony, zamieniajsec sig w argument
przemawiajgey stanowezo za nia. .

Z faktami znanemi zgadzajg sie réwniez nastgpujace wnioski
teoretyczne:

1. Niezaleznosé ruchu od masy cialek M 1 ich substancji, ktéra
w naszych wzorach weale nie wehodzi w rachube. Jest to istotnie
zadziwisjgce, Ze najrozmaitsze substancje, batki gazéw i czastki
cigzkich metali poruszajy sig z predkodciami tego samego rzedu.

2. Warost predkosci ze zmniejszaniem rozmiardw czastek M.
Wedlug teorji predko$é powinna byé odwrotnie proporcjonalna do
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pierwiastka z $rednicy, podezas gdy liczby podane przez Wienera
raczej odpowiadajg pierwszej potedze, a dokladniejsze liezby Ex-
nera potgdze 1. Nie mozna oczekiwaé lepszej zgodnodei, gdy# rze.
czywiste rozmiary ezgstek tak malyeh nie sa identyeczne z rozmia-
rami ich obrazéw w mikroskopie (na co tei Exner swraca uwage).

8. Szybki wezrost predkodei z temperaturs. Tak np. z liezb po-
danyeh przez Exnera wynika stosunek predkodei 16 w tem-
peraturach 71° i 209 podezas gdy wzir (24) podaje warto$é 1-8.

4. Zmniejszanie sig ruchéw w lepkich cieczach (por. § 2) 2z po-
wodu odwrotnej proporcjonalnodei do spélezynnika lepkodei.

Scidlejsze pordwnanie wymaga oesywideie obszerniejszych i do-
kiadniejszych badafi doswiadezalnyeh i teorja powyszsza daje wy-
ragne wskazéwki, w jakich kierunkach one powinny byé poprowa-
dzone, ale wedlug obeecnego stanu naszych wiadomosei jestedmy
niewatpliwie uprawnieni do zapatrywania sig na ruchy I.wna jake
na dowdd prawdziwodei hypotez molekularno-kinetycanych fizyki spot-
czesney.

VI.

§ 19. Pozostaja jeszeze do roswazenia niektére szczegély tej
teorji. Wspomnieliémy w § 7 o drugim, pozornie odwiennym spo-
sobie kinetycanej interpretaci tych zjawisk, wedlug ktérego ezastki’
M sg nisjako wskazéwkami ruchéw wewnetrznych w cieczy, odbhy-
wajgeyeh sig réwnolegle w mikroskopijoie matyeh zakresach, Mimo
pozornej réznicy tfémaczenie to okaze sig identyezne z powyZszs,
interpretacjs tych zjawisk (§ 8 —18), jezeli je uwjmiemy w popraw-
niejsza, Scislejszg forme. (6% howiem nalesy rozumied przez ruch wy-
l;onywany przez ciecz W pewnym elementarnym obszarze? Ruchy czg-
steczek odbywaja si¢ w nim z predkoseiami rzedu 5.10% cm/sek we
wazystkich mozliwyeh kierunkach przestrzeni, ale istnieje waspélne
pojecie Scisle okreélone, t, j. ruch srodka masy wszystkich czgste-
czek stanowigeyeh element cieczy i wedlug niego mozemy ocenié
ruch tej ilodei ciecay 1). o

Latwo dowiess, ze ruch grodka masy dowolnej liczby cugsteczek
o.dbywa sie tak, 4e energja kinetyczna $rodka bezwladnodei réwha
sie przecigtnej energji ruchéw pojedynczych ezgsteczek. Prayjmujac

') Por. n. p. Boltzmann, Gasth. I. p. 133,

icm
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mianowicie, Ze cialo m; porusza sig z predkoseia ¢,, cialo m, z pred-
koscig ¢, pod pewnym katem wzgledem ¢ i ze wszystkie kieranki
ruchu ¢, sg réwnie prawdopodobue, dochodzi sig do rezultatn, ze

. s . LR,
przeeigtna energja kinetyezna srodka masy (m; - ms) 9 jest réwna:

(my + my) Cj — flf ?I},.’_T}_ C?iﬂl%i
h 2 2(m; -+ my)

a zatem tez ogdlnie dla n czasteczek:

2
Oy =g .om,) 2T 20wy Fmy F.m)

skad z powodu réwnosei mas m wynika:

(30) nm C=m

Srodels masy elementu cieczy czy gazu porusza sig zatem z taks
samg predkoseis. jak gdyby owa czesé cieczy byla caasteczka sa-
modzielna, t. j. z predkodely C, obliczong w § 9. Ze ruchu tego
nie mozna bezposrednio spostrzec, wynika to stad, Ze kierunek jego
¢o chwila sig zmienia, gdyz wplywa nan kazde uderzenie czgste-
szek. nalesacych do elementu, z obcemi, poza nim lezacemi czg-

. me . . i
steczkami (w stosunku rzedu o) Weajemne uderzenia czgsteczek
P/ A

wewnetrznyeh miedzy sobg oczywiscie nie zmieniajy ruchu $rodka
masy. Nabedzie on zatem wlasnie takiego ruchu, jaki oblicaylismy
w rozdziatach IIT i IV.

Jezeli caasteczki. ualezgce do elementu cieczy: sg wstrzymywane
sztueznym sposobem, np. jakas sila wloskowatodel od rozproészenia
sie, wtedy ruch ten bedzic dalej trwal wedlug praw tam wywie-
dzionyeh. Jezeli za$ chodzi o ruchy wewngtrz jednorodnej cieczy,
to trzeba zwazyé, e czgsteczki rozpierzehna sig po krétkim czasie
wskutek dyfuzji miedzy reszte cieczy, wskutek czego definicja ru-
chu elementu cieczy zmienilaby swe znaczenie.

Nie bedziemy sie silili, azeby dostosowaé definicje ruchu ele-
mentu cieczy w deisty sposch do tego ogdlnego przypadku; wystar-
cay, jezeli zaznaczymy tymozasem, ze nie chodzi nam o s’roc.lek
masy czasteczek indywidualnie raz na zawsze danych, lec.z tal.;mh.:
ktére znajduja sie chwilowo wewnstrz pewnej powierzehni kulistej,
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ukolo drodka masy zakreslonej. Do punktu tak okreslonego stosu-
waé sig beds wszystkie dawniej otrzymane rezmltaty.

Widzimy zatem, ze ta interpretacja zjawiska Browna rézni
sig od interpretacji przedtem rozwinigtej tylko co do formy, ale nie
co do wlasciwe]j tredei. Kormyseis jej jest to, ze zwraca liwagtg na
charakter ruchow wewuatrs cieezy i gazn odbywajacych sie, vwu
tlomaczenie za8 zastuguje o tyle na pierwszehstwo, se jest przej-
rzystsze i hardziej vdpowinda aktualnym warunkom dogwiadezer,

Zarzut Maltézosa (§ 7) tlomacay sig obecuie w bardzo prosty
sposdh, poniewaz rownoleglodé ruchéw dla walyeh zakreséw prze;-
strzeni, jest tylko pozorua, bedae wynikiem obserwacji statystycznej.

§ 20. Thémaczae rachy Browna w sposoh kinetyezny, nie p(;-
trzebujemy oesywiscie troszezyé sig o srodlo energji, gdyz energja
rozprészona przez tarcle wewngtrzne ma swe zrédio WhiS'l‘lie w ener-
git ruchu cieplnego. Gouy auuwazyl stusanie, e nicliny$my tu
spraeeznosé z drugy zasady termodynamiki, gdybysmy byli w stanie
zbieraé mechanicznie owe ruchy pojedynczych cialek. Jest to istotnie
jeden z wielu rozmaitych sposobéw, jal whrew owemu twierdzeniu
moguaby zyskaé prace kosstem ciepls, gdyby nasze srodki instru-
mentalne byly dostatecznie doskonale, sposéb o tyle od innyeh cie-
kaﬁ/szy. ze nie wydaje sig tak zupelnie niemn'zliW;qn jak npt chwy-
tanie pojedynczych cuysteczek zapomocy demona Ma;cwella. '

Ciekawe spekulacje vasuwajy sie tes co do zachowsania sig cie-
cay w polu elektryeznem albo magnetyeznem.

§ 21. Rezultat §§ 14, 15 mozna tez wypowiedzie¢ w ten spo-
s6b, ze cialo M, zanurzone w odrodku plynnym zachowuje - sig, jak
gdyby bylo samodzielng czasteczky o energji kinetycznej réwnej en;rg"}i
czgpteczek ofrodka, a stosunkowo bardzo malej dredniej drodze
swobodnej, mianowicie wedlug waorn (21) i.(28):

s B2 MG 2ol
‘ Blapk ™~ 81 nmp k.
¢o W naszym praykladzie wynosi dla cieezy: 4.107% im. g

Z'analogji tej wyplywa, e takic czastki muszg dyfundowad
przez g&jgd@k, wiasnie wikutek ruchéw Brownowskich; na spét-
czynnik dyfuzji otrzymujenny, wedlug wuorn L= (;f (por. Smolu-
chowski Rozpr. Akad, Un. 46, 1906, str. 187) wyrazenie:

(32) hmamme
T 2B owp B S
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co:w pawyzszym: praypadku daje D = 107°. Istotnie.juz S. Exner
wwrécil- uwage na przenikenie emulsji mastyksowej do czystej wody,
ktore odbywalo sie nawet wtedy. gdy odgraniczono te ciecze hibul.

Mozna tu wprowadzié pojgcie ciénienia osmotyeznego, z kidrego
wyszedl Einstein jako z podstawy rozumowan (Drudes Ann.
17, p: 549); stad wynika prawo obuizania sig prezvosei pary. Kazdy
dostatecznie mialki proszek musi zatem byé hygroskopijny, juz
dzieki samej malodei ziarnek; w zawiesinach muszg okazywaé sig
gjawiska obnizania punktu krzepnigeia i t. d. Zjawiska te nie beda
mialy znaezenia praktycznego. gdyz chollzi o réznice nadzwyezaj
male, ale interesujgey jest sam fakt. #ze wedlug teorji niema pod
tym wagledem zasadniezej roznicy miedzy roztworem a zawiesing.

§ 22. Doprowadza nas to do kwestji t. zw. stalosei psendoroz-
tworéw. Mozna przewidzied z tej teorji stalosé w dwojakim sensie

_tego wyrazu. Po pierwsze czastki M muszg vozdzielad sig w stanie

réwnowsagi pod wplywem cigzkosei podobnie, jak to podaje zwykly
wzér na cignienie atmosferyezne, mianowicie liczba ich v w war-
stwie odleglej o z od dna naezynia bedzie v = v, e, gdzie

3 (.
(38) M LE A%) I = 168107 RS (p' - ~ p)

3 [
(por. Einstein, Ann, loc. cit. p. 376).

Znajdujemy u réznych autoréw (Schultze, Cantoni Jevons,
Spring) przypuszczenie muiej lub bardziej wyraznie sformulowane,
se stalo$é roztworéw ingtnyech moze staé w zwigzku z ruchami
Browna. Wazér ten jednak dowodsi, #e stalos¢ taka, kidrg na-
zwadby mozna rzeezywisty, wskutek —wielkosel spélezynnika o
tylko w wyjutkowych razach moglaby byé dostrzezona dla caystek
widzialnyeh pod mikroskopem i dopiero w roztworach o znu-
cznie mniejszych czstkach, np. w roztworach koloidalnyeh metali
(évedniea rzedu 107* em) moze odgrywaé pewny rolg.

Tak sumo tez inny caynnik, ktéry méglhy wywolaé praynajmniej
pozorny, stalodé, mianowieie istnienie podwdjnej warstwy elektrycz-
nej na powierzchni czastek rozpostartej (Har dy, Thomso n), moze
uwydatnié sig dopiero w ezastkach o rozmiarach ponizej 10-%em, jak
to wykazalem na innem miejseu ?).

Praypuszezam, ze lepkodé cieczy. powodujaca pewny pozorng

4 §moluchowski, Rozpr. 48, str. 126. 1903
M. Smolnchowski I. 33
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stalogé, wystarezy, azeby wytlumaczyd znaczng czesé tych zjawisk,
Tak wynika ze wzpru (28), dla czastek mastyksu (o' = 1-0067) o $re-
dniey 10~ ¢m, predkosé opadania: u = 35,10~ :gg s
dzief; zdaje sig, 4e przy wwyklym sposobie ohserwowania, w sto-
sunkowo duzych naezyniach, nawet znacznie wigksze predkosei
mogy byé zamaskowane praes nieuniknione prady konwekeyijne,

Zatem drobnemi rozmiarami cxastek mozna juz ttumacuyé, ze ich
opadania nie spostrregamy '), ale daleko wieksze trudnodei nastrecuzs
wytlumaczenie, w jakich 'warunkach cagstki skupiajs sig¢ w wigk-
sze kompleksy (floculation), ktére potem szyhko opadaja; to jest
jednak kwestja, wychodzgea poza obreb pracy niniejszej.

wiee 3 mm na

') Nie twierdsg jednak, adeby fe tray rodzaje staloScei objasnialy wszystkie
zjawiska tego rodzaju. ‘

icm°®

XXX. ZUR KINETISCHEN THEORIE DER BROWNSCHEN
MOLEKULARBEWEGUNG UND DER SUSPENSIONEN.

Annalen der Physik, Band 21, 1906; pp. 756—780.

(Bearbeitet nach einer am 9. Juli 1906 der Krakauer Akademie der Wissen-
schaften vorgelegten Abhandlung).

§ 1. Die viel umstrittene Frage nach dem Wesen der von dem
Botaniker Robert Brown 1827 entdeckten Bewegungserschei-
uungen, welehe an mikroskopisch kleinen, in Flussigkeiten suspen-
dierten Teilehen aufireten, ist neuerdings durch zwei theoretische Ar-
beiten von Einstein?l) wieder in Anregung gebracht worden. Die
Ergebnisse dersclben stimmen nun vollkommen miteinigen Resultaten
uberein, welche ich vor melireren Jahren in Verfolgung eines ganz
verschiedenen Gedankenganges erhalten hatte, und welche ich seither als
gewichtiges Argument fiir die kinetische Natur dieses Phinomens an-
sehe. Obwohl es mir bisher nicht moglich war, eine experimentelle Pri-
fung der Konsequenzen dieser Anschauungsweise vorzunchmen, was
ich urspriinglich zu tun beabsichtigte, habe ich mich doch entschlos-
sen, jene Uberlegungen nunmehr zu vercffentlichen, da ich damit
zur Klirung der Ansichten tber diesen interessanten Gegenstand
heizutragen hofle, inshesondere da mir meine Methode direkter, ein-
facher und darum vielleicht auch tberzeugender zu sein scheint
als jene Hinsteins.

Dem Mangel ciner direkten experimentellen Verifikation suche
ich teilweise wenigstens durch eine zusammenfassende Ubersicht
der bisher bekannten Versuchsresultate abzubelfen, welche im Ve-
rein mit einer kritischen Aunalyse der verschiedenen Erklirungs-
versuche deutliche Hinweise darauf zu geben scheint, daB das
Brownsche Phinomen in der Tat mit den theoretisch vorauszu-
sehenden Molekularbewegungen identisch ist. Den Schluf hilden
einige Bemerkungen iber ‘die Suspensionen (Pseudolssungen), wel-
che mit diesem Gegenstand im Zusammenhange stehen.

9 A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, p. 549, 1905; 19, p. 871, 1906.
33%
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