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samem uzasadnieniem mozemy - ten spélezynnik wprowadzié do
naszych wzordw.

Latwo zrozumied, jak nalesaloby wykonaé obliczenie calkiem
scisle, bez zadnyeh uproszeszen, wedlug. naszej metody, ale wskutek
trudnodei catkowania nie wydaje sig ono zachgeajace. Réznica wobee
wynikéw § 5 wystgpowaé musi w ksztaleia funkeji p, dla malych
liezb n; wplyw kierunku predkosei poczatkowej musi sie jednak
szybko zaciera¢ w kolejnyeh spotkanisch, tak ze drogi zakreslone
w grupach nastepujacych po sobie, np. w daiesigein spotkaniach,
uwazaé mozZna za zupelnie niezalezne. Dla wigkszych liezb » zatem
ksztalt fonkeji p, pozostanie taki sam jak (28), tylko spélezynnik &
bedzie nieco odmienny. Zdaje sie, ze w kinetyeznej teorji cieczy
wplyw trwalosei ruchu (persistence) musi jeszeze bardziej wyste-
powaé, dla. tego tez dla. ciecay wzér (34) moze byé uzyty chyba
do wskasania przyblizonego rzedu wielkodei A na podstawie spol-
czynnikéw dyfuzji. ' o

.
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XXV SUR LE. CHEMIN MOYEN PARCOURU PAR LES
MOLECULES D'UN GAZ ET SUR SON RAPPORT AVEC
LA THEORIE DE LA DIFFUSION.

(Bulletin de l’Av:gdémie des Sc.ienxces do Cracovie, Classe des Sciences Mathé-
matiques ef Naturelles 1908, pp. 202~ 218" e

§ 1. Une des notions fondamentales de la thébrit} cinétique des
gaz est le- chemin libre moyen % cest-A-dive la valeur moyenne
de la distance parcourue en ligne droite par une moléeule dans llin-
tervalle entre deux choes' conséeutifs. Cette notion: est due & Clau-
sius et est liée avec:la théorie que Clausius a donnée et qui
considére les moléeules comme des sphéres- rigides. - Maxwell,
eorrigeant le caleul de Clausins; a donné une formule exacte
pour ‘la détermination de cette grandeur en fonetion des:dimensions
des moléeules. Malgré de nombreuses tentatives, on n'a pas encore
réussi & établir une relation exacte entre la quantité A et les. phé-
nomédnes de la viscosité, de la conduetibilité thermique et de la
diffusion. Par conséquent les valenrs. de X données ordinairement,
déduites au moyen d’une théorie inéxacte, ne peuvent éire consi-
dérées que comme de vagues approximations.

Quoiqu'il en soit, les mouvements libres des molécules sont
connus, au moins au point de vue qualitatif;. mais.il parait qu'on
n’ait pas encore Studié?) les mouvements moléenlaires résultant de
la combinaison de plusieurs parcours. libres, par Paction de- choes
successifs; c'est un probléme qui semble offrir un certain intérét
aw:point de vue théorique. - . ' ’

.- On peut attaquer ce probléme par deux voies différentes: dans

.9 [Au mowent oi il rédigesit ce Mémoixe, I'anteur n'avait aueune con-
naissance des travaux offectuds, sur des problémes counexes, par Lor_d VBay‘
leigh, Voir kil Mag. Vol. 10, p.78, 18805 Phil. Mag. Vol. 47, p.246.'1899;
Theory of Sound, 2.nd Ed., § 42 é:'I'BQL; Scientific Pupers, Vol 1. p. 48%;
Vol. IV. p. 870; Nature Vol. 72. p. 818. 1906. Ed.].


GUEST


480 XXVIil. SUR LE OHEMIN LIBRE DR MOLECULKS

le premier cas (a) clest la distance droite entre le point de départ
et le lien définitif que la moléeule atteint dans wn certain temps,
en poursuivant son chemin en zigzag, dans le second cas (4) clest
la distance atteinte aprés un certain nombre de collisions qu’il
s'agit de calculer. Ces deux problémes donnent naissance aux deux
notions suivantes: a) & la notion du chemin moyen parcouru dans
un certain temps 4) & la notion de la distance moyenne parcourue
jusq'a la n-idme rencontre. Un eas particulier de la dernidre notion
sergit (pour % == 1) le chemin libre moyen.

La supériorité de la notion (a) sur celle (b) consiste en ce qu'elle
n'est pas astreinte 4 Ihypothése des sphéres rigides. La distance
parcourue dans un temps donné est une grandeur bien définie anssi

dans le cas olt des forces intermoléeulaires quelconques (p. ex. =
. 7

daprés Maxwell) entrainent les moldeules sur.des chemins de
courbure continue. Mais VPévaluation de cette grandeur (a). est plus
difficile que celle de la quantité (8} Méme pour un. temps plus
court que ladurée moyenne du monvement libre, 4l faudrait tenir
compte .d’une eertaine. probabilité d'un, de ‘deux, de trois .:: ‘choes
ot de’la possibilité de chemins. en zigzag qui en résulteraient,: ce
qui- provoque. une extréme complication dans les caleuls. - Pour an
temps comparativement long, au eontraire, ces raisonvements de-
viennent plus simples parce qwalors la valeur de {a) coincide avec
la waleur eorrespondante de (6). Cela résulte des lois fondamentales
de la probabilité qui exigent dans notre cas-que le nombre de
collisions accidentelles »# dans le temps ¢ soit relativement d’awtant
plus rapproché du nombre moyen N, correspondant & ce temps,
que celni-ci est plus grand. Par conséquent les deux fonctions,
désignant le méme chemin, Pune en fonetion de 1, Pautre en fonetion
de n, deviennent identiques dans ce cas limite. co

+§ 2.Ce qui préedde peut étre commenté par.un caleul trés simple,
en “faisant ‘la supposition {que nous - aceepterons aussi eni-ce qui
suit) que Pinfluence de la vitesse de la molécule sur ) puisse étre
négligée -ou, :¢e qui revient au méme, que les moléeules aient tou-
jours la méme vitesse.

On st qie la probabilité d’un chemin z parcourt sans collision
est alors:’ : SRS T )

¢ G p=et,
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la probabilité du mouvement libre pendant le temps ¢ est done
2) Po=¢€ %,

On obtient la probabilité dun mouvement tel que la moléenle
subisse une collision dans le temps ¢ en multipliant la probabilité

.
dune collision dans le temps 6...8 4 d8, c’est-é—dire%e 2 db,

par la probabilité d’un mouvement libre du moment B jusqua t,
ot 6) . . .
c’est-a-dire par ¢ 4 et en intégrant cette expression d’aprés df

entre les limites zéro et ¢

t
(3) Pr= %e_%edﬂfﬁtli):%ée—j.

&
De maniére analogue on obtient la probabilité de deux colli-

gions pendant #:
_ dfet\® -2
P = C1VASRE)

en général, la probabilité de » collisions est:
1/et\" - ¢
= (2 i
@ r=ul3) 5

La somme des p est égale & Punité: lim (p, 4 pp ... pj=1
puisquil est certain qu’il y aura un nombre quelconque de collisions
(y compris zéro) pendant le temps ¢. Des considérations analogues
s'appliquent aux intégrales -;i— Pa it

0
ct

X
chocs dans le temps f par N et en développant »! d’aprés la for-
mule d’approximation bien connue, on peut transformer (4) en:
1 N LAY
(®) On == m we >
ce qui donne la loi approximative de la distribution des chocs:
L
=g 7}
(6) Pu 'V2 N H

En désignant la quantité <~ qui représente le nombre normal de

on a posé iei g:l—{—&

M. Smofuchowski I 31
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Il"én résulte “que la possibilité d’un beart 5 & pastir dun nom-
bre normal N de collisions est d’autant moindre que le nombre N
est plus grand.

§ 3. Dans ce qui suit, nous examinerons surtout le cas limite
d’une valeur considérable de N ou les deux notions exposées plus
haut se confondent. La question fondamentale peut étre énoncée
de la maniére suivante. Observons les molécules se déplagant par
spite de leurs mouvements, apparemment irréguliers, en zigzag, et
demandons-nous quelle est la probabilité¢ de ce qu'une molécule
atteigne daus un temps ¢ un déplacement compris entre les coor-
données z, y, 2, x4 dw, y -+ dy, 2+ dz, par rapport & sa position
initiale. Pour simplifier le caleul nous ferons la méme supposition
que ci-dessus: ) que % soit une quantité’ constante ef, en outre,
B). que la probabilité de la naissance d’un mouvement par suite
de chaque collision soit Ja méme dans toutes les directions de
Pespace. o '

La supposition §) n’est ‘exacte que dans le cas oh le centre
de gravité des deux moléeules est en repos; dans le cas contraire
elle entraine une certaine erreur que nous discuterons plus loin,
(Yest la méme inexactitude § laquelle nous avons fait allusion au
commencement du § 1 et qui se retrouve, sous une forme plus ou
‘moins' apparente; dans tous les caleuls de la théorie ordinaire des
sphéres rigides ). ('est aussi ce que nos résultats auront de commun
avee la théorie ordinaire: ils ne donneront pas de valeurs exactes
mais seulement des indications qualitatives. Nous verrons cependant
que certaines conclusions pourront tout de’ méme &tre ‘considérées
comme exactes.

1§ 4. Il sera utile de faire le caleul, -d’abord en le simplifiant
par la aupposmon que le chemin parcouru par chague moléeule soit
touJours égal &) Dans ce cas, chaque collision peut avoir lieu avee
la méme probabilité en un point queleonque dune sphére de rayon A,
consiruite autour du peint ot la collision antérienre a eu lieu. La
probabilité de ce que le lien de la premidre collision soit compns
entre les abscisses #...z--de sera définie par le rapport entre Paire
de Pannean correspondant et la surface totale de la sphére:

M pl(.v}dm—-ﬁ.

9 Voir, p. ex., Boltzmann: Gastheorie I, p- 95.

icm

: 03) " i pn(m> dx ——”VW& uua da, -

. - L
XXVHI. SUR LE CHEMIN LIBRE DES MOLBGULES 483

La probabilité d’an premier choe en un point guelconque

‘i]tué dans DPintervalle =+ A2 — 2, et dun second choc en

.+ dx est
(8) Py (i) cl:c*—A fpl (E) dE.
De méme la probablhte ®un n-éme choc en x. x—{—dx est
©) pula) do = 37 f Pt (B
aa

Lévaluation des p successifs peut se faire aisément d’aprés cette

formule, mais les résultats deviennent trés compliqués pour des

valeurs considérables de n & cause de la discontinuité de p,.
On évite cette difficulté en transformant la fonetion p, au moyen
de lintégrale de Fourier:

qufpl(ac) comﬁx-—mda
d’olt Ton tire

. 1 Dcs’i'n A\ '
(11) Pa () == ;f( glg ) cos g dg.
0

Pour des nombres » grands ceci, se transforme, en développant
sin z/z et en négligeant les termes dordre supéneur, en l’expras—
sion sulvante : :

12) I =
P“(m).._»—ﬂ?fe v cos g dg = V?Tm

On a employé ici la formule

(10) py (= fsrnq)‘cosgqu

-
“a

o

fcosaze 'dz“_Ql/ﬂ'e L e

s 0 X . . s .
Il en résulte la probabilité de ce que la imolécule .ait atteint pn

-déplacement: . . .. 4 dz en un temps ¢ (égal.d niAfe):
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On en déduit le chemin moyen parcourn dans ce temps, dune
fagon analogue & (13):

(14 n—l/ i)

Remarquons que le carré moyen du chemin peut étre calculé
par une méthode directe trés simple: le carré moyen de Ia dis-
tance + entre les points d’une sphére et un point donné est égal
4 la somme des carrés du rayon a de la sphére et de la distance b
entre son centre et le point donné, puisque le dernier terme de
Vexpression % ==a* -+ b? —2abcos a pour valeur moyenne zéro.
1 en résulte que le carré moyen de la distance atteinte au moment
du n-iéme choc est égal & la somme des carrés des chemins libres
précédents, cest-i-dire:

(15 v 72 = A%

cetie expression est valables pour un # quelconque.

§ 5. Essayons maintenant d’effectuer le calcul gvec plus d’exac-
titude, en supprimant la supposition du § 4. On sait que les molé-
cules n'ont pas toutes le méme libre parcours A. La probabilité d’en
frouver une qui se soit éloignée d’une distance ¢ du point de départ

£dp

—L o .
sera ¢ 2. Il y aurae 2 T choes dans la couche sphérique d’épais-

seur dp dont une partie, définie par le rapport Z%L =%£ sera
comprise entre les abscisses x et x |- de; ainsi la probabilité de ce

qu'une collision ait lieu dans la distance xr-[— dx sera en somme:

[ _ e 3dpda: dee
(18) P () de f “me =y

o=la]

ot pour des abscisses. négatives doit 8tre prise la valeur absolue
de . La double valeur de lintégrale de cétte fonction entre les
limites 0 et co doit étre égale & Dunité ce gui peut dtre vérifié
aisénient “par - ‘intégration partielle. Nous savons par conséquent
que p; (2) d2 est la *probabilité d’une premitre collision dans la
couche 2...2-dz, et que p, (x — 2)dx est la probabilité d’une
collision dans ... -'de pour ";éme moléenle qui est sortie de z

e ©
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La probablhté totale d'une premiére collision en un point qual
conque et d’une deuxxéme dans z... x4 dx sera done:
+oo

(17 pe (@) dxr = dx'/p, (2)p1 (& — 2) dz;

~o00

de maniére analogue, la probabilité d’une troisigme collision dans
x...x -+ dx est: )

Foo
Py (@) de = dwfrz (@i p (& —2)dz

—00

en général
+00
(18) p)de=do [ (o — 5 dn

L’évaluation de ces expressions ne peut pas stre faite immé-
diatement par la méthode du § 4 3 cause de la forme plus com-
pliquée de p,. Mais si on les transforme par intégration partielle:

fp,,__l () (@ —2)de=p, (x —-—zfp,H (2) dz—{——

+fdz P (x— z)fp,,_, (2) d=

et si Pon considére que p, disparait pour 4 oo et — oo, on obtient
la formule

oo o
(19) (@) = ~fd?/ # (y)fm (2) de

oi Pon a posé x — :=y; ceci se préte & la substitution de pi(y)
dérivé de (16):

-%

e

1
(20) Py =g v

dans laquelle Pexpusant contient la valeur abgolue de y. L’mtég}:ale
se divise en deux parties, entre les limites — oo, O et 0. + oo qui
penvent étre réunies si l'on substitue la vaxxable avec sxgne inverse,
dans la premiére. Ainsi Fon obtlent la forme voulua

mf y U -/ ”"‘(”)dzld”

(21 (@) =
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Afin de pouvoir appliquer cette équation & l’évaluiﬁbrl 'fs‘u"t’zces-:

sive des p, transformons p, dans (16) & laide de Dintdgrale de
Fourier (10):

3}

1' o e v w __%
=g [ feonger o) [0 dpa=
a -0 [a]'P ) " .
1 o' 0

=mfd9%;/:[°°”a(’; _‘“);hcosq'(zd'@f‘: Adpdu
0 [) .

ce qui donne par intégration partieﬁe d’aprés a:

(22) p)= X [onee, (9)
11:16/ q

oi-la fonetion ¢ signifie:
e o oo e
s . 2
(23) ' 9(g)== sin'gahi de.
En introduisant cette expression dans (21), on obtient:

o ¥ . e I
i 1 e 4, ‘
P (@) *—*mfg ﬂyfg—??(q) [sin g (z — y) — sing (e +y)] =
0 0 ) ) o
24) = f dq cos gz [“i@]',
o ¢
et dans le cas général:
P _L (et
(25) (@) = — af [—q%\q—] cos gx dg.
Cette équation se simplifie par le développement de sin ga
NIt DR 7\ A
(28). o) =gr [1 - (QT)—If(%l - J = arteg (g))

R T IR TN, sy . > °
et par Tomission des termes” d'ordre supérieur et devient analogne
pour de grands nombres x, & Péquation 12y i ’
() nern S L]
&' 3 eos gridgat o]/ 2 ¢ e
3o guidgy ay me

e ©
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La probabilité de ce qu’une moléeule subisse un déplacement
Z...2% - do dans le temps ¢ (grand en comparaison avec.le temps
du mouvement libre) est done:

28) pul@) ds = e da

V="
ot f§ signifie le coefficient i: —i En général, la proba-
_ e f o 8

bilit¢ d’un déplacement caractérisé par les composantes z, y, = sera:

i )
(29) e (2, 9. 2) dox dy do = [—BT e ¢+ drdyde

Yt

Le déplacement moyen en x (positif ou négatif) sera done:

. e
(30) xzéél/ﬁ s
la distance moyenne radiale:

— e/t A eht
31) =3) == 3WV;*=4V§?
et le carré moyen de la distance:
(32) re= 93—52 = 2n)3,

§ 6. Le raisonnemeut reste lo méme, si les grandeurs %, ¢, n
se rapportent 4 une molécule qui se trouve mélée 2 des malécules
dun gaz différent. La nature de ce gaz n'aura d’influence que sur
1a valeur de A. Par conséquent nous pouvons appliquer nos résultats
4 la théorie de la diffusion d’un gaz dans un autre, dans le cas
ot Ia petitesse des différences de concentration permet de considérer
A comme constant.

Supposons que la concerffration (cest-a-dire le nombre- relatif
des molécules d’une espéce) soit déterminée en un certain moment
initial par la fonetion fy (). Alors chaque couche dx du mélange
peut &tre regardée comme une source d’olt les molécules, en nombre
proportionnel & 7, (x) dz, se dispersent d’aprés la loi (28). Donc, aprés
un temps f, on aura, en un point X, la concentration:

ax-sp

400
(38) f(X,t)=V—% ffn(w)e“ ¢ode

.
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Oest précisément la formule que fournit la théorie classique de
la diffusion comme solution particulidre de I’équation différentielle
de la diffusion dans les eonditions initiales adinises, 81 Pon pose
pour coefficient de diffusion

1 ch
(34) D=im=7%

Nous retrouvons ainsi dans (34) un résultat hien econnu de la
théorie cinétique des gaz?). Mais la méthode directe exposée plus
haut est supérieure aux caleuls usuels en ce quelle conduit & Pin-
terprétation physique du résultai (33) qu'on obtient & Yordinaire par
des raisonuements mathématiques indirects, en suivant le détour
quimplique l'usage de Péquation différentielle de la diffusion.

Par des considérations tout-a-fait analogues on obtient, dans le
cas de trois dimensions, la solution générale du probléme de la
diffusion dans des conditions initiales données, en partant de la
formule (29). La coneentration au point donné sera, an moment ¢:

(35) ro=p () f b e

ot 4 (r) est la valeur moyenne de la concentration initiale sur la
surface d’une sphére de rayon r9),

§ 7. Remarquons que le calenl simplifié du § 4 donne un ré-
sultat analogue. avec cette différence seulement, que le coefficient
de la diffusion aurait la moitié de la valeur déduite plus haut. Ceci
est en accord avec le résultat qu'on déduit de la théorie ordinaire
oen tenant compte des mémes hypothéses. Car - parmi le nombre
de molécules touchant un plan donné, seules les moléeules comp-
teront qui se trouvent en une couche A, si A est le chemin par-
couru par chacune delles; la valeur moyenne de leur chemin jus-
qud Pintersection avee le plan ne sera que % X, tandis qu'elle de-
vrsit tre dgale au chemin libre moyen A d’aprés Panalyse exacte.
o Nous avons dit que les résultats du § 5 ne sont non plus en-
tfe;emént exacts, & cause de Pintroduction des suppositions simpli-
Beatrices du § 33 ceci st un défant commun A nos caleuls et & la

) Voir p. ex. Boltzmann: Gastheorie I. p- 90.

*) Voir p. ex, Rismann- Weber: Partielle Differentialgleichungen . 2,
p-126. On pourrait parvenir, évidemment, aux relations (28—-32) par 1a méthode
inverse, en partant de la théorie ordinaife de la diffusion.

-

iom°®

XXVIIl. 8UR LK CHKMIN TIBRE DES MOLBCULRS 489

théorie ordinaire de res phéuoménes. On a essayé. il est vrai, den
dégager la théorie ordinaire, en tenant compte de ce que les choes
moléculaires tendent en moyenne & favoriser la direction du mou-
vement primitif (persistance de vitesse). M. Jeansi) a trouvé, en
effet, que la vitesse aprés une collision a, en moyenne, une com-
posante dans la direction du mouvement primitif égale & 0-406 de
la vitesse de celui-ei. Cependant il n'essaye pas de déduire l'effet
“exact de plusieurs choes conséeutifs; il se barne & un raisonnement
approximatif. 11 est probable que le résultat indiqué par M. Jeans
qui se rameéne & multiplier A par le coefficient 1-684, est plus rap-
proché de la vérité que le caleul usuel et Ton pourrait introduire
ce coefficient dans nos formules avee la méme justification.

Il est facile de comprendre comment il faudrait conduire le
caleul rigoureux sans simplifications en suivant notre méthode,
mais les difficultés d'intégration que Pon rencontre paraissent presque
insurmontables. La forme de I'dquation (25) devrait subir une modi-
fication pour de. petits nombres n: mais Pinfluence de la vitesse
primitive est vite effacée par les choes conséeutifs, en sorte que
les ehemins parcourus p. ex. pendant dix collisions penvent étre
congidérés comme tout-i-fait indépendants. Par conséquent, il ne
faut changer daus /28), pour des nombres grands n, que le coef-
ficient numérique de 5.

Il est probable que la persistance des vitesses est plus considé-
rable encore dans les ligquides; c’est pourquoi la formule (34) ne
pourrait &tre appliquée dans ce cas qu'd une évaluation assez vague
de Yordre de grandenr, ou plutét de la limite supérieure de i

1) Phil. Mag. 8, p. 670 (1904).
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