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Streszczenie

Streszczenie

Synchronizacja jest jednym z najbardziej spektakularnych zjawisk w
dynamice nieliniowych układów złożonych. W trakcie wykładu omówię
klasyczne modele synchronizacji, a także przedstawię kilka
najnowszych wyników dotyczących synchronizacji
w jednowymiarowych układach cyklicznych.

Moi współpracownicy:
Zosia Bratasz
Joanna Grelska
dr Jeremi Ochab
Krzysztof Siekański
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Christiaan Huygens

W 1665 Christiaan Huygens zaobserwował, że dwa zegary wiszące na
wspólnej belce synchronizują ruch swoich wahadeł.

Henrique M. Oliveira, Luis V. Melo, Sci. Rep. 5, 11548 (2015)
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Synchronizacja
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Synchronizacja

Dwa lub więcej sprzężone układy dynamiczne dopasowują pewne
swoje parametry, aby wytworzyć jakieś wspólne, grupowe zachowanie.
Inne parametry mogą pozostawać różne.
Synchronizacja w przyrodzie:

świetliki (fireflies)
stada ptaków, ławice ryb
sprzężenie krążeniowo-oddechowe
komórki pacemaker w mięśniu sercowym
zegary biologiczne (Nagroda Nobla z medycyny i fizjologii, 2017)
rytmy okołodobowe (circadian)
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Synchronizacja

Więcej synchronizacji:
synchronizacja chaosu
synchronizujące się oklaski
wibracje Millenium Bridge (nie rezonans! — piesi dostosowują
krok do drgań mostu)

Steven H. Strogatz, Daniel M. Abrams, Allan McRobie, Bruno Eckhardt, Edward Ott, Nature 438, 43 (2005)

i wiele innych. . .
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Obserwacja Winfree

Arthur Winfree

Kluczowa obserwacja: Zsynchronizowane
układy poruszają się po identycznych
trajektoriach w przestrzeni fazowej. Każdy
układ zachowuje się jak oscylator na cyklu
granicznym.
Każdy oscylator odczuwa łączny sygnał od
wszystkich pozostałych oscylatorów

Cykl graniczny:

Na rysunku cykl graniczny oscylatora van der Pola
Tylko układy nieliniowe!

Jest jakaś jedna zmienna, ϑ, opisująca położenie cząstki na cyklu granicznym
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Model Kuramoto

Yoshiki Kuramoto

Założenia:

Cykle graniczne są reprezentowane przez
okręgi

Oddziaływanie każdy z każdym

Naturalne częstości oscylatorów na cyklach
granicznych, ωi , pochodzą z unimodalnego
rozkładu, posiadającego pierwszy i drugi
moment (idealnie, z rozkładu Gaussa)

ϑ̇i = ωi −
K
N

N∑
j=1

sin(ϑi − ϑj)

Y. Kuramoto, in: H. Arakai (Ed.), International Symposium on Mathematical Problems in Theoretical Physics, Lecture Notes in
Physics, Vol. 39, Springer, New York, 1975, p. 420.
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Model Kuramoto

Parametr porządku:
1
N

N∑
j=1

eiϑj = r eiθ

Jeżeli ϑ1 = ϑ2 = ϑ3 = · · · = ϑN , czyli występuje pełna synchronizacja
fazowa, r = 1.

Można pokazać, że w modelu Kuramoto występuje przejście fazowe.

KC zależy od szerokości rozkładu naturalnych częstości.
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Model Kuramoto

Zastosowania modelu Kuramoto:
oscylatory biologiczne i chemiczne
synchronizacja pracy neuronów

Einat Fuchs, Amir Ayali, Eshel Ben-Jacob and Stefano Boccaletti, Phys. Biol 6, 1 (2009)

oscylacyjna dynamika pożarów
fale gęstości
sieci neuronowe, sieci laserów i złącz Josephsona
socjofizyka (synchronizacja zachowań ludzi w różnych sytuacjach
społecznych)
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Model Kuramoto

Modyfikacje:
inne topologie sieci: grafy losowe, regularne, sieci małego świata,
sieci bezskalowe, . . .

Alex Arenas, Albert Díaz-Guilera, Jurgen Kurths, Yamir Moreno, Changsong Zhoug, Phys. Rep. 469, 93 (2008)

zamrożony nieporządek w stałych sprzężenia
zaburzenia losowe
model Kuramoto z wymuszeniem zewnętrznym:
ϑ̇i = ωi − K

N
∑

j
sin(ϑi − ϑj)− K ′f (t)

inercyjny model Kuramoto

Ale cykle graniczne wciąż modelowane przez okręgi.
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Niekołowe cykle graniczne

Ruch po okręgu:

ri = R = conts
ϑ̇i = ωi = const

Ruch po elipsie:

ri =
R

1 + a sinϑi
, a ∈ (−1,1)

R = const
ϑ̇i = f (ri , ϑi)

Jak znaleźć zależność pomiędzy ri a ϑi? Postulujemy “zasadę
zachowania momentu pędu”:

r2
i ϑ̇i = Ji = const

ϑ̇i =
Ji

R2︸︷︷︸
ωi

(1 + a sinϑi)
2
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Niekołowe cykle graniczne
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Niekołowe cykle graniczne Pseudosynchronizacja

ϑ̇i = ωi(1 + a sinϑi)
2 − K

N

N∑
j=1

sin(ϑi − ϑj)
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Nie ma przejścia fazowego, gdyż pojawia się “pseudosynchronizacja”
dla małych wartości stałej sprzężenia.
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Jednowymiarowy układ cykliczny

Oscylatory na pierścieniu — jednowymiarowy układ cykliczny
z lokalnymi oddziaływaniami.

ϑ̇i = ωi −
K
2

[sin(ϑi − ϑi−1) + sin(ϑi − ϑi+1)] , ϑ0 ≡ ϑN , ϑ1 ≡ ϑN+1

Szukamy rozwiązania
zsynchronizowanego w postaci

ϑi = Ωt + φi , φi = const

Synchronizacja częstotliwościowa, nie
fazowa! Synchronizacja polega na

tym, że pomiędzy kolejnymi
oscylatorami wytwarzają się stałe

różnice fazowe.

N+1=1
2

3

4

N
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Jednowymiarowy układ cykliczny

Rozwiązanie sprowadza się do analizy układu równań liniowych

As =
2
k

(ω − Ωe)

e = [1,1, . . . ,1]T , ω = [ω1, ω2, . . . , ωN ]T ,

s = [sin(φ1 − φN), sin(φ2 − φ1), . . . , sin(φN − φN−1], Ω = 1
N

N∑
i=1

ωi

A =


1 −1

1 −1
. . . . . .

1 −1
−1 1


Macierz A ma zerowy wyznacznik — możliwych jest wiele
niezależnych rozwiązań. Stabilne te, dla których ∀i : |φi − φi−1| < π/2.
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Jednowymiarowy układ cykliczny Winding number

Rozwiązania mają postać

φi − φi−1 = arcsin

p +
2
k

N−i∑
j=1

(ωi − Ω)

 , p ∈ [−1,1]

N∑
i=1

arcsin

p +
2
k

N−i∑
j=1

(ωi − Ω)

 = 2mπ
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Jednowymiarowy układ cykliczny Winding number
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N = 128, K = 15.0
Wartości parametru porządku r < 1, ale ustabilizowane w czasie:
synchronizacja częstotliwościowa. Różne wartości r odpowiadają

różnym warunkom początkowym i różnym wartościom winding
number, m.

Dla dużych N konieczne są duże wartości stałej sprzężenia, aby
pojawiła się synchronizacja i długie czasy dojścia do synchronizacji.
Sprzężenie z najbliższymi sąsiadami jest mniej efektywne, niż średnie
pole, graf przypadkowy lub sieć małego świata.
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Jednowymiarowy układ cykliczny Oddziaływania odpychające

Czy w modelu cyklicznym, a więc zamkniętym, możliwa jest
synchronizacja z oddziaływaniami odpychającymi?

ϑ̇i = ωi −
K
2

[cos(ϑi − ϑi−1) + cos(ϑi − ϑi+1)]

Nie działa: synchronizacja tylko dla układu jednorodnego, stany
zsynchronizowane są niestabilne. . .

. . . ale
ϑ̇i = ωi +

K
2

[sin(ϑi − ϑi−1) + sin(ϑi − ϑi+1)]

działa! Matematyka jest taka sama, jak w przypadku oddziaływań
przyciągających, tylko inne stany są stabilne: ∀i : |φi − φi−1| > π/2.
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Jednowymiarowy układ cykliczny Oddziaływania odpychające
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Wartości parametrów jak poprzednio
Proszę zwrócić uwagę na zmianę skali osi pionowej!

Parametr porządku osiąga wartości ustabilizowane, ale bardzo małe,
gdyż różnice faz odpowiadające modom stabilnym są bardzo duże!
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Problem bizantyńskich generałów Katastrofa bizantyńska

Problem bizantyńskich generałów: Kilka armii oblega miasto. Ich
dowódcy muszą się zgodzić na wspólny atak lub wspólny,
zorganizowany odwrót, gdyż to daje szanse na zwycięztwo. Sytuacja,
w której część oddziałów atakuje, część się wycofuje, prowadzi do
porażki.

Generałowie muszą osiągnąć konsensus odnośnie do strategii.

Wśród generałów są jednak zdrajcy, którzy przekazują niewiarygodne
komunikaty, w dodatku różne dla różnych odbiorców. Na przykład
dowódcom, którzy chcą atakować, zdrajca mówi, że chce się wycofać,
a dowódcom, którzy chcą się wycofać, zdrajca mówi, że chce
atakować.
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Problem bizantyńskich generałów Katastrofa bizantyńska
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Problem bizantyńskich generałów Katastrofa bizantyńska

Problem o kluczowym znaczeniu dla sieci komputerowych i
telekomunikacyjnych oraz dla rozproszonych systemów
obliczeniowych. Klasyczne rozwiązanie: Aby można było osiągnąć
konsensus (częściowe porozumienie zapewniające działanie systemu
jako całości), ponad 2/3 węzłów musi działać prawidłowo.
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Problem bizantyńskich generałów Zdradzieckie oscylatory

Układy fizyczne nie mogą kłamać. Mogą się jednak zachowywać
inaczej, niż inne elementy układu złożonego oczekują.

Przyciągające
· · ·→ϑl−2←→ϑl−1←→ϑl←→ϑl+1←· · ·

Odpychające
· · ·←ϑl−2→←ϑl−1→←ϑl→←ϑl+1→· · ·

Mieszane
· · ·→ϑl−2←→ϑl−1→←ϑl→←ϑl+1←· · ·

“Zdrajca”
· · ·→ϑl−2←→ϑl−1←←ϑl→→ϑl+1←· · ·
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Problem bizantyńskich generałów Zdradzieckie oscylatory

Na poziomie równań:

...

ϑ̇l−1 = ωl−1 −
K
2

[sin(ϑl−1 − ϑl−2) + sin(ϑl−1 − ϑl)]

ϑ̇l = ωl +
K
2

[sin(ϑl − ϑl−1) + sin(ϑl − ϑl+1)]

ϑ̇l+1 = ωl+1 −
K
2

[sin(ϑl+1 − ϑl) + sin(ϑl+1 − ϑl+2)]

...

Problem: Jeśli mamy N oscylatorów i M “zdrajców”, jak duże może być
M, aby wciąż zachodziła synchronizacja?
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Problem bizantyńskich generałów Zdradzieckie oscylatory
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Jednowymiarowy, cykliczny system oscylatorów Kuramoto jest mniej
odporny na “atak bizantyński”, niż sugerowałoby to rozwiązanie
klasyczne.
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