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Pojecie entropii

Niech pewien ukfad fizyczny moze znajdowac sie w jednym z N stanow
{w;}¥ . Kazdy z tych stanéw moze by¢ przybrany z prawdopodobien-
stwem p; = P(wz) Y.ipi = 1.

Kiedy mamy pefng informacje o uktadzie? Kiedy wiemy, ze uktad z catg
pewnoscig znajduje sie w konkretnym, znanym nam stanie w;,: p;; = 1,

Kiedy mamy najmniejszg informacje o uktadzie? Gdy kazdy stan uktadu
jest obsadzony z jednakowym prawdopodobienstwem: p; = p; = --- =

py (= 1/N).
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Im mniej prawdopodobny jest stan, w ktorym
znajduje sie uktad, tym bardziej uporzgdkowany

nam sie wydaje.
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Entropia Gibbsa-Shannona

Claude Shannon, 1948: Entropia informacyjna jest $rednig miarg informa-
cji zawarte] w danym rozktadzie.

N

S=— ) p;logsp;
i=1

Ten wzér jest identyczny (z doktadnoscig do jednostek) z wyprowadzonym
przez Josiaha Willarda Gibbsa na przetomie XIX i XX wieku:

N

S=—kp ) p;inp
i—=1

Im wiecej wiemy o systemie, tym jego entropia jest mniejsza.
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Il zasada termodynamiki:
W zadnych procesach zachodzgcych
spontanicznie entropia nie moze malec.

Czy to sie odnosi do obliczen na komputerze?!
A raczej, czy przeprowadzanie obliczen koniecznie
wigze sie ze wzrostem entropii?
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Demon Maxwella

Czy demon Maxwella, po wyeliminowaniu (zminimalizowaniu) tarcia itp,
narusza Il zasade termodynamiki?
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Silnik Szilarda — minimalistyczna wersja demona Maxwella
Jeden termostat utrzymuje uktad w statej temperaturze.
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Wstaw przegrode.

Ustal, w ktérej potowce jest czgstka (pomiar!).

Przyczep ciegna.

Poczekaj, az czgstka przesunie przegrode do $ciany — praca kg7’ In 2.
Odczep ciegna.
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Eksperymentalne (!) realizacje silnika Szilarda

e czgsteczka Brownowska w roztworze koloidalnym
S. Toyabe, T. Sagawa, M. Ueda, E. Muneyuki, M. Sano, Nature Phys. 6, 988 (2010)
E. Roldan, |. A. Martinez, J. M. R. Parrondo, D. Petrov, Nature Phys. 10, 457 (2014)

e pojedynczy elektron
J. Koski, V. Maisi, T. Sagawa, J. Pekola, Phys. Rev. Lett. 113, 030601 (2014)

e Dbistabilny system mikromechaniczny
I. Neri, M. Lopez-Suarez, Sci. Rep. 6, 34039 (2016)
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Na ktérym etapie cyklu pracy silnika Szilarda wzrasta entropia?
Leo Szilard: Entropia wzrasta w wyniku dokonania pomiaru.
To nie jest prawidtowa odpowiedz.

Charles Bennett: Mozna dokona¢ odwracalnego pomiaru stanu uktadu
dwustanowego.
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Termodynamika informaciji

Juan M. R. Parrondo, Jordan M. Horowitz and Takahiro Sagawa, Nature Phys. 11, 135 (2015)

System X jest w pewnym stanie. Dokonujemy na nim pomiaru M. Zmiana
entropii wynosi

AS = S(X|M) — S(X) = —kgI(X; M) <0

I(X; M) — mutual information. Jesli pomiar nie zmienia energii (ani Ha-
miltonianu) uktadu | odbywa sie izotermicznie, zmiana energii swobodne;

AF = -TAS =kgT I(X;: M) >0
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e Pomiar (uzyskanie informacji o systemie) wyprowadza system ze
stanu rownowagi.

e Pomiar zwieksza (nierbwnowagowg) energie swobodnag.

e Ta energia moze by¢ zuzyta do wykonania pracy.

W tym jezyku Il Zasada Termodynamiki ma postac
W — AF > kgT I(X; M)

W jest pracg wykonang przez system. W procesie cyklicznym (pomiar-
powr6t do stanu poczatkowego) AF = 0. Mozemy zatem uzyskac ilos¢
pracy proporcjonalng do informacji uzyskanej w pomiarze.

Informacja zapisana w pamieci moze “napedzac” silnik.
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Fizyka pamieci

l\' l./

Aby jakis uktad mdgt dziata¢ jako pamieé, musi posiadac¢ wiele rozrdznial-
nych standw metastabilnych: ergodycznos¢ musi by¢ ztamana (lub efek-
tywnie ztamana na czas rzedu czasu zycia pamieci). Przestrzen fazowa
catego uktadu dzieli sie na szereg (roztgcznych) regiondéw ergodycznych
{"m}. Niech py,, bedzie prawdopodobienstwm, ze pamigc jest w stanie
m, 0 energii Ey, | entropii S;,. WoOwczas energia swobodna pamigci wy-
nosi

F(M) = me(Em —TSm) — kT <_ me mpm)
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Jezeli na skutek manipulowania pamiecig przeprowadzamy jg ze stanu
M do innego stanu M’, charakteryzowanego rozktadem prawdopodobien-
stwa p/,., praca potrzebna do tego

W >F(WM)—-F(M).

Reset do zera

Niech nowym stanem bedzie stan, w ktérym pg = 1, Pm=0 = 0. Wow-
czas S(M'") = 0, praca zas$ spetnia

W > kgT S(M).

Dla symetryczne] pamieci dwustanowej (jeden bit informacji) dostajemy
granice Landauera, W > kgT'In 2. Zostato to potwierdzone eksperymen-
talnie

Y. Jun, M. Gavrilov, J. Bechhoefer, Phys. Rev. Lett. 103, 190601 (2014)
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Pamiec¢ jako “naped” silnika

Rozpatrzymy uktad ztozony, “zewnetrze”, X i pamie¢, M. Niech obie cze-
Sci oddziatujg jedynie w czasie pomiaru. Wéwczas catkowita energia (nie-
rownowagowa) swobodna

F(XM) = F(X) 4+ F(M) + kgTI(X; M).

W trakcie “pomiaru” ewoluuje pamie¢ w sposdb zalezny od stanu X, ale
sam stan X sie nie zmienia. Catkowita energia swobodna sie nie zmie-
nia, ale pomiar wprowadza korelacje pomiedzy M a X. W nastepnym
kroku zmieniamy X w sposéb zalezny od stanu pamieci, M. Oznacza to,
ze nad X wykonywana jest praca, a korelacje pomiedzy M a X sg usu-
wane. W przypadku idealnym, praca wykonana nad X jest rOwna pracy
potrzebnej do ustawienia pamieci. W przypadkach nieidealnych dosta-
niemy strate: praca uzyskana bedzie mniejsza od pracy potrzebnej do
ustawienia pamieci.

Czy informacja jest fizyczna? 14



A jesli pamiec sie wyczerpie?

Jesli caty uktad X 4+ M musi zapamietywac kolejne porcje informacji, przy
czym dostepna jest skoniczona liczba standéw I, pamiec albo sie wyczer-
pie i dziatanie catego utadu ustanie, albo spozytkujemy czes¢ informagciji
zgromadzonej w pamigci do wykonania pracy, albo wreszcie, jesli praca
nie jest (bo na przyktad nie moze byC€) wykonywana, odpowiednia ilos¢C
energii zostaje rozproszona w postaci ciepta i entropia X rosnie. Gra-
nica Landauera okresla minimalng ilo§¢ energii, jaka musi sie rozproszyc¢
w przypadku utraty jednego bitu: kg7 In 2. Jest to mianowicie robwne mi-
nimalnej ilo¢ pracy potrzebnej do resetu do zera jednego bitu, gdyz utrata
jednego bitu jest procesem odwrotnym do resetu do zera. Granica Lan-
dauera wynika z mikroskopowej odwracalnosci, czyli z warunku réwnowagi
szczegotowe)!
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Zasada Landauera:
Skasowanie jednego bitu informacji zwieksza
entropie otoczenia* o co najmniej kg In 2.

“Nie pamieci, ale otoczenia!
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Czy entropia Landauera jest “fizyczna” entropia?

Bity przechowywane sg jako obiekty fizyczne, na przyktad spiny (momenty
magnetyczne). Aby zmieni€ stan stan spinu ze znanego na nieznany, na-
lezy rozproszyC troche energii. Zasade Landauera mozna wobec tego in-
terpretowaé nastepujgco: Minimalna iloS¢ ciepta, jakie nalezy rozproszyc,
aby izotermicznie skasowac jeden bit (utraci¢ informacje o bicie) wynosi
@ = kT In 2. (Entropia ro$nie, gdyz wydziela sig ciepto, nie na odwrdt!)

Istniejace komputery produkujg miliony razy wiecej entropii.
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Dlaczego demon Maxwella nie tamie Il Zasady?

Demon Maxwella, aby wiedzie¢, czy ma otworzy¢ drzwiczki, czy nie, musi
gromadzi¢ informacje o czgstach. Jesli demon jest automatem skonczo-
nym, musi mieC skonczong pamie¢. W ktérym$ momencie ta pamiec sie
wyczerpie i demon, aby méc dalej pracowac, musi zaczgc czysci¢ pamiec.
Entropia wzrasta, gdy demon usuwa bity ze swojej pamieci.

Dlaczego silnik Szilarda nie tamie Il Zasady?

Gdy uktad wykona catg prace — przegroda dojdzie do fizycznej granicy po-
jemnika — tracimy informacje o lokalizacji czgstki: Dwa, dotad roztgczne,
obszary Mg, M1 zlewajg sie, znika oddzielajgca je bariera. Oznacza to
wzrost entropii.

Czy informacja jest fizyczna? 18



Kiedy jeszcze tracimy informacje?

Range of
Values for
Information
Bearing
Coordinate

; BRRERIE

Coaordinate controlling merger

Jesli w toku jakich$ obliczen dwie sciezki zbiegajg sie (np. jesli dwa ze-
stawy danych wejsciowych dajg ten samy wynik), taka operacja jest /o-
gicznie nieodwracalna. Przejscie od stanu 1 do stanu 2 mozna interpreto-
wac jako znikniecie bariery oddzialejgce dwa stany logiczne, czemu takze
towarzyszy wzrost entropii 0 kg In 2.
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Rozszerzona Zasada Landauera (Rolf Landauer, 1961)

Kazda operacja logicznie nieodwracalna
— usuniecie jednego bitu informacji
— potgczenie dwu sciezek obliczen

powoduje wzrost entropii 0 kg In 2.
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Reversible computing

Zatozmy, ze da sie wyeliminowac “fizyczne” przyczyny nieodwracalnosci.
Czy da sie prowadzi¢ obliczenia bez operacji logicznie nieodwracalnych?

— Trzeba przettumaczy¢ caty kod programu
na operacje na bitach, ktére mozna wykonac¢
na bramkach logicznych (trudne, ale
mozliwe).

— Negacja i identycznos$¢ sg odwracalne.

— Bramki AND, OR, NAND, XOR nie sg
odwracalne

A —

AND A
B —

[=]
=
=

Real programmers code in binary.

bl = E=1 0 2
=

=S oo
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Bramka Toffoli

Odwracalne bramki logiczne muszg miec¢ tyle samo wyj$¢, co wejs¢. Mu-
szg tez zapamietywac swoje dane wejsciowe. Tego typu bramkg jest za-
proponowana przez Tommaso Toffoli bramka
(z,y,z) — (x,y,2 XOR (x AND y)). Bramka ta odwraca trzeci bit,
jesli dwa pierwsze sg ustawione.

INPUT | OUTPUT
0[0[0[0[0[0O
ojo[1/0|0] 1
o[1]/0]/0|1]|0
0[1]1]0]1 1
1/0/0[1]0]0
1/0/1[1]0] 1
1]1/0[1]1] 1
111[1]1]0
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Bramka Fredkina

Zamienia miejscami drugi i trzeci bit, jesli pierwszy bit jest ustawiony.

INPUT [ OUTPUT
0[o[0|0[0[0O
0/0|1|/0]0] 1
0o/1]|0|0[1]0
0[1[1/0/[1] 1
1/0/0[1]|0/0
1/0[1]1/1]0
1/1/0[1|0] 1
101111 1
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AND za pomoca bramki Toffoli

Toffoli(a,b,0) = (a,b,a A b)

INPUT | OUTPUT

0,0/0/0(0| O

O O 1 O O 1 a a garbage
0/1/0/0(10

O 1 1 O 1 1 b b garbage
110(0/1]0]0

1/0[1[1]0] 1 0 aAND b
111(0]1T 1] 1

111110111 0 Toffoli AND

Co zrobi¢ z garbage outputs?!

Obliczenia odwracalne
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Programy “binarne”, napisane przy uzyciu negaciji i bramki Toffoli'ego lub
Fredkina, sg logicznie odwracalne (ale majg bardzo duze wymagania pa-
mieciowe).

Czy da sie bramke Toffoli zrealizowac praktycznie?
Przy uzyciu uktadow elektronicznych — da sie, ale uktady elektroniczne

W czasie pracy rozpraszajg duzo ciepta, wiec obliczenie nie bedzie fizycz-
nie odwracalne.
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Billiard Ball Model

Toffoli & Fredkin, 1982: Bramki reprezentowane przez bilard (idealnie spre-
zyste zderzenia kul, pod katem prostym). Hardware jest reprezentowany
przez geometrie bilardu (uktad sztywnych odbijaczy, kanaty), dane przez
warunki poczatkowe, software to zderzenia.

Billiard-ball model of AND gate '1-in

1-in
v
B e
O-in 3 *Oout  “phgT O-out
| v
! .
| AND-output
1-ouf 1-out
\J
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Zebatka brownowska: Inne przedstawienie demona Maxwella

SPRING 7\
| O
b -

PAWL

Smoluchowski, Feynman, Magnasco, Parrondo, Jarzynski. . .

Demon Maxwella
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Model Jarzynskiego

Co robi demon Maxwella? Otwiera lub zamyka drzwiczki w zaleznosci od
tego, czy nadlatuje czgstka “szybka” czy “wolna” — jest to decyzja zero-
jedynkowa. W jezyku zebatek mozna powiedzieC, ze zebatka przeskakuje
0 jedng pozycje w zaleznosci od tego, w ktdrg strone zostat uderzony wia-
traczek.

Minimalistyczny model demona Maxwella jako trojstanowego automatu:

Dybiendu Mandal, Christopher Jarzynski, Work and information proces-
sing In a solvable model of Maxwell's demon, PNAS 109, 11641-11645
(17 lipca 2012).
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B1
1 Al C1

0 BO
AD co

Uktad sktada sie z automatu trojstanowego (trzy stany: minimalna liczba
pozwalajgca zaobserwowac ruch kierunkowy) i jednego bitu informaciji.
W stanie swobodnym uktad przechodzi pomiedzy swoimi stanami o nie-
zmienionym bicie. Mozliwe sg tez przejScia A1 <+ CO (z odwrdéceniem
bitu). Wszystkie 6 ztozone stany sg rownie prawdopodobne.
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Demon czyta tasme

Demon napedzany jest tasmag zawierajgcg bity (interpretowane jako pole-
cenie otwarcia/zamkniecia drzwiczek). Kazdy bit oddziatuje z demonem
przez pewien czas (istniejg zatem zewnetrzny mechanizm przesuwajgcy
tasme i zegar, ktéry decyduje, kiedy tadma ma by¢ przesunieta). Jesli
czas ten jest zbyt krétki, demon moze nie zareagowac na bit, jesli jest zbyt
dtugi, demon osigga lokalng rownowage. Interesujgce sg czasy posrednie.
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Jesli na tasmie sg same zera, demon wykonuje ruch zgodnie ze wskazow-
kami zegara, obracajgc niektore bity. Jezeli na tasmie sg same jedynki,
demon wykonuje ruch przeciwnie do wskazéwek zegara, obracajgc nie-
ktore bity. Jezeli na taSmie jest uporzgdkowany uktad zer i jedynek, takze
mozliwy jest ruch w ktérym$ kierunku. W tych przypadkach demon zwiek-
sza entropie (wyjsciowego) ciggu bitow. Jezeli na wejsciu bity sg losowe,
demon wykonuje ruchy losowe, bez przewagi zadnego kierunku.
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Maszyna Turinga

Teoretyczny model komputera (dowolnej maszyny obliczajgcej):

iOOOOOllBOO?

o,

1. Tadma (potencjalnie nieskonczona), podzielona na komérki. W kazde;j

komorce zapisany jest jeden symbol ze skonczonego alfabetu, obej-
mujgcego symbol pusty.

2. Glowica czytajgca i zapisujgca symbole na tasmie.

3. Rejestr zapamietujgcy aktualny (jeden ze skonczenie wielu) stan ma-
szyny.
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4. Funkcja przejscia, ktéra mowi, co maszyna ma zrobi¢ w zaleznoéci od
swojego stanu i symbolu na tasmie — wymazac lub zapisaé symbol,
przesungc tasme w lewo lub w prawo, przej$¢é do nowego stanu lub
pozosta¢ w dotychczasowym.

Maszyna Turinga jest podstawowym narzedziem mys$lowym w informatyce
teoretycznej (zasada Churcha).

Demon Maxwella 33



Model Mandala-Jarzynskiego jest duzym krokiem na drodze konstrukgciji
“fizycznej” maszyny Turinga.

Daje to teoretyczne podstawy do narzucania termodynamicznych ograni-
czen na mozliwe obliczenia, a takze konceptualnie tgczy podstawy fizyki
statystycznej i teorii obliczalnosci.

Bytby to etap diugiego procesu, zapoczatkowanego przez Richarda Langa
w 1973, a w pewnym sensie juz przez Leo Szilarda w 1929.
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