Analiza szeregdw czasowych:
6. Liniowe modele niestacjonarne

P. F. Gbéra
http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/

semestr letni 2007/08


http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/�

Warunki stacjonarnosci modelu AR(p)

Yn = B1Yn—1 + B2Ypn—o + -+ + prn—p + aonn . (1)

Proces (1) jest stacjonarny wtedy i tylko wtedy, gdy pierwiastki rownania
NP — BIAPTE — BN — . — B, =0 (2)

lezg wewnatrz okregu jednostkowego. Jezeli ktdrys pierwiastek lezy poza
okregiem jednostkowym, model wybucha.

Co sie dzieje, jesli jakis pierwiastek lezy na okregu jednostkowym? Model jest
niestacjonarny, ale czy mozemy jakos sobie z tym poradzi¢?
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Trendy liniowe

Rozwazmy proces

Yn4+1 = Yn + ann (3)

Proces ten jest niestacjonarny, réwnanie (2) ma dla niego postac A — 1 = 0, ale
szereg pierwszych roznic jest stacjonarny:

1
2 =Ygt — yn = ann (4)

jest stacjonarny!

Ogblinie, jesli zbudowany ze wspotczynnikOw procesu wielomian wystepujacy
w réwnaniu (2) ma posta¢ (A — 1)By(A), gdzie By, jest wielomianem stopnia
p, majgcym wszystkie pierwiastki wewnatrz okregu jednostkowego, proces taki
nazywamy procesem ARIMA(1,p,0). Proces taki ma (lokalny) trend liniowy.
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Trendy kwadratowe

Podobnie, jesli zbudowany ze wspdtczynnikdw procesu wielomian wystepujacy
w réwnaniu (2) ma postaé (A — 1)?B,(\), gdzie B, jest wielomianem stopnia
p, majgcym wszystkie pierwiastki wewnatrz okregu jednostkowego, proces taki
nazywamy procesem ARIMA(2,p,0). Proces taki ma (lokalny) trend kwadratowy.
Szereg jego drugich roznic jest stacjonarny.

Przyktad:
YUn+1l = 2Un— Yn—1+ aomn (5a)
1
SV Sy —un = 240 + aom (5b)

zqu) = zf,(ll) — Z7(%1_)1 = aomn (5¢)
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Przykiad szeregu z trendem liniowym
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Przykiad szeregu z trendem kwadratowym
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“Empiryczny” sposob postepowania

Jesli domyslamy sie, ze badany szereg czasowy moze miec trend
liniowy, badamy szereg jego pierwszych roznic. Jesli szereg
pierwszych roznic jest niestacjonarny, badamy szereg drugich
roznic.

W praktycznych zastosowaniach szeregi z trendami liniowymi
| kwadratowymi na ogét wystarczajg, mozemy sie wiec ograniczy¢
do badania pierwszych i drugich réznic.
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Przykitad szeregu z trendem szesciennym (nierealistyczny)
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Dopasowywanie modelu

e Z niestacjonarnego szeregu czasowego tworzymy stacjonarny szereg pier-
wszych, ewentualnie drugich roznic.

e Do stacjonarnego szeregu réznic dopasowujemy model ARMA(p,q).

o WyjSciowy szereg jest wowczas procesem typu ARIMA(p,d,q), gdzie d ozna-
cza rzad roznicy, jaki byt potrzebny do uzyskania szeregu stacjonarnego.

e “I” w nazwie ARIMA oznacza “Integrated” — wycatkowany, czyli wysumo-

wany.
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Przykiad
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Poniewaz p33 ~ 0, przyjmujemy, ze szereg pierwszych roznic jest proce-
sem AR(p = 2). Z réwnan Yule’a-Walkera obliczamy 51 = —0.849523,
B> = —0.165224. Wielomian okreslajgcy stabilno$¢ szeregu pierwszych rdz-
nic dany jest przez \2— 31\ — 3>, a wobec tego wielomian okreslajacy stabilno$¢
przecatkowanego procesu dany jest przez (A — 1)(A\2 — 81\ — B5), a zatem ba-
dany proces jest procesem ARIMA(2,1,0). Natezenie szumu szacujemy liczgc
pierwiastek z wariancji szeregu pierwszych réznic. Ostatecznie dla badanego
procesu otrzymujemy

Yn4+1 = 0.150477 y, + 0.684299vy,,_1 + 0.165224 y,,_> 4+ 0.189055n,
(6)
Proces, ktorego uzyto do wygenerowania tego przyktadu, miat postac

Ynt1 = 0.166667 y,, + 0.666667 y,_1 + 0.166667 y,_» + 0.125000 7,
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Gdy szum jest silniejszy, sytuacja moze sie pogorszyc¢
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W tym wypadku tez moglibySmy na oko uznaé, ze ¢33 ~ 0, a zatem, ze sze-
reg pierwszych réznic mozna opisa¢ procesem AR(2). Ale czy istnieje jakie$
kryterium pozwalajgce rozstrzygng¢ o rzedzie modelu?
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Kryterium Akaike

AIC — Akaike Information Criterion

Jest jasne, ze jesli do danych dopasowujemy r6zne model, dopasowanie bedzie
tym lepsze, im wigcej swobodnych parametrow bedziemy mieli do dyspozyciji.
Z drugiej strony modele ze zbyt duzg liczbg swobodnych parametréw sg uwa-
zane za niedobre. Powinnismy wiec jednoczes$nie nagradza¢ dobre dopasowa-
nie i ,karac¢” za zbyt wiele parametrow. Zaktadamy, ze btedy pochodzg z rozktadu
normalnego i ze dopasowanie przeprowadzamy metoda najmniejszych kwadra-
tow.
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— P
AIC=1InQ+2 (7)

gdzie Q jest rezydualnym btedem: Przy dopasowywaniu modelu AR(p),

D 2
Q=) (Zn - > ﬁjzn—j) (8)
n j=1

gdzie {3, ?:1 sg dopasowanymi parametrami dla procesu rzedu p. Im wyzsze
p, tym, potencjalnie, mniejsze @, ale zarazem tym wigkszy jest czton 2p/N.
Dobieramy takie p, aby AIC byto najmniejsze.

Uwaga: gdyby btedy nie pochodzity z rozktadu normalnego, trzebaby przyjac¢ inng definicje AIC.
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Dla n = 6 otrzymalibysmy 3; = —0.832051, 8> = —0.181079, (83 =
0.0407839, B4 = 0.0650440, B = 0.0504210, Bg = 0.0310754, a za-
tem wyjsciowy szereg bytby procesem ARIMA(6,1,0) o parametrach

Ynt1 = 0.167949y, + 0.650972y,_1 + 0.221863y,_ >
+ 0.024260y, 3 — 0.014620y,,_4 — 0.081496y, =
— 0.031075y,,_g + 0.700224 1, (9)

Dla poroéwnania, przyjecie p = 2 daje 81 = —0.831124, B, = —0.189943
| dalej ARIMA(2,1,0):

Yn+1 = 0.168876 y, + 0.641181y,,_1 + 0.189943 y,,_> + 0.700224 1y,

(10)
co jest nieco gorszym przyblizeniem idealnych parametréw uzytych do wygene-
rowania szeregu.
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Kryterium Akaike w “zwyklej” metodzie najmniejszych kwadratow

T
dane  +
generating function -

y(x)

I I I I I I I
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0

Punkty wygenerowane wedtug wzoru

yn = 0.1252> 4+ 0.2522 — 2.5z, + 3.0+ 0.5,

(11)
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Wyniki dopasowania
Dopasowane krzywe trzeciego i czwartego stopnia — w skali rysunku nierozréznialne
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Szeregi sezonowe

Staramy sie zidentyfikowac okres, po czym tworzymy szereg odpowiednich roznic
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Do stacjonarnego szeregu réznic dopasowujemy jaki$ model ARMA
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