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Filtry liniowe

W dziedzinie fourierowskigj filtruje sie bardzo prosto: oblicza sig iloczyn
transformat sygnatu wejsciowego i funkcji przejscia.
W dziedzinie sygnatu moze to bycC bardziej skomplikowane:
filtr FIR:

X(1) y(t)
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Funkcja przejscia

Nawet jesli filtr jest realizowany w dziedzinie sygnatu, wygodnie jest go analizo-
wac w dziedzinie fourierowskiej. Kazdy filtr /iniowy w dziedzinie fourierowskigj
przedstawiamy jako

Y(f) =R(HXU). (1)

Funkcje H(f) nazywam funkcjg przejscia lub funkcjg przenoszenia (transfer
function).
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Terminologia

e H(f) =0dla|f| > fo—filtr dolnoprzepustowy.
e H(f) =0dla|f| < fo—filtr gérnoprzepustowy.
e H(f) # 0dla f1 < |f] < fo —filtr pasmowo przepuszczajgcy (bandpass).

e H(f) = O0dla f1 < |f| < fo — filtr pasmowo zatrzymujacy (bandstop);
jezeli szeroko$¢ wycinanego pasma f> — f1 jest mata, zwany takze notch
filter.
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Ogolny filtr liniowy w dziedzinie sygnatu ma postac

q p
yn= D, Zp_k+ Y BrUn—k (2)
k=—s k=1

xn, jest (dyskretnym) sygnatem wejsciowym, y, sygnatem wyjsciowym.

Jesli s > 0, przyszte wartosci sygnatu wejsciowego sg potrzebne do okreslenia
sygnatu wyjsciowego — taki filtr nazywamy akauzalnym. Nie moze on by¢ zre-
alizowany on-line.

Jesli p = O, filtr nazywa sie filtrem FIR (ang. Finite Impulse Response) lub
tez filtrem sredniej ruchomej (ang. moving average). Jesli p > 0, filtr nazywa
sie filtrem IIR (ang. Infinite Impulse Response) lub tez filtrem autoregresywnym
(ang. autoregressive).
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Kauzalne filtry FIR

Kauzalny filtr FIR ma postac

q
Yn = Z XLk - (3)
k=0

Jezeli sygnat wejSciowy jest stacjonarny, sygnat wyjsciowy takze jest stacjo-
narny. Liczbe ¢ nazywamy rzedem filtru.
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Aby znalez¢ funkcje przejscia filtru, liczymy transformate Fouriera wyrazenia (3).
Otrzymujemy

1N—12'/N 1N—12,/Nq
VN n=0 VN =0 k=0
Eq: 1\~ 2rimn/N f: 1 Ni_k 2rim(n/+k) /N
mTLmn wim\n
—_ Ol —F— (& Lk — Ol —F— Lyt -
k=0 VN n=0 VN

(4)
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Na mocy zatozenia o okresowosci wejsciowego sygnatu, z_; = x_;. Z dru-

giej strony, exp(2wim(N — I)/N) = exp(2wim)exp(2mim(—I)/N) =
exp(2mim(—1)/N). A zatem
q . 1 N2, q .
Y, = Z ak€27rzmk/N Z p2mimn /an/ — Z ak627mmk/N Xm. (5)
k=0 \\/Nn’—O k=0 J
X Hm

m/N = m/(NA) A = fnA, gdzie fm jest m-tg dyskretng czestotliwoscig
fourierowska. Zatem
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Funkcja przejScia kauzalnego filtru FIR
ma postac

H(Fm) = zq: o, (627m'fmA)k — o (627m'fmA) ’ (6)
k=0

gdzie a(z) jest wielomianem stopnia g postaci

q
alz) = > a2 . (7)
k=0

Czesto dla wygody przyjmuje sie, ze A = 1, czyli ze krok probkowania jest
jednostkg czasu. Wéwczas mozna pomingé A w (6); nalezy jednak pamigtad, iz
w tej konwencji czestotliwoéci sg wielkoSciami bezwymiarowymi, a przedziatem
Nyquista jest [-1/2,1/2].
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Funkcja przejscia filtru FIR

Powyzsze wyrazenie mozna bardzo tatwo uogdlni¢, rachunek jest niemalze taki
sam: Funkcja przejscia dowolnego filtru FIR ma postaé

H(fm) = 30 g (270n8YF = o (e2mifnss). 8)
k=-—s

gdzie a(-) oznacza teraz odpowiednig funkcje wymierna.
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Proste filtry dolno— i gornoprzepustowe

Rozwazmy filtr

Yn — ,%n— 1+ x + xn—l—l'

1
4
Jego funkcjg przejécia jest

He(F) = 27”f —|— —|— —2mif — 1+%cos,27rf = cos’rf.

2
Analogicznie, funqu przejsma flltru

1 1
Yn — _an—l + ~Tn = TLp41 -

jest

1 : 1 1 - 1 1
Hs(f) = _Tedmif 4 © mem2mif — 5~ Ecoszwf = sin’nf.

4 2 4

(10)

(11)

(12)
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Filtr (9) jest (kiepskim) filtrem dolnoprzepustowym.
Filtr (11) jest (kiepskim) filtrem gornoprzepustowym.
Funkcje przejscia:

1 T - T \\ T 1 =
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// \\\ \\\
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“Zwykta” srednia ruchoma

Roéwniez niewazona $rednia ruchoma

1
2l 41

Yn (xn—l T Tn—1+1 T T L T Tp41—1 T xn—l—l) , (13)

o funkcji przejscia

1

o+ 1 (lL42cos2nf+2cosd4nf+---4+2cos2inf) (14)

Hua(f) =

jest kiepskim filtrem dolnoprzepustowym.

4. Filtry liniowe 13



Funkcje przejscia dla filtréw niewazonej Sredniej ruchomej
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Przykitad zastosowania Sredniej ruchomej
(szum poréwnywalny z sygnatem)
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Filtry “rézniczkujace’

Pierwsza pochodna:

dg| _1(g(x)—glz—A)  gl@+A)—g(x) 1 o
%x‘i( o &) set 8 ) Lo+ A) o g(e—B) (153
Yn = 21A Tn+1 — i Tn—1 (15b)
H(f) = —S|n(27rfA) (15c)

Druga pochodna:
1 1 1
Yn =— 4A25En—|—1 - 2A2xn _I_ 4A2$n—1 (163.)
1

H(f) = N sin(rfA) (16b)
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Rola fazy funkcji przenoszenia

W dziedzinie fourierowskigj

Y(f) =Hr(HXU). (17)

H(f) = R(f)e"fb(f), R(f) > 0. Modut funkcji przejscia ostabia/wzmacnia
poszczegolne czestosci. Za co odpowiada faza ¢(f)?

Zauwazmy, ze filtr (9) jest filtrem akauzalnym, bardzo tatwo jednak znalez¢ jego
kauzalng wersje, wprowadzajgc opoznienie w czasie:

1 1 1
Yn — Z:En—Q + Efcn—l + 7 Tn (18)
o funkcji przejscia
H(f) = e°™ cos? f . (19)
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Funkcja ta rozni sie od funkciji przejscia filtru (9) tylko czynnikiem fazowym, sam
zas filtr (18) rézni sie od filtru (9) jedynie przesunieciem w czasie. Stgd wnio-
sek, iz czynnik fazowy w (19) odpowiada za to przesuniecie w czasie. Tak jest
w istocie!

Zatozmy, ze faza funkcji przejscia zalezy liniowo od czestotliwosci, ¢(f) =
afA. Obliczajgc transformate odwrotng znajdziemy

Yr(t) ~ ZH(fn)X(fn)e_menkA — Z R(fn)emf”AX(fn)e_sznkA
= 3 RO X (e 2min-0B, 20)

co odpowiada przesunieciu w czasie 0 a kanatdbw. Zatem filtry o liniowej fazie
wprowadzajg jednorodne przesuniecie w czasie. Filtry, ktére nie majg liniowe;
fazy, wprowadzajg roznice fazowe pomiedzy poszczegdlnymi sktadowymi fourie-
rowskimi, co moze by¢ niepozgdane.
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Projektowanie filtrow FIR

Jesli dany jest filtr FIR

q
Yn = Y 0Ty _k, (21)
k=0

to wiadomo, ze jego funkcja przejScia ma postac

H(m) = Y oy (27 8)" (22)

k=0
Zauwazmy, ze (22) jest (z doktadnoscig do state]) dyskretng transformatg
Fouriera filtru w dziedzinie czasowe.
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Problem odwrotny

Na ogot mamy jednak do czynienia z problemem odwrotnym™®: Majac dang “ide-
alng” funkcje przejscia H(f), dobrac wspotczynniki «y. i rzad ¢ filtru (21) tak, aby
jego funkcja przejscia byta mozliwie najblizsza zaktadanej funkcji “idealnej”.

““Problem odwrotny” (ang. an inverse problem) to nazwa techniczna!
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PodejScie intuicyjne

e Wez idealng funkcje przejscia H(f).
e Oblicz odwrotna transformate Fourieral

1/2
h(t) = / H(F)e—2mift gf (23)

—1/2

e Zdyskretyzuj h(t) w tylu punktach, ile wynosi rzad filtru.

To podejscie na ogét nie dziata. Na ogdt dyskretyzuje sie idealng funkcje przej-
Scia i odwraca dyskretng transformate celem znalezienia wspotczynnikdw filtru,
ale za cene znieksztatcenia funkcji przejscia.

Dla A = 1 czesto$¢ Nyquista wynosi 1/2.
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Przyktad: Filtr dolnoprzepustowy

|dealna funkcja przej$cia wynosi

1 |fI< fo<1/2,

H(f) = (24)
{0 [f1> fo.
Funkcja przejscia w dziedzinie czasowej wynosi zatem
12 : o : Sin 27 fot
hW) = [ (e 2lap = [ 72l ap = . (25)
Tt
—1/2 —fo

Amplituda h(t) maleje bardzo powoli. Ostra krawedz zawiera wszystkie sktado-
we fourierowskie. Trzeba albo wprowadzi¢ arbitralne obciecie, albo kombinowac,
na og6t domnazajgc idealng funkcje przejscia przez pewng funkcje okna.
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Wspotczynniki dolnoprzepustowych filtrow FIR z oknem Hanninga
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Dolnoprzepustowe filtry FIR dyskretyzowane w réznej ilosci punktow
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Uwagi

e Na ogot potrzeba wysokiego rzedu, aby filir FIR byt przyzwoity.

e Wprowadzenie funkcji okna zmniejsza gwattowne oscylacje w poblizu kra-

wedzi (ripple), ale zwieksza obszar spadku/narastania funkcji przejscia (roll-
off).

e Projektowanie filtrow jest tylez nauka, co sztukg. Projektujgc filtr trzeba
zwracac uwage na

— ripple,
— roll-off,
— (nie)liniowosc fazy,
— wymagania odnosnie pamieci i czasu przetwarzania.
Zazwyczaj nie da sie zoptymalizowac wszystkich wymagan jednoczesnie ®.

e |stnieje bardzo bogata literatura dotyczgca projektowania filtrow.
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Liniowy filtr /IR

ma postac

Z ATy T Z BrkYn—Fk (26)

k= =1

gdzie p > 1, xn, jest (dyskretnym) sygnatem wejsciowym, y, sygnatem wyjscio-
wym. Dla wygody zapisu przyjmujemy, ze filtr jest kauzalny (s = 0); dopuszcze-
nie akauzalno$ci niewiele zmienia w naszych rozwazaniach.
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Problem

Filtr /IR ma sprzezenie zwrotne. Oznacza to, ze, w zasadzie, moze on dawac
niezerowe wyjscie nieskonczenie dtugo po ustaniu sygnatu wejsciowego. Jak
temu zapobiec?

Czy mozemy by¢ pewni, ze jesli sygnat wejsciowy jest stacjonarny, to
stacjonarny jest rowniez sygnat wyjsciowy?
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Liniowe rownania roznicowe

Jednorodne liniowe rownanie roznicowe:

zn = P1z2p—1 + Bozpn—2+ -+ szn—p (27)

Niejednorodne liniowe réwnanie réznicowe:

zn = B12p—1 + Bozpn—2+ -+ Bpzn—p+ ¢ (28)

Twierdzenie: Rzowigzanie ogdlne niejednorodnego liniowego rownania rdznico-
wego jest rowne sumie rowigzania szczegétowego rownania niejednorodnego
| rozwigzania ogolnego rownania jednorodnego.

Dla badania stabilnosci filtréw /IR wystarczy zatem zajgc sie rownaniami jedno-
rodnymi.
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Zanurzenie w przestrzeni wielowymiarowej

Zdefiniujmy z,, = [zn, 2,1, - - -, zn_p_|_1]T € RP. Wéwczas réwnanie (27) mo-
zemy zapisa¢ w postaci

Wida¢, ze rozwigzanie réwnania (29) bedzie stabilne (nie bedzie wybuchad),
jesli wszystkie wartosci wiasne bedg na modut mniejsze od 1.
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Wyznacznik charakterystyczny ma postac

(B1—X Ba Bz - Bpo1 Bp
1 - 0O .- 0 0
W,=det| 0 1 -X--- 0 O

O o 0 - I

= —AWp_1 4+ (-1)PT8, = N2W, o + (-1)PTI8,_ A+ (-1)PTig, = .
= (1P (AP + BN 4 BoAP 2 4 4 ) (30)

Widzimy zatem, ze...
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Warunek stabilnosci filtru /IR

Filtr /IR (26) jest stabilny wtedy i tylko wtedy gdy pierwiastki

rOwnania
AP — B NPT BT 8, =0 (31)

lezg wewnatrz okregu jednostkowego.
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Konfuzja terminologiczna

Czasami — z powodow, ktére juz za chwile stang sie oczywiste — powyzszy
warunek formutuje sie dla odwrotnosci A, a zatem

Filtr /IR (26)) jest stabilny wtedy i tylko wtedy gdy pierwiastki rownania

1— Bru— Bou® — -+ — BpuP =0 (32)

lezg na zewngtrz okregu jednostkowego.

Warunki (31), (32) sg rownowazne, ale trzeba uwazac, zeby sie nie pomylic.
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Przyktad

Rozwazmy filtr

Yn = B1Yn—1 + Tn . (33)

Jego wielomianem charaktesrystycznym jest

B(z) =1-p1z. (34)

Widag, ze jesli |61] > 1, yn wybucha, musi zatem by¢ |31| < 1, jednak w takiej
sytuacji jedyny pierwiastek wielomianu charakterystycznego (34), rowny 1/31,
lezy na zewnatirz przedziatu (a wiec i okregu) jednostkowego.
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Funkcja przejscia filtru /IR

Przeksztatcam wyrazenie (26) do postaci

Yn — B1Yn—1 — -+ — BpYn—p = @0Tn + @¥1Tp_1 + - + gtn—q, (35)

a nastepnie, tak jak dla filirow FIR, biore transformate Fouriera. Ostatecznie jako
funkcje przejscia dostaje (A jest krokiem prébkowania)

ij o (€2m'fmA)k
_ k=0
H(fm) = 5 _ - (36)

Czesto przyjmuje sie A = 1. Wowczas przedziat Nyquista wynosi [—1/2,1/2].
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Projektowanie filtréw /IR

Trudno$¢ w projektowaniu filtréw /IR polega na unikaniu biegunéw prowadza-
cych do niestabilnosci. Na ogét nie jest fatwo stwierdzi¢ czy biegun lezy na
zewnatrz, czy tez wewnagtrz okregu jednostkowego. Dlatego tez uzywa sie na-
stepujacej transformacji biliniowey:

1 —w z—1

czyli w=1

, : (37)
1+ w z4+1

Obliczmy

1—dw 14w  14+iw—iw+|w? 1+ |w?+2Imw
1+iw 1—iw 1—iw+iw+|w? 14+ w2—-2Imw’
Dla stabilno$ci filtru, dopuszczamy bieguny |z|2 > 1. Z (38) wynika, ze musi by¢

Imw > 0. Po zastosowaniu transformacji (37), dopuszczamy jedynie bieguny
lezgce na gornej potptaszczyznie.

(38)

2[2 =
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Procedura projektowania filtru /IR

e Dana jest ,idealna” funkcja przejscia H(f).

e Znajdujemy funkcje wymierng dostatecznie dobrze przyblizajacg H(f).
Oznaczamy jg H(f). Musi by¢ ona rzeczywista, nieujemna i ograniczona.
Traktujemy jg jako funkcje zmiennej ,w”, f — w.

e Znajdujemy bieguny H(f). Potowa leze¢ bedzie na gornej, potowa na dol-
nej potptaszczyznie. Bierzemy tylko iloczyn cztondw z biegunami gornej
pétptaszczyzny, podstawiamy f = i(z — 1)/(z + 1), upraszczamy, identy-
fikujemy wspoétczynniki.
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Przyktad: Filt Butterwortha rzedu N

Jak poprzednio, projektujemy filtr dolnoprzepustowy. Schodkowg funkcje przej-
Scia przyblizamy za pomocg

H() = ooy (39)

1+ ()
gdzie fp jest czestotliwoscig obciecia. Filtr oparty na funkcji (39) nazywa sie
filtrem Butterwortha rzedu N. Bieguny funkcji (39) lezg na okregu o promieniu

fo, symetrycznie wzgledem osi rzeczywistej.
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Najprostszym przyblizeniem jest przypadek N = 1. Mamy

1 —i

— - | (40)
/ f -
1+ (£)2 £+i £ —i
Bierzemy zatem
—ifo _  —itfo _  —Jo—Jfor = _ —fo — foz
f—ifo iEg—ifo Z—l—foz—fo —(1+ fo) + (1 = fo)=z
_|_
1- 1—|—foz

Wspbtczynnikami filtru sg ag = a1 = fo/(1 + fo), 81 = (1 — fo)/(1 + fo).
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Po lewej: funkcja przejscia filtru Butterwortha rzedu pierwszego. W $rodku: funkcja przejscia
filtru Butterwortha rzedu czwartego. Po prawej: faza filtru Butterwortha rzedu czwartego.
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Najbardziej popularne typy filtrow

1. Filtr Butterwortha

e Zobacz wyzej (39).

e Pierwszych 2N — 1 pochodnych H(f) znikaw f = 0 — filtr Butterwor-

tha jest maksymalnie ptaski.
e Bieguny lezg na okregu.

e Uzywany w zastosowaniach audio.

4. Filtry liniowe
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2. Filtry Czebyszewa.
e Ma znacznie bardziej stromy spadek (rolloff), ale pojawiajg sie ripple.

e Sg dwa typy filtréw Czebyszewa, w zaleznosci od tego, gdzie dopusz-
czamy ripple: Ripple w pasémie przenoszenia (passband):

1

H(Sf) = : (42)
1+ [Ty (f/ fo)]?
Ripple w pasmie zatrzymywanym (stopband):
1
H(Sf) = T2 (43)
N\Js
1+ [TNUS/J%I

W powyzszych wyrazeniach T’y oznacza wielomian Czebyszewa stop-
nia N, f, oznacza (gérng) granice pasma przenoszenia, fs > fp 0zna-
cza (dolng) granice pasma zatrzymywanego.
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e Z uwagi na ripple, nie uzywa sie go w zastosowaniach audio. Jest znako-
mity, jesli pasmo przenoszenia obejmuje tylko jedng ,interesujgcg” cze-
stotliwo$¢ — na przyktad gdy trzeba wycig€ wyzsze harmoniczne.

3. Filtry eliptyczne
1

1+ [Ry (f/f)]*
gdzie Ry jest pewng funkcjg wymierng, w kiorej zera licznika lezg w prze-
dziale [—1/2,1/2], za$ zera mianownika lezg poza tym przedziatem, przy
czym Ryn(1/z) = 1/Rn(z). Bieguny takiego filtru lezg na elipsie.

H(f) = (44)

4. Filtry Bessela, o statym opd6znieniu w pasmie przenoszenia.
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Wszystkie powyzsze filtry daje sie zrealizowa¢ analogowo.

Projektowanie analogowych i cyfrowych filtrow [IR jest bardzo waznym zagad-
nieniem w elektronice, telekomunikacji itp.

Filtry IR wymagajg znacznie nizszego rzedu niz filtry FIR o podobnej doktadno-
Sci. Bierze sie to stad, ze aproksymacja funkcjami wymiernymi jest lepsza od
aproksymacji wielomianowe;.
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