Analiza szeregdw czasowych:
3. Filtr Wienera

P. F. Gbéra
http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/

semestr letni 2006/07


http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/�

Filtr Wienera ("filtr optymalny™)

Przypuscmy, ze pewien uktad (fizyczny, biologiczny, socjoekonomiczny, ...) wy-
syta sygnat u(t). Odbieramy go za pomocg urzgdzenia o znanej funkcji odpo-
wiedzi r(t). Dodatkowo, sygnat jest zaszumiony, przy czym szum modelujemy
poprzez biaty szum gaussowski (GWN, Gaussian white noise), co jest naturalne,
jesli zrédtem szumu sg duze uktady fizyczne w stanie bliskim rownowadze ter-
modynamicznej (np. prady termiczne w urzgdzeniu elektronicznym, zakiécenia
fal radiowych spowodowane rozpraszaniem w atmosferze itp). Zaktadamy tez,
ze szum nie jest skorelowany z sygnatem. Na wyjsciu odbiornika widzimy osta-
tecznie

0

e(®) = s +n®) = [ r(t=ru(r)dr+n@). (1)

— 0
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Mierzymy c(t), znamy r(t), czynimy pewne zatozenia odnoénie n(t) — co mo-
zemy powiedzie¢ o u(t)? Chcemy skonstruowac pewien estymator u(t), opty-
malny w sensie najmniejszych kwadratow™:

© @)
< / lu(t) — z’l(t)\Q dt> = minimum, (2)
— OO
gdzie (- - - ) oznacza sredniowanie po realizacjach szumu. Z tozsamosci Parse-
vala wynika, ze takze dla transformat Fouriera zachodzi¢ bedzie

@)

< / )U(f) — (7(]’3)‘2 df> = minimum . (3)

— OO

“Bo btedy sg gaussowskie!
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S(f) = U(f)R(f). Postulujemy nastepujaca posta¢ szukanego estymatora
w domenie Fourierowskiej:

_ o)

R(P) X

U(f)

Ostatecznie musimy zminimalizowac¢ ze wzgledu na ¢ wyrazenie

3. Filtr Wienera 4



< 7 ‘[sm + NOI®) S
) R(f) R(f)

2
df>
= [ 1RO (IS + N = S df

= [ RO (ISDRISNP + SN (DS

+ SO NDIPEIZ 4+ INDOPIPE) = IS(HPPS)
= N(HS*(HP) = [SHPS*(F) = N (HSHP*(f) + IS(H)?) df
(5)
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Zaznaczone wyrazenia to wartosci oczekiwane iloczynu sygnatu i szumu — zni-
kajg na mocy zatozenia o niezalezno$ci szumu od sygnatu. Pozostaje

@)

[ 1RO (1SR (1912 = () - *(1) + 1)

— O

+(IN(NHP) |97 df
[ 1RO (ISHIL = (NP + (INCHIR) [9()I?) df = minimum .
- (6)
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Zaktadajgc, ze @ jest rzeczywiste, (6) osigga minimum dla

SN |
SO+ (IN(H)I2)

D(f) =

Jest to tak zwany filtr Wienera, zwany takze filtrem optymalnym.

W wyrazeniu (7) Sredni poziom szumu znajdujemy badajgc widmo mocy. Filtr
staje sie bliski zeru tam, gdzie prawie nie ma sygnatu i bliski jedynce tam, gdzie
prawie nie ma szumu. W ogdlnosci jest to filtracja stratna.
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Uwaga!

W praktyce tak |S(f)|2, jak i |N(f)|? prébujemy na podstawie widma
mocy sygnatu. Woéwczas zamiast (7) stosujemy

(P(f) — N(f)
() =1 P gdy P(f) > N(f), )

0 w przeciwnym wypadku.

\

P(f) oznacza widmo mocy petnego sygnatu c(t), zaé N(f) to przyblizone
widmo mocy szumu, na ogot dopasowane do sktadowych wysokoczestotliwo-
sciowych. Wazne, ze ®(f) > 0. P(f) moze by¢ obliczane z wykorzystaniem
jakiejs funkcji okna.
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Zaszumiony sygnat i sygnat czysty, na ktérym go oparto

4

il W
_ﬂ Pﬁ
\W il

—

s(t)
o
——

-3 F
sygnat zaszumiony
9 Isygna& czyslty . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8

3. Filtr Wienera



Filtr Wienera oparty na widmie z oknem prostokgtnym
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Filtr Wienera oparty na widmie z oknem Welcha
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Zauwazmy, iz naiwne odszumianie P(f) < prog — C(f) = 0,
daje zte rezultaty:
4 T T
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Czesta posta¢ szumu
Widmo szumu czesto ma postaé

101!
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Dla |f| > 1, N(f) ~ |f|“. W skali
podwdjnie logarytmicznej “ogon” jest
prostg o nachyleniu —a.

Musi zachodzi¢ a > 1.

Jezeli 1 < a < 2, niekiedy méwi sie
0 szumie fraktalnym.
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Przykiad
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3. Filtr Wienera

14



W praktyce widma sa gorszej jakosci. ..
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Dopasowana krzywa (9) z parametrami No = 9.5 - 1074, fo = 5/32,a = 1.9.
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Sygnat przed filtracja
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Ten sam sygnat po filtracji
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Widmo sygnatu przefiltrowanego
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Filtrowanie przefiltrowanego: Kaskadowy filtr Wienera
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Widmo sygnatu po filtrze kaskadowym
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Filtr Wienera i szumy niegaussowskie

Filtr Wienera wyprowadzony byt przy zatozeniu, ze szum jest gaussowski —
tylko wowczas metoda najmniejszych kwadratow odpowiada metodzie najwiek-
szej wiarygodnosci! Jak zachowuje sie filtr Wienera, gdy szum jest niegaussow-
ski, a w szczegdblnosci, gdy drugi (albo i pierwszy) moment szumu nie istnieje, to
znaczy gdy szum ma “ciezkie ogony”?

Na nastepnych rysunkach analizujemy proces generowany przez

_ 1
g(t) =sin2mt + (1), (10)

gdzie ((t) sg losowane z rozktadu Cauchy’ego oraz (((t1){(t2)) = 0dlat] #
to.
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| realizacja: Sygnat przed filtracja
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| realizacja: Widmo mocy sygnatu nieprzefiltrowanego
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| realizacja: Sygnat po filtracji
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| realizacja: Sygnat po dwukrotnej filtracji
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Wyglada to catkiem niezle.

Co prawda sygnat ma tylko jedna, i to znang czestotliwo$¢, wiadomo wiec
czego szukaé. Mimo to prosze zauwazyc, ze (i) amplituda sygnatu spadta (filtr
jest stratny), oraz (ii) Srednia oczyszczonego sygnatu jest ré6zna od zera.

Ale uwaga: Przyjrzyjmy sie jednak innej realizacji teqgo samego procesu (10):
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Il realizacja: Sygnat przed filtracja

4500

4000

3500

3000

2500

2000

g(t)

1500

1000

500 -

-500

-1000

10

15

20

25

30

3. Filtr Wienera

27



Il realizacja: Widmo mocy sygnatu nieprzefiltrowanego
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Il realizacja: Sygnat po filtracji
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Filtracja spowodowata pogorszenie jakosci sygnatu!
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Whioski?

Jesli drugi moment szumu zaburzajgcego sygnat nie istnieje (w szczegdlno-
Sci, jesli szum jest procesem Levy’ego), moze sie zdarzyc, ze filtr Wienera
wspaniale oczysci sygnat.

Moze sie jednak zdarzy¢ i tak, ze filtr Wienera nie oczysci sygnatu, a hawet
go pogorszy!

Obie te sytuacje mogg wystgpic¢ dla réznych realizacji tego samego procesu!

Nie ma zadnych przestanek aby a priori oceniaé, ktéra z tych sytuacji zaj-
dzie.

Jesli szum jest gaussowski, wiadomo, ze filtr prawie na pewno (z prawdopo-
dobienstwem 1 w granicy nieskonczonego szeregu) oczysci sygnat.
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Filtracja w domenie fourierowskiej

Filtracja: Domnazanie transformaty przez funkcje przejscia

transformata transformata odwrotna

gdzie H(fn) jest funkcjg przejécia zadang w zdyskretyzowanych czestotliwo-
sciach f,.

Zasadnicza wada tego podejscia: Trzeba znac¢ caty szereg, a wiec
zgromadzi¢ wszystkie dane, przed zastosowaniem filtru.
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Przykiad
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Skad taki dziwny wynik “niebieskiej” filtracji?

IRAN
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Tym niemniej, przy filtracji w dziedzinie fourierowskiej, nie warto wygtadzac
filtrow
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