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Splot

Jedng z najwazniejszych wtasnoséci transformaty Fouriera jest to, ze transfor-
mata splotu jest iloczynem transformat. ChcielibySmy zachowac te wtasnos¢
takze po dyskretyzacji (préobkowaniu) sygnatu.

Najpierw jednak trzeba zdefiniowaé dyskretny splot sygnatdw o skonczonym
czasie trwania:

M/2

(rxs); = > Si—kTk - (1)

k=—M/2+41
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Jesli splatam dwa sygnaty o czasach trwania My, M»>, w powyzszym rownaniu
M = max(Mq, M2) — krotszy sygnat uzupetnia sie zerami do dtugosci M,
przy czym nalezy pamietac o zatozeniu, ze sygnaty sg okresowe! W praktyce je-
den z ,sygnatow” bedzie funkcjg odpowiedzi (zwang tez funkcjg przejscia) pew-
nego uktadu liniowego i jego ,czas trwania” bedzie znacznie mniejszy od czasu
trwania sygnatu "wejsciowego”. Wowczas na wyjsciu dostaniemy splot sygnatu
wejsciowego i funkcji odpowiedzi.
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Funkcja przejscia pewnego filtru
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Wejscie Wyjscie
011111 | 0000 | 00000 0
001111 | 1000 | 00000 0.125
000111 | 1100 | 00000 0.625
000011 | 1110 | 00000 1.625
000001 | 1111 | 00000 1.75
000000 | 1111 | 10000 1.75
000000 | 0111 | 11000 1.625
000000 | 0011 | 11100 1.125
000000 | 0001 | 11110 0.125
000000 | 0000 | 11111 0

0.125A+4+05B+ C+0.125D
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Impuls prostokatny spleciony z funkcjg przejscia

we
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Splot sygnatu i funkcji przejscia
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Konce sg popsute!
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Splot sygnatu i funkcji przejscia
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original
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Konhce naprawione dzigki uzupetnianiu zerami
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Sposob postepowania

1. Uzupetniam “sygnat wejsciowy” tyloma zerami, ile potrzeba do wypetnienia
diuzszego ogona funkcji przejscia (niekiedy, dla zapewnienia szybkosci ob-
liczen, najpierw musze sygnat obcigg).

2. Licze FFT dwu sygnatow (sygnatu wejsciowego i funkcji odpowiedzi) jedno-
czesnie.

3. Mnoze transformaty.

4. Dokonuje odwrotnej FFT.

Catkowity koszt operacji ~ O(2N log N)
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Nienumeryczne (?) wykorzystanie splotu

Dane sg dwa wielomiany A(z), B(z) stopnia co najwyzej n:

A(z) = anz"4a, 12" 14+ -+ a1z +ag, (2a)
B(2) bnz" + b, 12" T4+ 4 brz+ bg. (2b)

lle wynoszg wspdfczynniki ich iloczynu, C(z) = A(z) B(z)? Mamy

CQ’I’L — anbn (33.)
Cop—1 = anby,—1+ap_1bn (3b)
Cop—2 = anbyp_2+an_1bnp_1 4+ an_2bn (3c)

co = apbg (3d)

Suma indeksow w kazdym iloczynie po prawej réwna jest indeksowi po lewe.

2. Splot. Widmo mocy. 10



Ogdlinie
n
c] = Zakgl_k, [=0,1,...,2n, (43.)
k=0
gdzie

53,53:{a87b8 s=0,1,....n (4b)
0 s=n—+1n4+2,...,2n

oraz uzywam okresowosci (sic!) “sygnatow” do wyliczania wspétczynnikéw z u-
jemnymi indeksami: b_; = by,_;+1 = Odlaj = 1,2,...,n. Wspétczynniki
iloczynu sg splotem wspotczynnikow obu wielomianéw. Mozna je zatem zna-
lezé w czasie O(2nlog 2n), nie O(n?), jak by sie wydawato. (Rozszerzenie

{as,bs} — {as, bs} od razu zatatwia problem wypetniania zerami.)
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Zastosowanie — mnozenie duzych liczb w reprezentaciji binarnej

n

r = > aj2/, (5a)
=0
n .

y = Y bj27, (5b)
7=0

gdzie a;,b; = {0, 1}. Prawe strony sg wielomianami postaci (2) obliczanymi w
z = 2. lloczyn xy jest takze wielomianem, ktérego wspoétczynniki sg dane od-
powiednim splotem. Dla odpowiednio duzego n czas obliczenia iloczynu przez
FFT bedzie mniejszy od czasu liczenia wprost!
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Widmo mocy

Ciggte widmo mocy: P(f) — gesto$¢ mocy zawartej w przedziale czestotliwosci

(fs [+ df).

Dyskretne widmo mocy: P(fn) — estymator gestoSci mocy zawartej w prze-
dziale czestotliwosci (fr, — 1/(2NA), fn + 1/(2NA)).
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Widmo dyskretne jest przyblizeniem widma prawdziwego

T T T T T T
prawdziwe widmo

kanat n-1 kanat n+1

f

n
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Periodogram

Zgodnie z twierdzeniem Wienera-Chinczyna, widmo mocy sygnatu stacjonarnego jest transfor-
matg Fouriera funkcji autokorelacji, a zatem jest rowne kwadratowi modutu transformaty Fo-
uriera. Teraz trzymanie ujemnych czestotliwosci jest niewskazane — sin 2« ft i cos 2« ft majg
e samg czestos¢”, a méwigc nieco bardziej Scisle, widmo mocy nie niesie zadnej informacji o
fazie.

Estymatorem dyskretnego widma mocy jest zatem periodogram:

P(0) = [G(0)I?, . (6a)
P(fn) = [|GUP +IG(f-n)?], n=1,2,7~1  (6b)
P(fn2) = IG(fn/2)I7. (6¢)

Przy obliczaniu dyskretnego widma mocy, trzeba szczegodlnie uwazac na stosowang konwencje

odno$nie normalizacji i kolejnosci zapisu sktadowych fourierowskich!
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s(t)

Zaszumiony sygnat
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P

Widmo mocy prezentowanego sygnatu
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Widmo mocy usrednione po 64 realizacjach szumu

10° T

P
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“Wyciekanie” widma (/leakage)

Poniewaz periodogram czestotliwosci f;. przypisuje nie tylko moc zawartg do-
ktadnie w modzie o czestotliwosci f., ale takze w pewnym przedziale wokot tej
czestotliwosci, widmo mocy zawarte w pewnym kanale przecieka do innych ka-
natéw odlegtych o s zgodnie ze wzorem
1 [ sin(ws) 1°

N2 [sin(ws/N)] '
Nie ma “przeciekania” mocy pomiedzy czestotliwosciami nalezgcymi do bazy
Fourierowskiej (odpowiada to catkowitemu s), ale jest “przeciekanie” z czestotli-
wosci lezacych w poblizu.

(7)

Pk —s) =
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Przeciekanie widma — wzér (7)
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Funkcje okna

Czesto aby wygtadzi¢ widmo oraz aby zmniejszy¢ "wyciekanie” mocy do sgsied-
nich kanatoéw, stosuje sie funkcje okna: Szereg domnazamy przez funkcje, ktéra
zanika na poczatku i koncu szeregu i jest bliska jednosci w srodku, a nastepnie
obliczamy transformate tak zmodyfikowanego szeregu:

1 N-1

— 2mink /N
LN e . ®)
VN = kWEk

Dn,
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Periodogram ma postac:

P(0)
P(fn)
P (fNyq)

|44

1 2
_D :
Wl 0l

1

2
= IDa? + D]
1 2
w Pny2l”s

N-1
> wi-
k=0

(9a)
(9b)

(9¢)

(9d)
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Najczesciej stosowanymi funkcjami okna sg:

Okno Barletta:

wk:1—‘kj_vj\[2/2'. (10)

Okno Hanna:
wkzéll—cos(%rk)]. (11)

Okno Welcha:
wk=1—<k]_\,/]\;/2>2- (12)
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Funkcje okna
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Widmo usrednione, okno prostokatne
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P(f)

Widmo usrednione, okno Barletta
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P(f)

Widmo usrednione, okno Hanna
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P

Widmo usrednione, okno Welcha
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Szeregi stacjonarne

Stacjonarny szereg czasowy to taki szereg, ktéry jakosciowo nie zmienia sie w
czasie. Innymi stowy, obserwujgc fragment tego szeregu nie sposéb powiedziet
kiedy zmierzono te wartosci. Formalna definicja brzmi tak: Jezeli rozktady przy-
bierane przez wartosci szeregu czasowego sg takie same w kazdym dowolnym,
dostatecznie dtugim, jego fragmencie i takie same, jak w catym szeregu, szereg
nazywam stacjonarnym. Szereg, kiory nie jest stacjonarny, nazywam niestacjo-
narnym.

Szeregi okresowe, ze zmianami sezonowymi i z trendami sg niestacjonarne.
Szeregi danych gietdowych na ogét tez sg niestacjonarne. W ogdlnosci szere-
gow niestacjonarnych jest znacznie wigcej niz stacjonarnych.
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Widmo mocy sygnatow niestacjonarnych

Twierdzenie Wienera-Chinczyna pozwala wigza¢ periodogram tylko z widmem
mocy sygnatow stacjonarnych. Co robi¢ z sygnatami niestacjonarnymi? Dzie-
limy caty sygnat na zachodzgce na siebie segmenty, w ktorych sygnat jest
w przyblizeniu stacjonarny, nastepnie obliczamy periodogram dla kazdego seg-
mentu. W ten sposob dostajemy widmo zalezne od czasu.
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Po lewej — sygnat niestacjonarny. Po prawej — jego zalezne od czasu widmo
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Inny przyktad sygnatu niestacjonarnego
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Zalezne od czasu widmo (okno Welcha)
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