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Transformata Fouriera

O

G = [ g It ar (1)
Transformata odwrotna:
() = [ G(pe2riftas @

— o0

Trzeba pamieta¢ gdzie w uzywanej konwenciji pojawia sie 2. Aby transformata
Fouriera istniata, funkcja musi odpowiednio szybko zanikaC w +oc.
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Wiasnosci transformaty Fouriera

Splot:
(g h)(t) = 7g<f>h<t—7> dr (3a)
gxh o GUH() (3b)
Funkcja korelacii
Corr(g,h) = 709(7-—|—t)h(t)d7 (4a)
Corr(g.h) — GU)H(f) (4b)
1 Dyseina vansiommata Fourier ;



Twierdzenie Wienera-Chinczyna™

Funkcja autokorelacji:

Corr(g, ) « |G(f)|?

Rownosc¢ Parsevala

/ lg(t)|? dt = / IG(f)|? df = catkowita moc

*Ang. Wiener-Khinchin Theorem.

1. Dyskretna transformata Fouriera



Probkowanie dyskretne

W praktyce nigdy nie mamy do czynienia z sygnatami ciggtymi, a tylko z szere-
gami czasowymi. Zatdozmy, ze mamy szereg probkowany ze statym krokiem A:

gn=g(ndA), n=...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... (7)

Zauwazmy, ze samo probkowanie wprowadza do uktadu pewng charakterystycz-
ng czestotliwos$é, zwang czestotliwoscig Nyquista:
1
INyg = N (8)
Jaki jest jej sens? Aby prawidtowo rozpoznac¢ okres fali harmonicznej, trzeba jg
sprobkowac co najmniej dwa razy na okres. Jesli zatem prébkujemy z krokiem
A, mozemy zaobserwowac tylko czestotliwosci f € [— fnyq, fNyql-
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Aliasing

A co jesli sygnat zawiera czestotliwosci f & [— finygs fygl? Czy zostajg one
utracone? To bytoby pét biedy: CzestoSci spoza przedziatu Nyquista, jesli sg
obecne w sygnale, zafatszowujg obserwowany rozktad czestosci wewnatrz tego
przedziatu: ,Ogony” zostajg odbite do Srodka. Dlatego tez jesli podejrzewamy,
ze krok prébkowania jest za duzy i nie mozna go zmniejszy¢, nalezy odfiltrowac
czestosci spoza przedziatu Nyquista przed dalszg obrdbka.

Praktycznym testem na nieobecno$é aliasingu jest to, ze widmo mocy! zanika
na granicach przedziatu Nyquista.

"Wybiegajac przed orkiestre.
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I
prawdziwe

ogony odbite do srodka

P(f)

“TNyg 0 fyq
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Formalne zrodto aliasingu:

Jesli A jest krokiem probkowania, dwie fale o czestotliwosciach f1, f> dajg takie
same prébki, jesli f1 — fo = k/A: exp(mifinA) =
exp(2mi(fo + k/A)nA) = exp(2wifonA + 2wikn) = exp(2wifonA).
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Twierdzenie Shannona* o prébkowanius:

Jezeli funkcja jest pasmowo ograniczona (ang. bandwidth limited, band-limited),
to znaczy jesli zawiera tylko czestotliwosci z przedziatu [— fnyq, fNyql: 1 j€SIi dany
jest nieskonczony cigg prébek z krokiem A, to

vt g(t) = A io: gnsm (QZ{F?SA_;A))

NnN——0o0

(9)

To bardzo mocne twierdzenie: Pozwala odtworzy¢ wartoéci funkcji pasmowo
ograniczonej w nieprzeliczalnie wielu punktach na podstawie jej znajomosci
w dyskretnych punktach. Szumy (procesy stochastyczne) i funkcje nieciggte nie
S3 pasmowo ograniczone.

1Zwane takze Twierdzeniem Shannona-Kotelnikowa.
5Ang. Shannon sampling theorem.
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Skonczone szeregi czasowe

W praktyce nigdy nie mamy nieskonczonego szeregu czasowego — dysponu-
jemy zaledwie skonczonym ciggiem o diugosci N. Co zrobi¢ z transformatg
Fouriera, a w szczegdlnosci jak zapewnic jej zbiezno$c? Stosowane sg dwie
konwencje:

e Zaktadamy, ze szereg czasowy zanika do zera przy koncach — a jesli nie
zanika, obktadamy go odpowiednig funkcjg okna zapewniajgca to zanikanie.

e Zaktadamy, ze dostepny cigg skonczony jest okresem podstawowym nie-
skonczonego ciggu okresowego. Jest to motywowane tym, iz w tej konwen-
cji czyste przebiegi harmoniczne majg transformaty (ciggta transformata Fo-
uriera funkgiji sinus istnieje tylko w sensie dystrybucyjnym).
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My przyjmujemy te drugg konwencje. Zgodnie z nig udajemy, ze badamy szereg
postaci

.+,90,91,92, - 9N—-1,90:91,92,- - - sgN-1,90,91:92; - - - ,gN—1,--- (10)
kopig -1 prawdzine dane koﬁira 1

Poniewaz mamy N probek wejsciowych, takze dyskretng transformate Fouriera
(DFT, ang. Discrete Fourier Transform) mozemy obliczy¢ tylko w N punktach.
Dla ustalenia uwagi niech N bedzie parzyste. Przyjmujemy, ze DFT oblicza¢
bedziemy dla czestotliwosci

(11)
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o0

G(f) = [ g(&) 2™

Y S(N—l); (N=-1)A
=Moo 2, ] s@Emta= [ g
S=7M(s—-1)(N-1)A 0

(12)

Catke w (12) przyblizam w najprostszy mozliwy sposob, przyblizajgc funkcje pod-
catkowg funkcjg schodkows:

N-1 | N-1 .
G(fn) = > gre®™ kA = A YT g 2TV (13)
k=0 k=0
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Liczby

1 N—-1
Z i eQWan/N (14)

G, —
TN ST

nazywam dyskretnymi skiadowymi fourierowskimi funkcji g. W tej konwencji
transformata odwrotna ma postac

1 & 2mikn/N
— G —ZLTTIRN 15

Dyskretna wersja tozsamosci Parsevala ma postac’:

Z g% = Z Gnl|?. (16)
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DFT jako operacja liniowa

Zauwazmy, ze wzor (14) mozna zapisaé¢ w postaci

N-1

Gn = D, Wakark, (17a)
k=0
1 .

W,, = \/—NGQWan/N' (17b)

Liczby W,,;. mozna zinterpretowac jako elementy pewnej macierzy. Wobec tego
zwartg postacig (17) jest

G = Wg, (18)

gdzie G,g € CV, W e CV*V . Wydaje sie, ze koszt numeryczny obliczania
DFT wynosi O(N?), czyli tyle, ile wynosi koszt mnozenia wektora przez macierz.
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Wiasnosci macierzy W

R R Nt
(WWI) = 3 Wiy (W), =3 Wi (Wy)" = =N, Z 2mi(l—s)k/N
k=0 k=0 =0

(19)
Jesli [ = s, wszystkie wyrazy pod sumg sg rowne 1 i wynik wynosi 1. Jesli
[ —s=m # 0,

1 N-1 ok 1- ( 2m'm/N)N 1 _ 2mmi
(WWT)ls — N kzz:O (62 /N) — N(l 27rzm/N> N(l 27m'm/N) =0.
(20)

(WwW) =0
Widzimy, ze macierz W jest unitarna. (Uwaga na przyjetg normalizacje!)
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Podsumowanie

DFT jest (z doktadnoécig do normalizacji) unitarnym przeksztatceniem wektora
probek (sygnatu) w wektor sktadowych fourierowskich.
DFT mozna zatem traktowac jako przedstawienie wektora prébek w innej bazie,
mianowicie w bazie rozpietej przez sinusy i kosinusy o czestotliwosciach
0,1/ (NA),2/(NA),...,1/(2A).

Alternatywnie — w bazie funkgcji

exp (—%t), .., exp (—%t),l,exp (%t) .., exp (%t)

Dzieki symetriom macierzy W, koszt obliczania DFT mozna znacznie
zredukowac (algorytm FFT).
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Uwagi

e Dyskretne wspoéfczynniki fourierowskie sg okresowe, w szczegOlInosci
G_pn/2> = G- Jest to konsekwencija zatozenia o okresowosci sygnatu.

e Ujemne czestotliwosci pojawiajg sie dlatego, ze funkcje sinus i kosinus o tym
samym okresie traktujemy jako niezalezne.

e Niekiedy rozwaza sie transformaty rozpiete na samych sinusach (transfor-
mata sinusowa) lub na samych kosinusach (transformata kosinusowa).

e ,Sygnal” moze by¢é w ogdlnosci zespolony. Jezeli sygnat jest rzeczywisty,
mozna jego transformate obliczy¢ szybciej robigc sygnat zespolony o po-
towie diugosci. Podobnie mozna jednoczesnie liczy¢ transformaty dwu sy-
gnatow rzeczywistych. Transformaty rozwiktuje sie korzystajgc z wtasnosci
symetrii DFT.
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Transformata sygnatu ,,zgranego” z funkcjami bazowymi
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Transformata sygnatu ,,niezgranego” z funkcjami bazowymi
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Zwiekszenie ilosci prébek przy tym samym kroku prébkowania

poprawia rozdzielczosc¢ transformaty

15
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05 |
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Funkcja kwaziokresowa
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Funkcja okresowa z zaburzeniem sprzezonym nieliniowo:
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06F ,
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sin(4mt) + zaburzenie
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Sygnat nieliniowy — ukiad Lorentza

r=oc(y—x), y=-—-xz4+rr—vy, zZ=xy—bz

0=16,b=4,r=4592 A =20/128, N = 16384
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Kolejny przyktad
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Uwaga terminologiczna: macierz Vandermonde’a

Macierz realizujgca DFT jest szczegolnym przypadkiem macierzy Vandermon-

dea W = \/LNV e CNXN gdzie

1 1
<0 <1
V = z% z%
]\f—l —1
| 20 “1

W przypadku DFT, z;,, = exp(27ik/N).

ZN_2
“N—2

N—-1
“N_—2

ZN -1
“N—-1

N—1
“N—-1

(21)
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Algorytm Fast Fourier Transform, FFT

Przyktad: N = 8

1 1 1 1 1
1+ —144 1 —1—
1 NG L= 1
1 i -1 -1
3 T = A o R
c=Y® _ 1|t 5 s
Ja° J8ll -1 1 -1 1
1 =iz 1= g
V2 V2
1 —i -1 1
1 5 i st -1 A

Widac¢ regularnosci, ale trudno zobaczy¢ symetrie. ..
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Permutujemy kolumny, jednoczesnie permutujgc wektor danych — to nie zmie-

nia wyniku.
1 1 1 1 1 1 1 1 ]
1 4 —1 —4 1xt =Z1+i —1-d  1—d 90
V2 V2 2 V2 go
1 -1 1 -1 ) —1 ) —1
1 i 1 4 =14 14 1-i -1 g4
G=_L V2 V2 V2 V2 || 96| (a3
S _ s —1—= —1 T — 1
1 ) 1 ) 3 2 NG 2 g3
1 -1 1 -1 —4 i —i i 95
1 —i -1 ; 1=i  —1-i —14i 14 g7
! V2 V2 V2 V2
Dzieki zmianie kolejnosci zaczyna by¢ cos widac!
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Rownanie (23) mozemy przepisac¢ w postaci (zapis blokowy)

Vv (4)

-

Vv (4)

Q@v(4)

_O@)yv(4)

go
g2
g4
g6
g1
g3
g5
gr

(24)
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...Qdzie oznaczyliSmy

'—\
NIt ©
o o

Yo

(4) —
= 0
0

oo ow
O .
N

v(4) —

PO O O
+

S5

e

1 1
-1 —

1 -1
—1 1

(25)
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A zatem

_ [ g0 (g1 ] |
v(4) | 92 4+ Qdvyv4) | 93
g4 g5

. 1 | 96 _ | 97 | @7)
V8 - 90 | [ 91 |

v4) | 92 | _ @y | 93
g4 gs

I | 96 | | 97 | |

Fragmenty oznaczone kolorami obliczamy tylko raz. Mnozenie przez Q) wy-
konujemy w czasie liniowym. ZmniejszyliS§my czas obliczeh o pofowe.
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Rzecz w tym, iz V(4 podlega analogicznej faktoryzacii
(zob. (29)), przy jednoczesnej dalszej permutacji wektora

wejsciowego:
(g0 ] [v@ q@v®@ || 9g0]
)| 92 | _ ga
VI e v@ _o@v® || g (28)
| 96 | i 1 L 96 |

(2) _ 1 1 (2) _ 1 __z'o
vO=[1 ] 9@= 1=

(analogicznie dia [g1, 93, 95, 97]7)
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W ten sposob

v | 9 [ Lo@v@| 92 v 9 Lo@v@ | 93
g4 ge " gs gr
+O
v | 90 | _@vyv(©@) g2 v | 91 | _o@y@| 93
1L | 9a g6 | | ] gs g7 | |
G=—
VB | [ : : I
v | 90 _|_Q(2)V(2)[ g2 ] V(2)[ 91 ]_|_Q(2)V(2) g3
| 94 ge " gs | 97 |
—Q
v | 90 _Q@v(©2) g2 v | 91 | _o@y©@| 93
L g4 ge | | i gs gr | 1]

(29)
Dwuwymiarowe wektory oznaczone kolorami oblicza sie tylko raz. W ten sposob
ztozonos¢ obliczeniowg zredukowaliSmy juz czterokrotnie.
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Ostatnia zagadka: W poréwnaniu z wyjsciowym réwnaniem (22), w rownaniu
(29) dokonalismy permutacii

l90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97)° — (90, 94, 92, 96, 91, 95, 93, 97) " -
Co to za permutacja?

0 000» 0005 0
4 1002 0012 1
2 0109 0105 2
1 001 odwracamzolejnoéé 100, 4 (30)
5 1015 1015 5
3 0115 1105 6
7 111, 1115 7

Wektor wejsciowy (“wektor prébek”) uporzgdkowany jest w odwrotnej kolejnosci
bitoweyj (bit reversal order) indeksow.
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Ten algorytm bardzo tatwo uogolnia sie na dowolne N = 2%, s € N.

Widacé tez, ze znacznie redukujemy koniecznos¢ obliczania ztozonych wyrazen
typu sin (”—]\7;) COS ("W”) — konieczno$¢ wywotywania funkciji bibliotecznych
sin(-), cos(-) zostata w ogdle wyeliminowana. Na kazdym etapie faktoryzacji
wystarczy raz wyliczy¢ odpowiedni pierwiastek z ¢, na co sg gotowe wzory,
potem zas wyliczac tylko kolejne potegi.

Jaki jest koszt numeryczny tego algorytmu?
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Kazda faktoryzacja zmniejsza iloS¢ operacji o potowe.
Faktoryzacji mozna zrobic tyle, ile razy mozna podzieli¢ macierz “na ¢wiartki”.

Koszt numeryczny algorytmu FFT wynosi

O(N l0go N)

Na przyktad dla N = 65536 = 216 zastosowanie algorytmu FFT zmniejsza
ztozono$¢ obliczeniowg w stosunku do liczenia “z definicji” ponad cztery tysigce
razy.
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Uwagi

e Zupetnie podobny algorytm mozna skonstruowa¢ dla N = 3%, N = 5%,
ogolnie, dla N = ¢*, gdzie ¢ jest liczbg pierwszg. Koszt obliczeniowy wynosi
woéwczas O(NN log, V).

e Dobre biblioteki “szybko” obstuguja takze N = qjl¢5%---¢5m, gdzie
q1,92, - - - , gm S8 niskimi liczbami pierwszymi.

e Jezeli analizujemy cigg uzyskany z symulacji, to w zasadzie kontrolujemy
jego dtugoscC i koniecznie nalezy zadbac o to, aby byta ona potegg niskigj
liczby pierwszej, ewentualnie iloczynem jak najmniejszej ilosci czynnikdw
typu qu . Jezeli mamy cigg “doswiadczalny”, dla zapewnienia odpowiednie;
szybkosci obliczen nalezy go albo obcig¢, albo uzupetnic zerami do najbliz-
szej “specjalnej” dtugosci.
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Inne uwagi

e DFT traktuje cigg prébek jak cigg zmiennych zespolonych. Jesli liczymy
transformate sygnatu rzeczywistego, mozna go przeksztatci¢ za sygnat “ze-
spolony” o dtugosci dwa razy mniejszej. Po dokonaniu transformacji, odwi-
ktujemy transformate korzystajgc z wtasnosci symetrii transformaty Fouriera:
Jezelig € RY, G*(f) = G(—7). Daje to istotne przyspieszenie obliczen.

e Podobnie mozna jednoczesnie liczy¢ transormaty dwu sygnatéw rzeczywi-
stych — bardzo przydatne przy liczeniu splotu dwu takich sygnatow.

e Istniejg takze “szybkie” algorytmy rozktadajgce sygnat wejsciowy w bazie
samych kosinusow (szybka transformata kosinusowa) lub samych sinusow
(szybka transformata sinusowa). Transformat tych mozna z sensem uzywac
jesli sygnaty wejsciowe majg odpowiednie symetrie. Szybkiej dwuwymia-
rowej transformacji kosinusowej uzywa sie w standardzie JPEG.
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Jak zrobi¢ transformacje dwuwymiarowg?

Bardzo prosto: Jezelig € CNV*V,

G = WgWT (31)

Oczywiscie jest na to odpowiedni “szybki” algorytm, z odpowiednim przyspie-
szeniemdla g € RV*V,
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