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Dwa rodzaje modelowania

1. Modelowanie “z pierwszych zasad”. Znamy prawa rzgdzace jakim$ zja-
wiskiem (fizycznym, biologicznym, procesem spotecznym), na ich podstawie,
dokonujgc odpowiednich idealizacji, tworzymy model szczegbétowy. Czesto
uwzgledniamy zaburzenie stochastyczne.

2. Modelowanie stochastyczne. Nie znamy praw rzgdzacych jakim$ procesem,
znamy tylko szereg czasowy bedacy wynikiem tego procesu. Wiemy lub za-
ktadamy przy tym, iz w procesie uczestniczy bardzo wielu “agentow”, ktdrzy
dokonujg przypadkowych decyzji, ale jakiS mechanizm sprawia, ze wynikowy,
usredniony proces wykazuje pewne regularnosci. Obserwujgc owe regularno-
§ci w szeregu czasowym, chcemy poznaé¢ pewne charakterystyki mechanizmu
odpowiedzialnego za jego wygenerowanie.
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Liniowe modele stochastyczne

Niech {yn}f;f:1 bedzie pewnym ciggiem danych “pomiarowych”. Nie znamy me-
chanizmu, ktéry wygenerowat ten szereg. Przypuszczamy, ze jest on mocno
zaszumiony. Jezeli szereg {yn};’le jest stacjonarny, prébujemy przedstawi¢ go
W postaci

Yn = P1Yn—1 + B2Yn—2 + -+ + BpYn—p + aolin + @1Mp—1 + -+ + Qglin—q

(1)
gdzie {n;} jest biatym szumem. Model (1) probuje przedstawiC rzeczywisty sze-
reg czasowy w postaci odfiltrowanego biatego szumu.

Proces (1) nazywam procesem ARMA(p, q) (AutoRegressive Moving Average
— autoregresywny proces Sredniej ruchomej). W ogdlnoéci zamiast biatego
szumu, szereg {n;} mogtby by¢ dowolnym stacjonarnym sygnatem o znanych
wiasnosciach.
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Przykiad procesu ARMA(3,2)
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Funkcja korelacji

W teorii funkcje korelacji wylicza sie sredniujgc po realizacjach procesu stochas-
tycznego, kiéry “odpowiada” za wygenerowanie tego szeregu:

) — 1 - oy 1 < 2 2
p(z)—< N—_Z.jzalyj—zy] / Njglyj > (2)

W praktyce mamy dang tylko jedng realizacje naszego szeregu i dlatego obli-
czona funkcja korelacji moze sie r6zni¢ od wartosci teoretyczne.
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Funkcja korelacji powyzszego procesu
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Widmo mocy powyzszego procesu

P(f)
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Warunek stacjonarnosci procesu ARMA

Proces (1) ma postac filtru IR, a zatem

Proces (1) jest stacjonarny wtedy i tylko wtedy gdy pierwiastki rownania

N — BIAPT = BN — = 3, =0 (3)

lezg wewnagtrz okregu jednostkowego.
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Procesy autoregresywne — AR(p)

Jezeli proces ARMA nie ma Sredniowania szumu, nazywamy go procesem au-
toregresywnym:

Yn = B1Yn—1 + B2Yn—2 + -+ 6pyn—p + agnn . (4)

Aby obliczy¢ jego funkcje autokorelacji, mnoze (4) przez y,—m, i $redniuje po
realizacjiach szumu:

<yn—myn> = 31 <yn—myn—1> + -+ Bp <yn—myn—p> + ag <yn—m77’n> . (5)

Ostatni czton w (5) znika, gdyz y,,—, nie moze zaleze¢ od pozZniejszego od
siebie szumu.
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Dzielgc (5) przez wariancje < > dostajemy réwnanie na funkcje korelacji pro-
cesu AR(p):

pm = B1Ppm—1 + B2pm—2 + -+ Bppm—p (6)

Z teorii rownan réznicowych wiemy, ze rozwigzanie rownania réznicowego (6)
ma postac

pm—ZAjja (7)

gdzie \; sg rozwigzaniami rownania (3). Z uwagi na wymaganie stabilnosci,

Vj :|A;] < 1, azatem mozemy napisaC \; = e Tie2™lj, gdzie Vj : 7; > 0.
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Funkcja korelacji procesu autoregresywnego

Poniewaz rownanie (3) ma wspotczynniki rzeczywiste, jego pierwiastki sg albo
rzeczywiste, albo parami sprzgzone. Wobec tego state A; mozna dobrac tak,
aby p,, byto rzeczywiste. Ostatecznie stwierdzamy, ze

Funkcja korelacji procesu autoregresywnego ma
postaC kombinaciji liniowej zanikajgcych eksponent
| ttumionych sinusoid:

pm =3 Aje ™+ AT sin(2n fm + ¢r) (8)
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Widmo procesu autoregresywnego

Widmo procesu autoregresywnego otrzymujemy natychmiast z funkcji przejscia
odpowiedniego filtru:
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Rownania Yule’a-Walkera

W réwnaniu (6) podstawmy m = 1. Dostaniemy

p1 = B1p1-1 + Bopi—2+ ... Bpp1—p = B1 + Bop1 + ... Bppp—1, (10)

gdyz na mocy stacjonarnosci p; = p_;. Jezeli zrobimy tak dlam = 1,...,p,
dostaniemy rownania Yule’a-Walkera:

1 P P2 o pp—1 | [ B [ p1 |
P1 1 P11  Pp—2 Pa| | pP2| (11)
| Pp—1 Pp—2 Pp—3 - 1 || Bp._ . Pp |
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Teoretycznie, znajac funkcje korelacji p,, mozemy stad obliczy¢ parametry pro-
cesu 3;. W praktyce nie znamy funkcji korelacji prm,, mozemy tylko uzywac kore-
lacji “doswiadczalnej”, wyliczonej z jedynej znanej nam realizacji procesu:

1 N 1
T = (N_m_ > yz’myi)/(N Z yf) (12)

rm Podstawiamy do rownania Yule’a-Walkera (11), skad wyliczamy przyblizone
wartosci wspotczynnikow 3;. Jest jednak powazny problem: Skad mamy wie-
dzie€ jaki jest rzad procesu, czyli jaki jest rozmiar uktadu réwnan (11)?
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Funkcja autokorelacji czastkowej

Funkcja autokorelacji procesu AR(p) ma rozwiniecie nieskonczone, zalezy jed-
nak od p liniowo niezaleznych funkcji. Zatozmy, ze proces jest rzedu k. Wowczas
rownania Yule’a-Walkera majg postaé

L p1 p2 o pe—1 || PR p1
P1 1 p1  PE—2 Pr2 | — | P2 | (13)
| Pk—1 Pk—2 Pk-3 - 1 ] leke] L Pk

v Nazywam funkcjg autokorelacji czastkowej. Dla procesu AR rzedu p, o1 7
Odak < piyr. = 0dak > p. W praktyce zamiast p,, uzywamy r,, CO
oczywiscie utrudnia podjecie decyzji o rzedzie procesu @
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Przykiad
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Proces AR(1)

Yn = B1Yn—1 + aomn
—1 < B1 < 1. Funkcja korelacji (m > 0):

<ynyn—m> = 1 <yn—1yn—m> + ag <77’nyn—’rTL>
pm = B1Pm—1

pm = B1™ = (sgn(B1))" e~ "I

(14)

(195)
(16)

(17)
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yn = 0.75yp_1 + 1n
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yn = —0.75y,,_1 + mn
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Proces AR(2)

Yn = B1yn—1 + Boyn—2 + comn (18)
Postepujac jak poprzednio

pi = B1pi—1 + Bopi—2 (19)

Rozwigzaniem jest albo suma dwu cztondw zanikajgcych potegowo (“dwie eks-
ponenty”), albo pewne zanikajgce rozwigzanie znakozmienne (“drgania ttu-
mione”). To, ze korelacja zanika, jest zagwarantowane przez warunki stacjo-
narnosci.
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yn = 0.75y,,_1 — 0.05y,,_> + mn,
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yn = 0.75y,—1 — 0.5y, + 1n
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Procesy sredniej ruchomej MA(q)

Dla procesu
Yn = agfin + a1Mp—1 + -+ XqTin—q (20)
otrzymujemy
q
(YnYn—i) Z <77n—jyn—i> (21)
j=0

Funkcja korelacji urywa sie dla z > g:
—q;toya; 1+ tog_jog .
1=1,2,...,
by = T+a++a2 1 (22)
0 1> q

Funkcja autokorelacji czgstkowej zanika.

5. Liniowe modele stochastyczne 27



yn = 0.25nn, + 0.571,,_1 + 0.257m,,_>
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yn = —0.25n, +0.57m,,_1 + —0.25n,,_»
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Procesy ARMA(p, q)

Warunkiem stacjonarnosci procesu ARMA jest stacjonarnos¢ czesci autoregre-

sywne;.

Widmo procesu ARMA otrzymujemy z funkcji przejscia odpowiedniego filtru /IR:

P(f) =

q :
SO Omeanf
n=0

p :
1 — Zl ﬂn€27mnf

n=

/N

/\
N~

(23)
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yn = 0.75y,,_1 + 0.25n, + 0.57m,,_1 + 0.257,,_>

" ARMA(1,3) —+—
GWN
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Kryteria identyfikacji rzedu procesu

Rodzaj procesu

Fukcja autokorelacji

Funkcja autokorelacji czgstkowej

AR(p)
MA(q)
ARMA(p,q)

zanika (nieskonczona)
urywa sie (skonczona)
zanika (nieskonczona)

urywa sie (skonczona)
zanika (nieskonczona)
zanika (nieskonczona)
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