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Réwnanie master dla ciaggtych rozktadéw prawdopodobienstwa

Mamy rownanie master dla ciggtych rozktadéw prawdopodobienstwa:

OP(y,t)
ot

= [ (WP - W I»PED)dy . (1)

W (y|y’) jest prawdopodobienstwem przejécia na jednostke czasu ze sta-
nu vy’ do stanu y. Potraktujmy je jako funkcje stanu poczgtkowego i przesu-
niecia:

Woly)=WwWEir), r=y—y. (2)

W tych oznaczeniach rdwnanie master przyjmuje postac

8Péy,t) /W(y —7r;r)P(y — 7, t)dr — P(y,t)/W(y, —r)dr. (3)
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Interesuje nas co dzieje sie dla matych przeskokow.

Zatozenie o matych przeskokach oznacza, ze
o W(y'; r) jako funkcja » ma ostre maksimum w zerze,
e W (y'; r) zmienia sie powoli jako funkcja v/,
e P(y,t) takze zmienia sie powoli jako funkcja y.

Przy tych zatozeniach rozwijamy funkcje podcatkowg w pierwszym wyrazie
prawej strony (3) w szereg Taylora po r do drugiego rzedu, otrzymujemy

OP(y,t)
ot

- [ WG PO} dr

2
oy [P WP . @
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Zmieniwszy kolejno$¢ catkowania i rézniczkowania w (4), otrzymamy na-
stepujgce rownanie Fokkera-Plancka:

P - D pawr i mwr. e
A = / Wi, (5b)
B(y) = /7“2 W (y; r)dr. (5¢)

Rownanie Fokkera-Plancka jest rownaniem rézniczkowym czgstkowym na
zalezng od czasu gestos¢ prawdopodobienstwa P(y,t). A(t) i B(t) no-
szg nazwe momentow przeskoku. Sg to, odpowiednio, wartos$¢ oczekiwana
przesuniecia na jednostke czasu, jezeli wychodzimy ze stanu y, oraz war-
tos¢ oczekiwana kwadratu takiego przesuniecia. Catkowania rozciagajg sie
na catg dziedzing mozliwych przeskokow.
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Biaty szum gaussowski

Czastka w bardzo krotkim przedziale czasowym [¢, t + At] wykonuje skok
o diugosci £(t) (dla uproszczenia zatézmy, ze ruch jest jednowymiarowy),
przy czym

(¢£(¢) jest zmienng gaussowska
(€@) =0 (6)
L(EE)) = a26(t — 1))

N\

Proces (6) nazywamy gaussowskim biatym szumem. Przymiotnik “biaty”
pochodzi stad, ze funkcja korelacji nie wyrdznia zadnych czestosci. Z ostat-
niego z warunkow () wynika natychmiast, ze

((E®)?) =0o? (7)
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Bardzo wazny komentarz: Obecno$¢ delty Diraca w (6)), a wiec stwier-
dzenie, ze w biatym szumie gaussowskim nie ma zadnych korelacji czaso-
wych, oznacza tyle, ze wszelkie charakterystyczne skale czasowe obecne
w fizycznym procesie, ktéry modelujemy poprzez (6), sg o wiele mniej-
sze, niz skale czasowe dostepne nam w pomiarze. Pomiary, odbywajgce
sie za pomoca jakiego$ procesu makroskopowego, sg o wiele wolniejsze,
niz “fundamentalne” procesy fizyczne. W efekcie to, co obserwujemy, jest
usrednione po bardzo wielu zdarzeniach “fundamentalnych”.

Przykiad: Typowy pomiar fizyczny zajmuje rzedu 10~/ — 10Ys. Charak-
terystyczny czas wibracji atoméw w sieci krystalicznej jest rzedu 10~ 1°s
— ludzkos$¢ obecnie zbiera sie do dokonywania pomiarow z takg doktad-
noécig czasowg. Czgstka brownowska doznaje w warunkach normalnych
okoto 1021 zderzen na sekunde. Interwatéw czasowych rzedu 10~21s nie
jesteSmy w stanie mierzy¢ przy uzyciu zadnej dostepnej nam aparatury.
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Ruch Browna — matematyka

Niech czastka wykonuje skoki modelowane przez (). Natychmiast widac,
ze dla tego procesu momenty przeskoku (patrz (5)) wynoszg

A(t) =0, B() =07,
a zatem rownanie Fokkera-Plancka przybiera posta¢ rownania dyfuzji

OP(xz,t) 1 50%P(x,t)
= —0O
ot 2 ox2
ktorego rozwigzaniem z warunkiem poczatkowym P(x,0) = 6(x) jest

(8)

A Dt 4Dt

gdzie D = ¢2/2. Jest to proces Wienera, o ktérym byta mowa powyze;j.

1 2
P(x,t) = exp [— ] : (9)
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Fenomenologiczne uzasadnienie rownania dyfuzji

Rownanie dyfuzji byto znane zanim sformutowano teorie procesow Mar-
kowa i zanim podano mikroskopowe wyjasnienie ruchéw Browna.

Przypusémy, ze B(y) = const = 2D, a zamiast o prawdopodobien-
stwach, mowimy o zaleznej od czasu gestosci jakiejs substancji, ¢. Wow-
czas rownanie Fokkera-Plancka przyjmuje posta¢ réwnania ciggtosci dla
gestosci:

op ~ 0J
T+ = =0, 10
ot + oy (10)
gdzie strumien J ma postaé
0
J=-D2% 4 at)s. (11)
Oy
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Mozna przyjac, ze rébwnanie to, zwane pierwszym prawem Ficka, jest row-
naniem fenomenologicznym. Pod nieobecnos¢ dryfu (A(y) = 0) gtosi ono,
ze strumien jest proporcjonalny do gradientu gestosci i skierowany prze-
ciwnie, niz gradient (dyfuzja stara sie zniwelowac gradienty).

W przypadku wielowymiarowym réwnanie dyfuzji (bez dryfu) ma postac

Op(x,t)
ot

= DV?¢(x,t). (12)

Copyright © 2015-23 P. F. Géra 12-9



Czastka Rayleigha

Przyjmijmy, ze czgstke brownowskg obserwujemy w mniejszej skali cza-
sowej: przedziaty At sg mate w poréwnaniu z czasem, w jakim nastepuje
relaksacja predkosci. Czgstka podlega przy tym ttumieniu na skutek tar-
cia lepkosci: sita oporu jest proporcjonalna do predkosci, ale ma przeciwny
znak, dv/dt = —~v. Mamy zatem

(Av)
At
gdzie ostatnia réwnos¢ pochodzi z klasycznej termodynamiki. Réwnanie

Fokkera-Plancka przybiera postac

A(t) = = —yv, B(t) =ap = const =2~kT, (13)

=7 (WP)+ 2. (14)
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Rownanie to nazywane jest rownaniem Ornsteina-Uhlenbecka. Jego roz-
wigzaniem rownowagowym jest

_ | M M 5
Pv) = S hT exp [—%—TU ] . (15)

Procesowi Ornsteina-Uhlenbecka odpowiada funkcja przejscia

: >-
M oxp |- M (v2 —v1e™7)
2kT(1 — e=207) KT 2(1 — e=277)

Funkcja autokorelacji procesu Ornsteina-Uhlenbecka jest proporcjonalna
do exp(—~7). Mozna pokazac, ze proces ten jest jedynym stacjonarnym,
gaussowskim procesem Markowa.

(16)

Tr(v2lv1) = \/
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Czastka brownowska w polu grawitacyjnym

Niech na czgstke brownowskg dziata doatkowa, stata sita, na przyktad sita
— M g dziatajgca przeciwnie do pionowego potozenia czgstki. Na czgstke
dziata sita tarcia (lepkoéci), wiec $rednia predosc dryfu —g/~, gdzie ~ jest
wspodtczynnikiem tarcia. Ta predkos¢ dodaje sie do predkosci czgstki brow-
nowskiej, a wiec mamy teraz

Ay) = —%, B(y) = 2D = const.

Rownanie Fokkera-Plancka ma postac

P P °p
0 (y,t):gﬁ +D8 | (17)
ot v Oy Oy
Nie ma ono rozwigzania stacjonarnego. Jesli jednak przyjmiemy, ze w y =

O jest Scianka odbijajgca, réwnanie (17]) wystarczy rozwigzac¢ dla y > O
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z warunkiem, ze strumien znika dla y = O:

P
Ip+ 0% —oday=o0. (18)
Y Oy
Rozwigzaniem rownowagowym jest
Mg
P(y) ~exp |——y| . 19
(v) ~ exp |~ 2y] (19)

Jest to tak zwany wzor barometryczny.

Uwaga: Warunek znikania strumienia na ogét nie dziata dla procesow wie-
lowymiarowych!
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Dyfuzja z barierami pochtaniajgcymi

Rozpatrujemy dyfuzje jednowymiarowg. Wezmy pewien przedziat I = [z1, x5]
| zdefiniujmy prawdopodobienstwo, ze czgstka w chwili ¢t znajduje sie w prze-
dziale I:

P(t) = /IP(:B,t) dx (20)
Prawdopodobienstwo to spetnia
TP = I )~ Iz, ) 21)
ot
gdzie J jest strumieniem
1
I(o,t) = A@)P(,1) — > o {B(x)P(a, 1)} (22)
xr

Jest to uogdlnienie poprzednio zdefiniowanego strumienia (11)).
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Stacjonarne rozwigzanie réwnania Fokkera-Plancka musi spetniac

1d2
— {A(I)Pst(x)} — =75 {B(:c)Pst} = 0. (23)

W przypadku dyfuzp swobodnej A(az) = 0, B(x) = 2D i rozwigzanie
stacjonarne musi spetniac

Pst = Cix + o (24)

Zatbzmy, ze w punktach x1, x> znajdujg sie bariery odbijajgce, co oznacza,
ze wewnagtrz przedziatu I strumien musi znikac:

dP.
Jg=—-D—3t =0 (25)
dx
a zatem 'y = 0, C'> = const, czyli
1
— x €1
Pst(m) — |:C2—:U1| (26)
O x & 1
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Przypus¢my teraz, ze w x1, x> znajdujg sie bariery pochtaniajgce. Wow-
czas Pst = 0, gdyz czgstka predzej lub pdzniej zostanie pochtonieta przez
ktéras z barier.
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Naptywajacy strumien czastek

Niech w x1, x> nadal bedg bariery pochtaniajgce, czgtka wykonuje dyfuzje
swobodng, ale w punkcie xg € I wstrzykiwane sg nowe czgstki. Rbwnanie
ciggtosci ma postac

%—}t)—l—y—Fé(w—xo) (27)

Stacjonarny rozktad sprawdopodobienstwo spetnia
Ci(z—=x T <X
Py = 1.( 1) 0 (28)
Co(xo —x) x> 20
z warunkiem ciggtosci w xg, co prowadzi do

C1(xzg —x1) = Co(x2 — x0) (29)
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Catkujgc réwnanie (27) dostajemy

] = D(Cy + C1). (30)

)

xg ]
P
F:/Jd:pz—D[St
dx
Ty

Ostatecznie prawdopodobienstwo ma postac

7

L
%%(m—xl) x < xQ
Pst = 1 (31)
L_
\%T($2 —x) T > xQ
gdzie L = xp — x1, L_|_ =xp —x0, L— = 209 — 1.
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Wewnatrz przedziatu I Srednio znajduje sie

T2
F
N=/P de = — L 32
J st(z) dz 5D + (32)

czagstek. Kazda z czgstek opusci przedziat I $rednio po czasie rdwnym
Sredniej liczby czgstek podzielonej przez catkowity strumien wyptywajgcy.
Z warunku stacjonarnosci catkowity strumien wyptywajgcy musi by¢ rowny
strumieniowi wptywajgcemu, czyli Sredni czas wyjscia z przedziatu wynosi

N 1

Ty = = E(fb‘o —x1) (22 — 0) . (33)
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Dyfuzja w polu sit zewnetrznych

Uogdlniajgc przyktad dyfuzji w jednorodnym polu grawitacyjnym, jesli na
czastke dziata sita pochodzgca od pewnego pola sit F'(y), rbwnanie Fokkera-
Plancka (w jednostkach fizycznych) przybiera postac

OPwt) _ 10 2P
o = i oy PP DS (34)
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Stacjonarne rozwigzanie rownania Fokkera-Plancka

Rozwazmy réwnanie Fokkera-Plancka w zewnetrznym polu sit (34). Jezeli
sity nie zalezg od czasu, mozna zastanawiac sie, czy istnieje rozwigzanie
stacjonarne, czyli czy istnieje niezalezny od czasu rozktad prawdopodo-
bienstwa spetniajgcy to rownanie.

Rownowaga moze wystgpi¢ wtedy, gdy wptywy zewnetrznego pola sit i sit
stochastycznych prowadzgcych do dyfuzji w jakims sensie sie balansuja.
Praca wykonywana przez zewnetrzne sity musi byC rozpraszana przez
fluktuacje (mikroskopowy mechanizm tarcia), gdyz w przeciwnym razie
zewnetrzne sity jako$s zmienityby uktad. Efekt sit stochastycznych musi
by¢ powstrzymywany przez zewnetrzny potencjat, gdyz w przeciwnym wy-
padku uktad zostatby zmodyfikowany na skutek dyfuzji. Nie ma dyssypaciji
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bez fluktuacji. Nie ma fluktuacji bez dyssypacji. Pomijajgc formalizm mate-
matyczny, jest to istota twierdzenia fluktuacyjno-dyssypacyjneqgo.

OPst(y)

Jezeli rozwigzanie stacjonarne istnieje, Y

= 0 i otrzymujemy

1 dPst(y) _

——F P + D 0 35
M (y) st(y) ly ; ( )
ktérego rozwiqzaniem jest
P()——Nexp<—1 /F( )d> (36)
t\yY y)ay |,
S MD Y
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gdzie N' > 0 jest statg normalizacyjng. Psi(y) jest rozktadem prawdopo-
dobienstwa, a zatem

i 1
N_{O exp(M—Dy/F(y)dy>dy=1. (37)

Istnienie catki w (3/)) jest warunkiem koniecznym istnienia stacjonarnego
rozwigzania rownania Fokkera-Plancka.
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Dyfuzja w polu potencjatu

Jezeli pole sit, 0 jakim mowa byta wyzej, jest potencjalne, F'(y) = —dU (y) /dy
(w przypadku jednowymiarowym), (36) daje

Pe(y) = N exp (‘fm U<y>> , (39

a statg )V takze oblicza sie z warunku normalizaciji.
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Przykiad: Czastki brownowskie w potencjale harmonicznym

Jezeli gaz nieoddziatujgcych czgstek jest uwieziony w potencjale harmo-
nicznym U (y) = %kyz,

L 2
Pst(y) = - exp [ —=—2 : (39)
2 M D~y 2M D~

Wiekszos¢ czgstek przebywa blisko centrum potencjatu, ale istnieje nie-
zerowe, cho¢ bardzo mate, prawdopodobienstwo oddalenia sie na do-
wolnie duzag odlegto$¢. Gaussowski rozktad (39) ma, rzecz jasna, skon-
czong Srednig i skonczong wariancje. Gdyby ksztatt potencjatu byt inny
tak, w ogélnosci, nie musiatoby byc¢.
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Jesli w réwnaniu Fokkera-Plancka wyraz B(y) # const,
analiza staje sie znacznie trudniejsza. Oznacza to obecnosc¢
szumu parametrycznego, a wynik zalezy od interpretacii
procesu stochastycznego: catki stochastyczne nie sg dobrze
zdefiniowane w sensie Riemanna i trzeba je dookresli¢
(interpretacja Ito, interpretacja Stratonowicza, interpretacja
antykauzalna). Zagadnienie to wykracza poza ramy

niniejszego wyktadu.
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Odkrycie ruchow Browna

While examining the form of these particles immersed in water, |
observed many of them very evidently in motion. .. These
motions were such as to satisfy me, after frequently repeated
observations, that they arose neither from currents in the fluid,
nor from its gradual evaporation [konwekcja], but belonged to

the particle itself.

Robert Brown
(1773—1858)
botanik szkocki

Brown odkryt te ruchy w 1827, ale nie byt pierwszy — juz przed nim obserwowano mikro-
skopowe ruchy czgsteczek organicznych, ale przypisywano je jakiej$ sile zyciowey.

Brown obserwowat ruchy zywych pytkow, obumartych pytkdw i zawiesiny nieorganiczne;j.
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Dziwny charakter ruchéw Browna

e Ruch bardzo nieregularny

e Trajektoria w réznych skalach czasowych wyglada podobnie

e Trajektoria nie zalezy od historii

e Préby opisu w jezyku predkosci zawiodty.
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Dwie prace, ktore wszystko wyjasnity

A. Einstein, Uber die von der molekularkinetischen Theorie der
Wérme geforderte Bewegung von in ruhenden Fllissigkeiten
suspendierten Teilchen, Ann. Phys. 17, 549-560 (1905).

M. von Smoluchowski, Zur kinetischen Theorie der Brownschen
Molekularbewegung und der Suspensionen, Ann. Phys. 21,
756—780 (1906).
Marian Smoluchowski

(1872—1917)
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Mechanizm mikroskopowy

Ruch wywotany jest zderzeniami z czgsteczkami rozpuszczalnika — ruchy Browna
sg obserwowalng manifestacjg ruchow cieplnych

Dlaczego efekty zderzen “z lewej” i “z prawej” nie znoszg sie? Znoszg sie statystycz-
nie, ale w kazdej chwili wystepujg fluktuacje, statystyczne odchylenia od Sredniej.

Pomiedzy kazdymi kolejnymi zarejstrowanymi potozeniami nastapito bardzo wiele
zderzen elementarnych

Proces zderzen mozna (w dobrym przyblizeniu) opisywac jako ciggty w czasie
Trajektorie sg nier6zniczkowalne w zadnym punkcie

— Ruchu nie da sie scharakteryzowaé poprzez predkosc!

2z 1 o

— Druga zasada dynamiki | — = —F'(Z,t) | nie obowigzuje!
dt? m

Heurystyczne wyprowadzenie réwnania dyfuz;ji

(z) =0, (z°) = 2Dt
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Bardzo prosty model

Rozpatrzmy gaz Boltzmanna w statej temperaturze. Obserwujemy jednag,
wybrang czgstke. Zatdézmy, ze pomiedzy zderzeniami wartos¢ predkosci
tej czastki jest stata i wynosi v. Dla uproszczenia zatozmy takze, ze po-
miedzy kolejnymi zderzeniami przebywa ona taki sam dystans, I. Wreszcie
Kierunek, w jakim czgstka porusza sie po zderzeniu jest niezalezny od kie-
runku, w kiorym poruszata sie przed zderzeniem: zderzenia mozemy trak-
towacC jako zdarzenia catkowicie losowe. Doznawszy N zderzen czgstka
jest w potozeniu

N
X = Z X7 (40)
1=1

gdzie x; sg przesunieciami w kolejnych krokach, przy czym |x;| = [. Jest

dos¢ jasne, ze

im > =0. (41)
N
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Natomiast

N
2 __ —
X = XoX = Z X; 0 X
1,=1

N N
= [? Y cosb;; = 12 > (1 + ) cos Qij) . (42)

1,7=1 1=1 JF1

Kosinusy katdw pomiedzy roznymi przesunieciami mozemy potraktowacé
jak liczby losowe o rozktadzie jednostajnym w [—1,1]. Ich usSredniona
suma powinna znika¢. Mamy zatem

<X2> = I°N. (43)

Zatozenie o statej dlugosci przesunigcia pomiedzy kolejnymi zderzeniami
mozna ztagodzi¢. Mozna zatozyC, ze dtugosci przesunie¢ dane sg jakims
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rozktadem ¢(1) (musi on posiada¢ wariancje), natomiast kierunki nadal po-
zostajg niezalezne. Wowczas zamiast powyzszego wyrazenia otrzymamy

(X?)=(I*)N. (44)
Jesli g(1) jest rozktadem Poissona
1 [
[) = —exp|—— 45
9() = L exp () (45)
CO oznacza kompletnie niezalezne zderzenia, otrzymamy
(X?) =2)2N =2x(v)t (46)

gdyz AN = (v)t. (v) jest $rednig predkoscig czasteczek, a \ Srednig
drogg swobodna.

Dla czgsteczek powietrza (v) ~ 450m/s, A ~ 0.06 um, Co 0znacza, ze
dyfundujgca czagstka, przy braku turbulencji i dryfu, oddali sie od punktu
startowego 0 1 m w ciggu ok. 5 godzin, a o 10 m w ciggu ok. 20 dni.
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Czastka w kapieli cieplnej

Rozpatrujem czastke o hamiltonianie Hg = p2/(2m) + ¢(q), oddziatu-
jaca harmonicznie z wielkg liczbg oscylatorow harmonicznych, stanowig-
cych rodzaj kgpieli cieplnej; same oscylatory ze sobg nie oddziatujg. Ha-
miltonian catego uktadu ma postaé

H=£+¢()+Z P + mow? |z + —2° 2 (47)
2m VT o, “Fa 24 |

gdzie g, jest statg sprzezenia z oscylatorem o indeksie « (pozostate ozna-
czenia sg oczywiste). Z (47) otrzymujemy rownania ruchu

*Patrz tutaj
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. __ Db
q p— -
m
p = i Jaa — Y 9 q
— — 0 — alo —
dq Qa «Q mawgz
. Po
qov — ——
mey
Pa = —mawg — gdaq
lub w postaci alternatywnej
 d¢ 94
mq = ——— — JdoTo — q,
dq Q %: mawgz
Moo = —mawg — gag .

(48a)

(48Db)

(48c)
(48d)

(49a)

(49Db)

Rownania na x, sg “proste”. Sg to liniowe rownania niejednorodne. Roz-

wigzemy je, a rozwigzania wstawimy do pierwszego z réwnan

49

. W tym
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celu skorzystamy z transformaty Laplace’a:

O

i(s) = [e gt (50a)
0

Fo(s) = / e tao () di (50b)
0

gdzie s € C. Z wtasnosci transformaty Laplace’a

/ et (t) = 5250 — 520(0) — 20(0) . (51)
0
Zatem
3(s) = " 20(0) + 5 —ia(0) = T T _as).  (52)
LS _sz—l—w(%xa 32—|—ng0‘ ma32—|—w2q8 '
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Aby teraz znalezé xz,(t), nalezy znalez¢ transformate odwrotng prawe;
strony rownania (52). Pierwszy czton daje coswqat, drugi (1/wq) Sin wat.
Trzeci czton zawiera iloczyn transformaty sinusa i transformaty ¢(¢), a za-
tem jest splotem tych dwu funkcji. Ostatecznie

t
20 (0
2a(0) g ot 9e /q(f) Sinwa (t—7) dr.
W mango

2o (t) = 24(0) COSwat+

(53)

Okazuje sig, ze ostatni czton wygodnie jest przedstawiC w innej postaci
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catkujac przez czesci:

t t
__Ya /q(T) Sinwa(t —7)dr = Ja 5 /q’(q-) COSwq(t — 1) dT.
mMoWo maoWgy 0
Jo

5 [a(t) — 4(0) cos wat]

maw

(54)

Zauwazmy tez, ze £4(0) = pa(0)/mq,.

Zbierajgc wszystkie cztony i podstawiajgc wyrazenie na xq(t) do pierw-
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szego z réwnan

P

49) otrzymujemy

mq = _@ — Jda !(5504(0) + Q(O)> COS wal ‘|‘ Pa(0) Sin wat
dq o w2 MaWa
-y =g / (1) coswalt —7)dr. (55)

Zauwazmy, ze dzieki trickowi z catkowaniem przez czesci (54), pozbylismy
sie cztonu liniowego w ¢g. Zmienmy teraz kolejnos¢ catkowania i sumowa-
nia.

Definiujemy jadro pamieci:

r) =Y Ja 5 COS wat (56)

a MaWq
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oraz site stochastyczna]ﬂ:

0) .
Et) = - ga [(ma(O) + Jo 2q(0)> COS wqt + pa(0) Sin wqt
o MmaWw§ maWe
(57)
W tej notacji rownanie (55) przybiera postac
t
. de .

mij =20~ [T =) () dr+ (). (58)

0

Réwnanie (58) nosi nazwe uogolnionego rownania Langevina (Generali-
zed Langevin Equation, GLE).

TNa tym etapie “sita stochastyczna” jest w petni deterministyczna ©
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Rownanie (58) jest rownaniem rozniczkowo-catkowym. Opisuje ruch w po-
tencjale ¢(q), z nielokalnym (w czasie) cztonem ttumigcym oraz pod wpty-
wem zewnetrznej, zaleznej od czasu sity £(t).

Nasze dotychczasowe rozwazania sg sciste, doktadne: nie dokonywali-
smy zadnych przyblizen, nie przyjmowaliSmy zadnych zatozenh upraszcza-
jacych. Teoretycznie, znajgc wszystkie masy i czestosci oscylatorow kg-
pieli, state sprzezenia i warunki poczatkowe, moglibyémy prébowac roz-
wigzywaC¢ — chocby numerycznie — rownanie (58) tak, jak zostato ono
sformutowane. Bytoby to jednak skrajnie niepraktyczne.
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Sita stochastyczna

Zamiast rozpatrywac jakie$ konkretne, niemozliwe do ustalenia warunki
poczatkowe oscylatorow kagpieli cieplnej, bedziemy usredniac¢ po zbiorze
takich warunkow. Niech symbol (- --) oznacza takg srednig. Z samej po-
staci £(t) (57) widag, ze

(q(0)¢(t)) =0, (59)

a dla licznych potencjatow — w szczegolnosci dla takich, ktére nie zalezg
od nieparzystych poteg ¢ — zachodzi takze

(q(0)¢(t)) = 0. (60)

W ten sposob “sita stochastyczna” (57) statystycznie nie zalezy od warun-
kow poczatkowych dla czgstki. Poniewaz nie chcemy, nie potrafimy Sledzi¢
wszystkich mikroskopowych standéw kgpieli cieplnej, deterministyczng, jak
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dotad, site stochastyczng zastepujemy procesem stochastycznym o za-
danych wiasnosciach. Poniewaz z analizy rozktadu kanonicznego wiemy,
ze odchylenia od Sredniej dla uktadu pozostajgcego w stanie réwnowagi
majg charakter gaussowski, przyjmujemy, ze £(¢) sg gaussowskimi zmien-
nymi losowymi. Trzeba jeszcze okresli¢ funkcje korelacji takiego procesu.

*fWyobrazmy sobie, ze rozwazana kapiel cieplna sama jest w kontakcie z jakim$é wiek-
szym termostatem, ktdry ustala jej temperature.
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Jadro pamieci

Obecnos¢é w GLE, réwnanie (58), nielokalnego w czasie jadra pamieci od-
zwierciedla fakt, ze kgpiel cieplna potrzebuje skonczonego czasu na dosto-
sowanie sie do fluktuacji zmiennej dynamicznej q: Efektywna sita, z jakg
kgpiel dziata na uktad, odzwierciedla przeszte zachowania uktadu. Spo-
dziewamy sie jednak, ze zachowania w bardzo odlegtej przesztosci nie
bedg wptywac na jego terazniejsze zachowanie. Innymi stowy, “fizyczne”
jadra pamieci powinny zanika¢ dla bardzo duzych czaséw.

Sredniujac po warunkach poczatkowych, mozna pokazag, ze

(€(0)E(t)) = 0T (1) (61)
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gdzie o2 jest pewna stata, ktdra sprobujemy okresli¢ za chwile. Istotg row-
nania (61) jest stwierdzenie, ze sita stochastyczna i jgdro pamieci nie sg
dowolne, w tym sensie, ze sg ze sobg powigzane. Funkcja korelacji sity
stochastycznej jest, z doktadnoscig do statej multiplikatywnej, réwna jadru
pamieci. Postulujemy, ze ta zaleznos¢ musi by¢ zachowana, gdy site sto-
chastyczng zastgpimy gaussowskim procesem stochastycznym.
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Powolna relaksacja

Przypusémy, ze kgpiel cieplna bardzo wolno reaguje na fluktuacje w poto-
zeniu czastki, gq. Tak sie moze zdarzy¢, gdy czasteczki kgpieli sg bardzo
masywne w poréwnaniu z obserwowang czgstkg, m < mq. Wowczas, dla
krétkich czasow, I'(t) ~ g = const i GLE przybiera postac

t

mip = =50 / oq(T)dT+€(t)——%—FO(Q(??)—Q(O))-H@)
=~ (¢4 5Tola—a(0)?) +£0). 62

W tym przypadku obecnosc pamieci (i tarcia) przejawia sie jak obecnosc
dodatkowego potencjatu harmonicznego, mogacego uwiezi¢ czgstki w po-
blizu ich potozen poczatkowych.

Znacznie wazniejsza jest przeciwna granica.
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Szybka relaksacja

Jesli kgpiel cieplna jest w stanie bardzo szybko, w granicy nieskonczenie
szybko, odpowiadac na fluktuacje zmiennej ¢, uktad “nie pamieta” swoich
przesztych stanow. Dzieje sie tak na przyktad, gdy m > mg, jak to ma
miejsce w przypadku czgstek brownowskich. Wowczas

() = 276(t), (63)
a GLE przybiera postac
t
d d
mi ="~ 2y [4s(rydr + €)= -0 g+ ey, (69
dq 2 dq
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Odzyskalismy zwykte, Stokesowskie ttumienie (sita ttumigca jest proporcjo-
nalna do predkosci). Oczywiscie z uwagi na zaleznosc¢ (61), jesli w uktadzie
nie ma pamieci (czyli jesli mamy do czynienia ze zwyktym, zlokalizowanym
w czasie ttumieniem), takze sita stochastyczna musi by¢ §-skorelowana,
a zatem musi by¢ biatym szumem:

(€(0)E)) = o?58(t) . (65)
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Przypadek przettumiony

Bardzo czesto relaksacja jest ultra-szybka z uwagi na duzg warto$¢é wspot-
czynnika ttumienia, ~. Taki przypadek jest uznawany za typowy, normalny.
W takim wypadku zachodzi

Imq| < |vq (66)

Taki przypadek nazywamy przettumionym. Wobec (66) czton inercyjny mo-
zemy zaniedbac i uogdlnione rownanie Langevina (64) przechodzi w

1d 1
i=-1% 3 ey (67)
vdqg 7y

(67) nosi nazwe rownanie Langevina.
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Rownanie Fokkera-Plancka

Réwnaniu Langevina (67) odpowiada rownanie Fokkera-Plancka

oP(q,t) _ 0 (1d¢ )\ | 020°P (68)
ot dq |

o2 jest ta sama stata, ktora wystepuje w (65) i okre$la intensywno$¢ szumu.
Rozwigzanie stacjonarne tego rownania, jesli istnieje@, czyli jesli jest nor-
malizowalne, ma postac

$To znaczy, jesli potencjat jest dostatecznie wigzacy; juz potencjat harmoniczny ma te
wiasnoscé.
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Pl@) =Nexp (~256(a)). (69

Oczekujemy, ze jesli uktad jest w rdwnowadze z kgpielg cieplng o tem-
peraturze T, rozktad ten bedzie mie¢ charakter Boltzmannowski, P ~
exp(—¢/kpT). W takim wypadku musi zachodzi¢

Zwigzek

/0

2 _ kBT
Y

(70)

o

nosi nazwe relacji Einsteina-Smoluchowskiego. Wigze on

temperature, natezenie fluktuacji i wspoétczynnik ttumienia. Jego fizyczng
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treécig jest, ze nie ma dyssypacji bez szumu i nie ma szumu bez dyssypa-
cji.

Relacja Einsteina-Smoluchowskiego taczy wspétczynniki transportu (o2, ~),
ktorych obecnos$é wigze sie z makroskopowym brakiem rownowagi, z row-
nowagowg energig termiczng. Oznacza to, ze (milczgco) przyjeliSmy zato-
zenie, ze lokalnie warunki rownowagi obowigzuja.
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Twierdzenie fluktuacyjno-dyssypacyjne

Sprobujmy uogdlnié relacje Einsteina-Smoluchowskiego. Tak zaleznos¢ (61]

jak i jej szczegdblna postac (65), wziete dla t=0, okreslajg intensywnosé
szumu. Nie zalezy ona od pamieci szumu, czyli od czasowej zaleznoci
funkcji korelacji. To, co uzyskaliSmy dla szumu biatego, mozemy uogdlnic
na szum z dowolng pamiecig. W miejsce zaleznosci (61]) otrzymamy wow-
czas

((0)E(t)) = kT (%Hﬂ) | 1)

Czynnik 1/ mozemy wigczy¢ do jgdra pamieci. Wyrazenie (71) nosi na-
zwe twierdzenia fluktuacyjno-dyssypacyjnego, a przedstawione wyzej roz-
wazania stuzyty do jego heurystycznego (bo, mimo wszystko, nie $cistego)
uzasadnienia.
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Uwagi

1. Powyzsze rozwazania sg stuszne dla kagpieli cieplnej ztozonej z nieoddziatujgcych
oscylatoréw harmonicznych, sprzezonych harmonicznie do obserwowanej czgstki.
Wazne, ze uzyskane wyniki — uogolnione réwnanie Langevina, rOwnanie Lange-
vina, twierdzenie fluktuacyjno-dyssypacyjne - nie zalezg od charakteru potencjatu
®(q), opisujgcego czastke odsprzegnietg od kagpieli: formalny ksztatt tych wyra-
zen jest taki sam dla (prawie) dowolnego, fizycznie sensownego potencjatu. Na
0g6t przemilcza sie zatozenie o charakterze kagpieli i przyjmuje sie, ze na czgstke
dziata gaussowski szum o korelacjach czasowych odpowiadajgcych jgdru pamieci.
Mozna probowac rozwazac inne postacie kgpieli cieplnej, ale jest to bardzo trudne
i analitycznie niewykonalne (trzeba robi¢ pewne dodatkowe przyblizenia). W takich
przypadkach twierdzenie fluktuacyjno-dyssypacyjne moze mie¢ inng postaé, chociaz
oczekujemy, ze w granicy powinno dazy¢ do postaci (71).

2. Podejscie to mozna uogdlni¢ na przypadek wielowymiarowy, gdzie zamiast jednej
zmiennej ¢ mamy wektor q, a zamiast sity deterministycznej —d¢/dg mamy — V& (q).
W takim wypadku szum (sita stochastyczna) takze musi mie¢ charakter wektorowy,
jadro pamieci jest pewng macierzg, a twierdzenie fluktuacyjno-dyssypacyjne dotyczy
macierzy kowariancji szumu.
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Czas wyjscia

Czastka startuje z punktu xg € I = [z, z>] W chwili tg. Prawdopodobien-
stwo, ze pozostanie w tym przedziale w chwili ¢ wynosi

L2
Pa:o(t) = /W(:Bo,toh?,t) dx (72)
T1

gdzie W (xq, to|z,t) jest prawdopodobienstwem przejscia z (zg,tg) do
(z,t). Rownanie (72) jest sluszne tylko w przypadku, gdy czgstka nie moze
wroci¢ do przedziato I, gdy go opusci, a wiec gdy w x1, zo> znajdujg sie
bariery pochtaniajgce lub odbijajgce. Zachodzi

Pug(t) = / (_373207(7)> dr . (73)
t
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Sredni czas wyj$cia wynosi

Ty - /O@T (_aPa;o(T)> dr — / Pao () dr (74)
0

0 oT

Rozpatrzmy dyfuzje, w ktérej dryf A(x) nie zalezy od czasu, natomiast
B(x) = 2D = const. Wowczas mamy réwnanie Fokkera-Plancka
OPzo(t) 02

08 = Aleo)g,Pao(t) + Dy 52770 (75)

gdzie znak w pierwszym cztonie zmienit sie, bo rézniczkujemy po czasie
“koncowym?”, nie “poczatkowym”. Niech tg = 0. Catkujgc to réwnanie do-
stajemy

2
A@) T (Ty @) + D (@) = (76)
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gdzie x oznacza teraz punkt startowy, a prawa strona wynika z warunkéw

Jesli przyjmiemy, ze

® () = exp (% [ Aw@) d:z;) (77)
rownanie (76)) przybiera postac
d <T1(w)> 1
- ( () > — (@) (78)

| mozna je rozwigzac¢ w kwadraturach, state catkowania dobierajgc tak, aby
spetnione byty odpowiednie warunki brzegowe w =1, x>. Prowadzi to do
doé¢ skomplikowanych, ale uzytecznych wyrazen ogdélnych na czas wyj-
§cia z przedziatu I.
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Problem Arrheniusa

Przypusémy, ze czgstka porusza sie w polu potencjatu U (x). Wowczas
dryf ma postaé

A(z) = =Y (79)
v dx

gdzie ~ jest wspdtczynnikiem tarcia.

Przypusémy, ze potencjat U (x) ma dwie studnie, czgstka startuje, z punktu
x lezgcego w okolicy lewego, ptytszego minimum, znajdujgcego sie w x 4.
Prawe, gtebsze minimum lezy w punkcie xg. Minima oddzielone sg ba-
rierg, ktéra ma maksimum w x ;. Niech w jakim$ punkcie 1 < x 4 znaj-
duje sie bariera odbijajgca

d(T'(x))
r—T1q dx
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a w x g bariera pochfaniajgca. Jaki jest $redni czas (T'(x)) przejscia od x

d():Blg?

AU

XB

XM

12-59
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Z odbijajgcego warunku brzegowego wynika, ze

d(T()) L /
= _ d(y)d 81
. Do () (y) dy (81)

x1

a z zastosowania warunku pochtfaniajgcego w z g
1 Pow T _ue

(T(x)) = — / e 7D dy/e D dz (82)

D T 1

Jest to wyrazenie ogolne, ale mozna je przyblizy¢ rozwijajgc potencjat w
okolicach minimum i maksimum i korzystajgc z tego, ze vD = kgT'":

U() = Ulea) + ja1(e —24)3 832
U@) =~ Ulaa) — Saoly - o) (83b)
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Ostatecznie

2m 1 fpt (84)
NGIETR
gdzie AU = U(xz)s) — U(x4) jest wysokosScig bariery oddzielajgcej “fat-
szywe” minimum od “prawdziwego”. Ten wazny wynik otrzymat Kramers
w 1940. Wczeéniej Arrhenius, korzystajgc z argumentow heurystycznych,

otrzymat podobny wynik dla statej reakcii, czyli (T'(z)) L.

(T'(x)) =
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Dyfuzja i dyfuzja anomalna

Dla czgstki brownowskiej, czyli opisywanej procesem Wienera, zachodzi
<:r;2(t)> = 2Dt. ZaleznosSc¢ te ozna uogodlni¢ i rozwazac procesy, dla kté-
rych

<a:2(t)> ~ t° (85)

Po lewej stronie mamy $redni kwadrat przesuniecia w czasie t. Gdy o = 1,
mamy normalng dyfuzje. Gdy O < o < 1, czgstka pokrywa mniejszy ob-
szar, niz w dyfuzji normalnej w takim samym czasie. Taki ruch nazywamy
subdyfuzjg. Gdy o > 1, czgstka pokrywa wiekszy obszar; taki ruch na-
zywamy superdyfuzjg. Ogoélnie przypadki o« = 1 nazywamy dyfuzjg ano-
malng.
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Komentarz: Nie jest to, tak naprawde, Sciste. O tym, czy ruch jest dyfuzjg
normalng czy anomalng decydujg procesy mikroskopowe odpowiedzialne
za ten ruch. Znane sg przypadki, w ktorych o« = 1, ale mechanizm mi-
kroskopowy jest inny od dyfuzyjnego, wiec takze zaliczane sg do dyfuzji
anomalne.

Przyktadem subdyfuzji jest ruch, w ktérym “dyfundujgca” czgstka jest pu-
tapkowana — na przyktad ruch tadunkow elektrycznych w potprzewodniku
amorficznym. W superdyfuzji od czasu do czasu wystepujg bardzo ditugie
skoki, a trajektoria nie musi by¢ ciggta.
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