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Procesy stochastyczne — motywacja

Uktady makroskopowe majg bardzo duzo stopni swobody, rzedu liczby
Avogadra, czyli rzedu 1023. Demon Laplace’a, czyli hipotetyczna istota
zdolna Sledzi¢ wszystkie czastki mikroskopowe, jest w praktyce nierali-
zowalny, tym bardziej, ze tak naprawde interesuje nas albo zachowanie
wybranych, obserwowalnych stopni swobody, albo tez zmiennych makro-
skopowych, odpowiadajgcych pewnym wielkosciom usrednionym. Mowigc
w jezyku fizyki statystycznej, nie interesujg nas mikroskany, ale makro-
stany. Wptyw licznych nieobserwowalnych stopni swobody zastepujemy
procesem stochastycznym, ktérego wiasnosci statystyczne umiemy po-
dac.

Jesli ograniczamy sie do fizyki klasycznej, procesy stochastyczne sg “pro-

tezg naszej niewiedzy”.
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Proces stochastyczny

Proces stochastyczny to rodzina zmiennych losowych indeksowana pewng
zmienng t. Zmienng indeksujgca t zwyczajowo nazywamy “czasem”, cho¢
w niektérych zastosowaniach moze ona oznaczac jakg$ wspotrzedna prze-
strzenna.

Niech f(-) bedzie jakg$ funkcjg, X — zmienng losowg. f(X) jest jaka$
inng zmienng losowa. Proces stochastyczny mozna interpretowac jako ro-
dzine

f(X, 1)

gdzie t oznacza zmienng indeksujaca. Jezeli dla kazdej wartosci ¢t wybie-
rzemy jakgas konkretng wartos¢ zmiennej losowej X, dostaniemy funkcje
zmiennej t

y(t) = f(z,t)
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ktorg nazywamy realizacjg procesu stochastycznego. Inne wybory waro-
Sci zmiennej X, zachodzace z odpowiednimi prawdopodobienstwami, pro-
wadzg do innych realizacji tego samego procesu. Oczekujemy jednak, ze
pewne wtasnosci samego procesu stochastycznego, rozumianego na ogét
jako kolekcja realizacji, bedzie dato sie wydedukowac ze znajomosci roz-
ktadu prawdopodobienstwa zmiennej X oraz z wiasnosci funkcji f(-).
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Procesy Markowa

Wezmy pewien cigg zmiennych indeksujacych t1 < to < --- < ty. Niech
P1ip—1 (Yn, tnly1,t1; y2,t2; - - - Yn—1, tn—1) 0Znacza prawdopodobienstwo
warunkowe, iz pewien proces stochastyczny w chwili ¢,, przyjat wartos¢ yn,
pod warunkiem, ze w chwili ¢,,_1 przyjat wartos¢ vy,,_1 oraz w chwili ¢,,_»
przyjat wartosc¢ y,,_» oraz w chwili t,,_3 przyjat warto$¢ y,,_3 oraz . ... Je-
zeli dla kazdego n i dla kazdego mozliwego wyboru t1 < to < -+ < tp
zachodzi

Piip—1 Wnstaly1, t1;y2, 827 - S Un—1,tn—1) = P11 (Yn, talyn—1,tn-1)
(1)

proces taki nazywamy procesem Markowa.
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Anderi Andreiewicz Markow
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Wiasnos¢ (1) mowi, ze proces “nie ma diugiej pamieci”: Gestos¢ prawdo-
podobienstwa warunkowego w chwili ¢,, jest jednoznacznie wyznaczona
przez wartosci w chwili ¢,,_1 i zadne informacje na temat wartosci przyj-
mowanych we wczeéniejszych chwilach nie majg na nig wptywu. Prawdo-
podobienstwo Py)1 nazywamy prawdopodobienstwem przejscia.

Proces Markowa jest w cato$ci wyzanczony przez dwie funkcje: Prawdo-
podobienstwo poczatkowe P;(yq,t1) oraz prawdopodobienstwo przejscia
Pl‘l(yQ,tQky]_,tl). Istotnie, biorgc dowolne t1 < to < t3 otrzymamy dla
prawdopodobienstwa tgcznego

P3(y1,t1; 92, t2;, y3,t3) = P1o(y3,t3ly2, t2; y1,t1) Pa(y1, 01, y2, 12)
= Py1(y3,t3ly2, t2) P11 (Y2, t2ly1, t1) P1(y1, 1) (2)
Definicje procesu Markowa oraz powyzszg wtasno$¢ mozna z tatwoscig
uogdlni¢ na przypadek wielowymiarowy.
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Réwnanie Chapmana-Kotmogorowa

Jezli scatkujemy (2) po y> dla t1 < to < t3 otrzymamy

Po(y1,t1;y3,t3) = Pl(yl,tl)/P1|1(y3,t3|y2,tQ)Plyl(y2,t2|y1,t1)dyz- (3)

Jesli podzielimy powyzszg réwnos¢ przez P (y1,t1), otrzymamy réwna-
nie Chapmana-Kotmogorowa:

P11 (y3,t3ly1,t1) = /P1\1(y3,t3|y2,tz)P1|1(y2,t2|ylat1)dyz, (4)

gdzie catkowanie rozcigga sie po catym zakresie zmiennej yo, oraz musi
byC spetniony warunek t1 < t» < t3. Prawdopodobienstwo przejscia musi
by¢ catkg (sumg) prawdopodobienstw przejscia po wszystkich mozliwych
drogach posrednich.

Copyright © 2015-23 P. F. Géra 11-8



Tak naprawde to réwnanie Chapmana-Kotmogorowa stanowi poprawng
matematyczng definicje procesu Markowa: Kazda funkcja P1\1<'|') spet-
niajgca réwnanie (4) jest prawdopodobienstwem przejécia w pewnym pro-
cesie Markowa. Musi takze zachodzi¢

P1(y2,t2) = /P1\1(y2,t2|y1,t1)P1(y1,t1)dy1- (5)

Prawdopodobienstwo przejscia Py | jednopunktowa funcja rozktadu P;
procesu Markowa spelniajg réwnania (4) i (5). Na odwro6t, kazde dwie funk-
cje spetniajgce te rownania wyznaczajg pewien proces Markowa.
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Proces Wienera

Rozpatrzmy proces zadany prawdopodobienstwem przejscia (y1, y> € R,
to > t1)

1 (y2 — y1)2]
P Y Y — Y 6
111 (2, t2ly1, 1) Neo 2ty — 1) (6)

k atwo sprawdzic, ze funkcja () spetnia réwnanie Chapmana-Kotmogorowa.
Jezeli przyjmiemy, ze P1(y1,0) = 6(y1), z (B) otrzymamy

exp [_

2

Pi(y,t) = exp !—%] ,t>0. (7)

1
V27t
Jest to tak zwany proces Wienera. Gestos¢ jest, jak zobaczymy, za-
lezng od czasu gestoscig potozenia czgstki podlegajgcej jednowymiarowe;
dyfuzji.
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Proces Poissona

Proces Poissona zlicza jakie$ elementarne zdarzenia, jakie zaszty do da-
nej chwili czasu tg. Rozwazamy zatem pewien proces N (t), o ktérym za-
ktadamy, ze

i. Vh > 0: rozkiad zmiennej losowej N (t + h) — N(t) jest taki sam, to
znaczy, nie zalezy on od t.

ii. Zmienne losowe N (t;) — N(t;), N (t) — N(t,) sa niezalezne, jesli
tylko [t;,t;] N [t}., tx] = O (przedziaty nie przecinajg sie).

ii. N(0) = 0, N(t) jest liczbg catkowitg, prawostronnie ciggtg i niemale-
jaca jako funkcja t.

iv. P(N(t4+h) — N@&) > 2) = P(N(h) 2 2) = o(h)gdy h — O
(prawdopodobienstwo, ze w bardzo krotkim przedziale N wzroénie o 2
lub wiecej jest zaniedbywalnie mate).
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Przy tych zatozeniach mozna pokazad, ze
e N (t) jest funkcjg schodkowg, narastajgca w krokach o wysokosci 1.

e Istnieje A > O taka, ze zmienna losowa N (t 4+ s) — N(s) ma rozktad
Poissona z parametrem \t.

e (Czas oczekiwania na przeskok jest zmienng losowg o rozktadzie wy-
ktadniczym: Jezeli 71, 1, ..., sg czasami oczekiwania na kolejne
skoki, prawdopodobienswto skoku spetnia

P(rj > x) = e T

*Patrz na przyktad tutaj.
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e Prawdopodobienstwo warunkowe wynosi

[A(t2 — tl)]NQ_Nle—)\(tQ—tl)

(N2 — Np)! 8)

P11 (N2, t2|N1,t1) =

dla No > Nq,ty >t (P1\1 = 0 poza tym).

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze prawdopodobienstwo przejscia (8) spetnia row-
nanie Chapmana-Kotmogorowa, a zatem wraz z warunkiem N(0) = 0O
definiuje pewien proces Markowa.
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0 Yy , ts ts

Przyktadowa realizacja procesu Poissona: Jednostkowe przyrosty pewnej
wielkoSci w losowo wybranych chwilach czasu. Czas oczekiwania na
kolejne skoki ma rozktad wyktadniczy.
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Procesy narodzin i Smierci

Procesy narodzi i Smierci (Birth and Death Processes) sg uogolnieniem
procesu Poissona. Zliczana zmienna moze zwigkszac sie, ale takze zmniej-
szac sie 0 1 w losowo dobranych momentach. N (¢) nazywamy stanem
procesu w chwili t. Proces narodzin i $mierci mozna zilustrowaé za po-
mocg diagramu stanow:

Ao A A1 A
M1 Hz M

M+ 1

A 0znaczajg predkosci (ang. rate) “narodzin”, ;. predkosci “Smierci” w sta-
nie k.
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Prawdopodobienstwo czasu oczekiwania na przeskok, podobnie jak w pro-
cesie Poissona, dane jest rozktadem wyktadniczym. Jezeli prawdopodo-
bienstwa “narodzin” (zwiekszenia sie wartosci, czyli ruchu do wyzszego
stanu) i “Smierci” (zmiejszenia sie wartosci, czyli ruchu do nizszego stanu)
nie zalezg od wartosci stanu, proces taki nazywamy jednorodnym. Proces
narodzin i Smierci jest procesem Markowa.

Pk W e AT J b B EN e e el T e

Przyktad realizacji procesu narodzin i $mierci
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Niech P;(k,t) oznacza prawdopodobienstwo, ze w chwili ¢ proces jest
w stanie k. Jezeli granica

lim Py(k,t)
t—00
istnieje dla kazdego k, mdéwimy, ze proces osigga stan réwnowagi. Dla

procesu jednorodnego osiggniecie stanu rownowgi jest mozliwe tylko gdy
A < u (predkos¢ narodzin jest mniejsza od predkosci Smierci).

Procesy narodzin i Smierci, podobnie jak proces Poissona, sg wykorzysty-
wane w teorii kolejek.
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Realizacje jednorodnego procesu narodzin i $mierci. Gorny panel: A < p,
srodkowy panel: A\ = u (btgdzenie przypadkowe), dolny panel: A > u
(eksplozja)
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Przykiad — kolejka M/M/1

=TI~

Waiting Service
area node

W teorii kolejek rozwaza sie proces, w ktorym

e sygnaty przybywajg zgodnie z procesem Poissona o parametrze A\,
przesuwajgc system ze stanu ¢ do stanu :41,

e sygnat jest obstugiwany zgodnie z rozktadem wyktadniczym, dla kté-
rego sredni czas oczekiwania wynosi 1/u; po obstuzeniu uktad prze-
chodzi ze stanu ¢ do :—1,

e uktad jest obstugiwany przez pojedynczy serwer.
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Zaktadamy, ze bufor oczekiwania ma nieskonczong pojemnos¢. Stan i
oznacza, ze na obstuzenie czeka ¢ sygnatéw (kilentow, samochodow przed
szlabanem, ...). Jest to jednorodny proces narodzin i Smierci. Aby byt on
stacjonarny, musi zachodzi¢ A < u. Proces ten jest opisywany przez uktad
rownan

dp;it) = Api—1(t) + ppip1(t) — A+ wWpi(t), i=1,2,...(9b)

{p}s2  jest rozktadem pradwdopodobienstwa obsadzenia poszczegolnych
standw, z warunkiem poczgtkowym

> pi=1. (9¢)
i=0
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Lancuchy Markowa

Proces Poissona i jednorodne procesy narodzin i $mierci sg przyktadami
tancuchow Markowa, czyli procesow Markowa, w ktorych

e zmienna losowa moze przyjmowac tylko dyskretny (skonczony lub co
najwyzej przeliczalny) zbiér wartosci, zwanych stanami,

e prawdopodobienstwo przejécia zalezy wytgcznie od roznicy czaséw.

Jesli dodatkowo przyjmiemy, ze

e zmienna czasowa jest dyskretna i moze przyjmowac tylko wartosci cat-
kowite ..., —2,—-1,0,1,2,...

proces taki nazywamy dyskretnym tancuchem Markowa. Ten przypadek
jest najczestszy; czesto domysinie zaktada sie, ze jesli méwimy o fancu-
chu Markowa, mamy na mysli dyskretny tancuch Markowa. Jesli dostepna
przestrzen standw jest skonczona, tancuch nazywamy skonczonym.
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Macierz przejscia

Dla dyskretnego tancucha Markowa prawdopodobienstwa przejscia zapi-
sujemy jako

P111(k,2|1,1) = Wyy. (10)

Wy, jest prawdopodobienstwem przejscia w jednym kroku ze stanu [ do
stanu k.

Dla skonczonego, N-stanowego, dyskretnego tancucha Markowa, liczby
Wy tworzg macierz W € RV*N | zwang macierza przejscia.
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Wtasnosci macierzy przejscia

e W, > 0: prawdopodobienstwa nie moga by¢ ujemne.

N
o Vi: > Wi = 1. Suma elementow w kazdej kolumnie rowna sig
k=1
jeden, gdyz jest to prawdopodobienstwo catkowite na to, ze uktad ze

stanu [ pojdzie gdziekolwiek.

Niech p(n) € R¥ oznacza wektor prawdopodobienstw, ze w chwili n uktad

znajduje sie w poszczegdblnych stanach: p(n) jest prawdopdobienstwem

tego, ze w chwili n uktad jest w stanie 1, p>(n) jest prawdopdobienstwem

tego, ze w chwili n uktad jest w stanie 2 itd. Musi zachodzi¢ p;(n) > O,
N

> pi(n) = 1. Rownanie (5) przybiera postac

1 =1

p(2) = Wp(1). (11)
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Przykiad

Czgstka moze znajdowac sie w jednym z trzech stanow: A, B, C. Jeéli
w chwili n czgstka jest w stanie A, w chwili n41 znajdzie sie z prawdopo-
dobienstwem 2/3 w stanie B lub z prawdopodobienstwem 1/3 w stanie C.
Jesli w chwili n czgstka jest w stanie B, w chwili n+1 z réwnym prawdopo-
dobienstwem znajdzie sie w ktdéryms z pozostatych standéw lub pozostanie
w stanie biezgcym. Jesli w chwili n czgstka jest w stanie C, w chwili n41
z prawdopodobienstwm 2/3 znajdzie sie w stanie A lub z prawdopodo-
bienstwm 1/3 znajdzie sie w stanie B. W chwili n=1 czgstka znajduje sie
w stanie A.
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Dla tego przyktadu

— 1 2_
0 3 3
2 1 1
W=13 3 3 (12a)
1 1
'3 3 O
1 0
p(l1)=|0 |, p(2)=Wp(1l)=| 3 |,
0 1
—3—
- ﬂ —_ _ l _
9 27
3 13
p3)=Wp(2)=|5 |, pP4)=WpQ3)=| 5|, ... (12b)
2 7
| 9 ] | 27
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Widmo macierzy przejscia

Macierz przejscia W w ogélnosci nie jest symetryczna, wiec jej wartosci
wiasne, A, nie muszg by¢ rzeczywiste. Mozna jednak pokazac, ze

e N\ <1

e istnieje co najmniej jedna warto§¢ wtasna A = 1

e jesli p* jest wektorem wtasnym macierzy przejscia, to albo jest wekto-
rem wiasnym do wartosci wiasnej A = 1, albo }_; p}’f = 0.
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Réwnowagowy rozkiad prawdopodobienstwa

Przypusémy, ze istnieje taki wektor p*, ze zadany przez niego rozkiad
prawdopodobienstwa nie zmienia sie po przeksztatceniu przez macierz
przejscia W:

Wp* =p*. (13)

Méwimy, ze p* zadaje rownowagowy rozktad prawdopodobienstwa. Wi-
dacé, ze rozktad rdbwnowagowy jest wektorem wtasnym macierzy przejscia
do wartosci wtasnej 1, o ile wektor taki istnieje. W takim wypadku

lim W"p(1) = p*.

n—oo

Dla przyktadu ze strony 24,

(14)

i
[
o+ oI~NG]o
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Dwustanowy proces Markowa

Uktad moze znajdowacé sie w jednym z dwu stanoéw {a,b}. Ze stanu a
moze przej$c do stanu b z prawdopodobienstwem q (i pozostaC w stanie a
z prawdopodobienstem 1—gq), natomiast ze stanu b moze przejs¢ do stanu
a z prawdopodobienstwem r (i pozostaC w b z prawdopodobienstwm 1 —r).
Macierz przejécia ma postac

_|1=q
we[to ] 19

Dyskretny czas oznaczamy przez t. Mamy

pa(t+ 1) = (1 —q)pa(t) +T£1 —Ba(t)z =r+ (1 —-7r—q)pa(t) (16)
pp(¢)
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Zatem

pa(t) = a+ (1 —7—q)'(Pa(0) =), a= (17)

T q

Przypadki graniczne: r = ¢ = 0 — nie ma dynamiki; » = ¢ = 1 — uklad
oscyluje pomiedzy stanami. W pozostatych przypadkach |1 — r — ¢q| < 1,
a wiec

im pa(t) =a, lim pp(t) =1 —-a. (18)
Zauwazmy tez, ze

Whapa(oo) = Wyppp(o0) . (19)
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Btadzenie przypadkowe na pierscieniu

WyobraZzmy sobie, ze przestrzen standw stanowi zespdt weztow {1,2,..., N}
na jednowymiarowe| siatce z periodycznymi warunkami brzegowymi (stan
N+41 = 1, stan 0 = N). Czas jest dyskretny, w kazdej chwili wedrowiec
bedacy w wezle i moze przejs¢ do wezta i+1 z prawdopodobienstwem

r lub do wezta :—1 z prawdopodobienstwem 1—r. Macierz przejscia ma
postac:

O 1—» O 0 O 0 r
r O 1—» O O 0O

W = o) r O 1-—r O 0O (20)
1—r» O 0 0 O r O
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Prawdopodobienstwa spetniajg

pi(t+1) = (1 —7r)pj41(t) +rpi—1(2). (21)

W granicy t — oo, jesli istnieje, prawdopodobienstwa nie mogg zaleze¢ od
czasu:

p; =1 —7)pjq +7rPi_1- (22)

Rozwigzaniem tego réwnania jest Vi : p7 = 1/N. Po dostatecznie dtugim
czasie wedrowiec zapomina warunek poczatkowy, a poniewaz wszystkie
wezty sg rownowazne, kazdy zostanie odwiedzony tyle samo razy.

Pozyteczne jest jednak zbadanie widma macierzy przejscia. Réwnanie wia-
sne ma postac

(1- T)pz-l-l + sz_l — )\pz. (23)
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Réwnanie to ma rozwigzanie postaci py = w”, przy czym musi zachodzi¢
P41 = P1, czyliw? = 1. Mamy zatem N niezaleznych rozwigzan

wjzexp(%g), 73=0,1,...,N—1. (24)
Podstawiajgc do (23) otrzymujemy
(1-— fr')w;.{_l_l + rwf_l = )\jw;? (25a)
A= (1—-r)w;+ rwj_l (25b)
Aj = cos(2mj/N) + i(1 — 2r)sin(2mj/N) (25¢)

Dla przypadku symetrycznego, » = 1/2, wszystkie wartosci wlasne sg
rzeczywiste. Dla dowolnego r, A\g = 1.

Unormowane wektory wtasne majg postac

1 _
ij—[l,wj,w]?,...,wN 1 (26)

VN ’
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Obserwacja: W przypadku symetrycznym r = 1/2, jezeli N jest parzy-
ste | wedrowiec startuje z wezta o numerze parzystym, w nieparzystych
krokach bedzie w weztach o numerach nieparzystych, a w parzystych —
w weztach o numerach parzystych; podobnie, jeéli startuje z wezta nie-
parzystego. Oznacza to, ze w przypadku syterycznym i dla parzystego N
granica

lim p;(t) (27)
t—00
nie istnieje. Jednak w kazdym przypadku istnieje Srednia ergodyczna
1 1
t'i[po ? TZ::]- pZ(T) — Na (28)

odtwarzajgca prawdopodobienstwo rownowagowe.
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Btadzenie przypadkowe z barierami pochtaniajacymi

Przestrzen standéw stanowi jednowymiarowa siatka NV weztéw. Jak poprzed-
nio, wedrowiec moze po6j$¢ z prawdopodobienstwem r do przodu lub 1—r
do tytu. Tym razem nie zaktadamy periodycznych warunkdéw brzegowych,
tylko w weztach 1, N ustawiamy bariery pochtaniajgce (absorbing bar-
riers). Wedrowiec, jeéli sie znajdzie w tych weztach, pozostanie tam na
zawsze. Macierz przejscia ma postac

1 0 O 0 O 0O
OO0 1—r O O 0O

W=|07r 0 1-r7r O 0O (29)
O 0 O 0 O r 1
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Dla dowolnego O < » < 1 wedrowiec zostanie pochtoniety przez ktéras
Z barier.

Mozemy jednak zadac ciekawsze pytanie: Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze wedrowiec startujacy z wezta 5 (7 # 1, N) dotrze do wezta 1, nie be-
dac wczesniej pochtonietym przez N ? Niech prawdopodobienstwo takiego
zdarzenia wynosi p;,j = 2,..., N — 1. Musi ono spetniac

pj =rpj+1+ (1 —7)pj_1 (30)
z warunkami brzegowymi p; = 1,pn = O.

Dla r = 1/2 rownanie (30) przybiera postac

1
pj = 5(1?;‘4-1 +pj-1) (31)
ktérego rozwigzaniem jest p; = (N — j) /(N — 1).
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Dla r = 1/2 zauwazamy, ze (30) jest liniowym réwnaniem réznicowym,
ktdrego rozwigzania poszukujemy w postaci

p; = As’ + B (32)

gdzie s = (1 —r)/r, natomiast state A, B wyznaczamy z warunkow brze-
gowych:

p1 = As+B=1 (33a)
py = AsN +B=0 (33b)
Ostatecznie
J—1 _ (N-1
P; — 1 _ SN_]' (34)

Dlar > 1/2i N > 1,p; ~ s/~1. Poniewaz s < 1, prawdopodobief-
stwo dotarcia do bariery 1 jest zaniedbywalnie mate. Z koleidlar < 1/2 i
N > 1, p; ~ 1: wedrowiec prawie na pewno zostanie pochtonigty przez
bariere 1.
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Ruina gracza

Przypus¢my, ze gramy w ruletke obstawiajgc czerwone lub czarne. Sta-
rujemy z kapitatem j. Gdy wygramy, nasz kapitat powieksza sie o 1, gdy
przegramy, ptacimy 1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osiggniemy ka-
pitat NV, nie spadajgc do 17?

Zatbzmy, ze obstawiamy czerwone, co odpowiada r = 18/37 (0 to zysk
kasyna). Starutjemy z kapitatem ;7 = 500 i chcemy zgromadzi¢ N =
1000. Niestety, p; ~ 1 — O(10712), czyli nie zbankrutujemy z prawdopo-
dobiefistwem ~ 10712 @
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Rownanie master

Wezmy jednorodny proces Markowa, to znaczy taki, w ktorym prawdopo-
dobienstwa przejscia zalezg wytgcznie od réznicy czaséw. Zapisujemy

Pi1(y2, taly1, t1) = Tr(y2ly1) , 7 =ta —t1. (35)

W tych oznaczeniach réwnanie Chapmana-Kotmogorowa (4) ma postac

Ty 1(y3ly1) = /TT/(ys\yz)TT(yzlyl)dyz- (36)

Jak zachowuije sie T../(y»>|y1) dla bardzo matych czaséw 7'?
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Postulujemy, ze w bardzo matym czasie 7/
e przejScie nie nastapi, lub, jesli przejScie nastapi,
e prawdopodobienstwo przejscia jest proporcjonalne do 7':

To(yalyn) = (1= 7 [ W(walyn)dy2 ) 6(ua—y1)+7'W (yalyn)Fo().
37)

gdzie W (y>|y1) = O jest prawdopodobienstwem przejscia w jednostce
czasu od yq do y>. [ W (yo|y1)dyo jest prawdopodobienstwem tego, ze
w jednostce czasu nastgpi przejScie z y1 gdziekolwiek.
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Podstawiamy (37) do (36):

T4 (y3lyr) = (1 — T’/W(yzly3)dy2> Tr(yzly1)

+ 7 [ Wlysly) Tr(yolyn)dyo (38)

Po uporzadkowaniu wyrazéw, podzieleniu przez 7’ i przej$ciu do granicy
7/ — 0, dostajemy

o)

ETT(y3|yz) = /(W(yslyz)TT(yzlyl) — W (y2ly3)Tr(y3ly1)) dyo -
(39)

Na koniec mnozymy obie strony (39) przez P;(y1), catkujemy po yq i do-

stajemy rownanie master:

OP(y,t)
ot

P

[ (WP, - Wl P, 0)dy . (40)
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Dla tancuchéw Markowa réwnanie master ma szczegdblnie wygodng po-

stac:
dpn (t) _
dt

Rownanie master jest rownaniem bilansu: Prawdopodobienstwo znalezie-
nia sie w stanie n rosnie, gdy ukfad przechodzi z innego stanu do stanu
n. Prawdopodobienstwo to spada, gdy uktad przechodzi ze stanu n do ja-
kiego$ innego stanu. Trzeba to teraz wysumowac po wszystkich stanach,
z ktorych uktad moze przejs¢é do stanu n lub do ktérych moze z tego stanu
uciec. Przyktad: Uktad rownan (9), opisujacy kolejke M/M/1, jest rowna-
niem master.

z/: [Wnn’pn’(t) — Wn/npn(t)] : (41)

Rownanie master wyprowadziliSmy z réwnania Chapmana-Kotmogorowa
dla proceséw jednorodnych w czasie; mozna je uwazac za rézniczkowg
postac tego rownania.
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Warunek rownowagi

Uktad pozostaje w stanie stacjonarnym, gdy prawdopodobienstwa obsa-
dzenia wszystkich standéw w tancuchu Markowa nie zmieniajg sie w czasie.
Z rbwnania master (41) widzimy, ze oznacza to, iz

vn: Z [Wnn’pn’(t) - Wn’npn(t)] = 0. (42)

Warunek rownowagi (42) oznacza, w kazdym stanie suma “wptywow” i “wy-
ptywoOw” bilansuje sie: Sumaryczne przejscia do danego stanu z wszyst-
Kich innych stanow sg zrownowazone przez ucieczki z tego stanu do wszyst-
Kich innych mozliwych standow.
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Warunek rownowagi szczegotowej

Jezeli w (42) potozymy

vn,n': W, mp.(t) — W, . pn(t) =0 (43)

warunek rownowagi rzecz jasna bedzie spetniony. Warunek (43) nazywa
sie warunkiem rownowagi szczegotowe|. Oznacza on, ze nie tylko suma-
ryczne przeptywy sie rbwnowazg, ale ze dla kazdej pary stanow wza-
jemne przeptywy w stanie rownowagi bilansujg sie: lle przejdzie ze stanu
n' do stanu n, tyle przejdzie ze stanu n do stanu »’.

Warunek rownowagi szczegotowej jest silniejszy, niz warunek rownowagi:
z (43) wynika (42), ale nie na odwrot.
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Konsekwencje warunku rownowagi szczegotowej

Jedng z konsekwencji warunku réwnowagi szczegoétowej jest to, ze nie
moze byc¢ cyklicznych przeptywow prawdopodobienstwa: Dla kazdej trojki
standbw m, n, s

WimWsnWms = WemnWnsWmn (44)

| podobnie dla bardziej rozbudowanych cykli. tancuch Markowa, ktory spet-
nia warunek rownowagi szczegotowej, nazywamy odwracalnym.

Mozna pokazac, ze w skonczonych, zamknietych (izolowanych) uktadach
fizycznych warunek réwnowagi szczegotowej musi byC spetniony. Jest to
zwigzane z mikroskopowg odwracalnoscig rownan ruchu. W mechanice
kwantowe] odpowiednikiem warunku réwnowagi szczegobtowej jest “ztota
reguta Fermiego”.
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Uktady otwarte — na przyktad wymieniajgce z otoczeniem energie — moga
nie spetnia¢ warunu rownowagi szczegétowej, cho¢ spetniajg warunek row-
nowagi (42). Przyktadem na to sg oscylacyjne reakcje chemiczne, a takze
(przynajmniej w pewnym przyblizeniu) niektore zjawiska meteorologiczne.
Trywialnym przyktadem jest... zegar: uérednione po czasie (lub po ze-
spole statystycznym) prawdopodobienstwo, ze duza wskazdéwka pokazuje
ktdrgs minute nie zmienia sie w czasie, podczas gdy zegar, czerpigc ener-
gie z zewnatrz, wykazuje ruch cykliczny ©.
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Przyktad

Dla cyklicznych reakcji chemicznych

zachodzgcych bez wymianry energii (ani czastek, ani niczego innego) z oto-
czeniem, warunek rownowagi szczegbétowej moze by¢ spetniony jedynie
gdy state kinetyczne spetniajg

ki ks ks = ko kg ke . (45)
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Jesli warunek (45) nie bytby spetniony, uktad nie osiggatby stanu réwno-

wagi. Konieczno$C spetnienia warunku
wracalnosci reakciji.

45

wynika z mikroskopowe] od-
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