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Rozwazmy rownanie Newtona na ruch z ttumieniem

i+yi+ o =0, (1
dx

gdzie ~ jest wspotczynnikiem ttumienia. Jezeli v > 0, mamy zwykle ttu-

mienie Stokesowskie, gdzie energia jest rozpraszana. Jeéli v < 0, mamy

“niefizyczny” przypadek, w ktérym energia jest pompowana do uktadu.

Ciekawie robi sie wtedy, gdy znak v moze sie zmienia¢ w zaleznosci od
stanu uktfadu.
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Oscylator van der Pola

Rozwazmy pewne réwnanie nalezgce do ogdlnej kategorii (1):
—u(l—22)i+z=0. (2)

Uktad taki nazywa sie oscylatorem van der Pola. Oscylator van der Pola
ma punkt stacjonarny (z,z) = (0, 0).

Niech . > 0. Wéwczas z2 > 1 odpowiada tlumieniu “fizycznemu” — oscy-
lator nie moze uciec do nieskonczono$ci — natomiast 22 < 1 odpowiada
ttumieniu “niefizycznemu” — uktad jest odpychany od swojego punktu sta-
cjonarnego.
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u=0.5 u=1.5

Wszystkie trajektorie rownania (2) dgzg do cyklu granicznego. Do
okreslenia potozenia na cyklu granicznym wystarczy podac jedng
wspotrzedng. Jak znalez¢ ten cykl?
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Jesli podstawimy

1 1
y=1xz——z°— "¢ (3)
o
otrzymamy
: 1 3
x = ,u(:c—gaz —y) (4a)
i = p(l—-2z)i—y (4b)
a wowczas réwnanie (2) przechodzi w
1
r = u(az—gac?’—y) (5a)
1
y = —@ (5b)
I}
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W punkcie stacjonarnym uktadu (5) musi zachodzié¢

y=0 (6)
co, biorgc pod uwage (3), oznacza, ze
. 1 3)
r = x— —x°|. /
p o= (7)
To wtasnie jest rownanie cyklu granicznego. Jest to autonomiczne réwna-
nie pierwszego stopnia.
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Przyklad ciekawszy

Zastanowmy sig, czy umiemy jakosciowo przeanalizowa¢ asymptotyczne
(t > 1) rozwigzania rownania

d%x dx\ 2 4 dx 3
g 2 (= — 1| — =0.
dt? [ (dt) T ] TR 8)
Zdefiniujmy
2
’y(:p,x')=2(fi—f> 4+ -1, (9)

Rownanie (8) jest rownaniem ruchu w potencjale %x”‘ z “tarciem” v(x, x),
zaleznym od potozenia i predkoSci.
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Zauwazmy, ze
o Punkt (az = 0, Z—f = O) jest punktem stacjonarnym rownania (8).

o Jezeli~v(x,z) > 0, uktad jest ttumiony w strone punktu stacjonarnego.

e Jezelivy(x,z) < 0, uktad wybucha.

o Jezeli |x| < 1 oraz | ‘ < 1,10 v(x,z) < 0 i ukiad jest odpychany
od punktu stacjonarnego.

o Jezeli x| > 1 Iub | ‘ > 1, to v(x,z) > 0 i uklad jest Sciggany
w strone punktu stacjonarnego.
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Jako jedyna interesujgca mozliwos¢ pozostaje

26%f+44—1=o. (10)

Jezeli zachodzi (10), réwnanie (8) redukuje sie do

d?x

dt—z-l-:c3=0. (11)

Rozniczkujgc (10) dostajemy

dr d? d dz [ d?
0=4.2% m—|—4az3-—x—4x< CE+g[;3> (12)

dt  dt2 dt ~ dt \ dt2
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10

Widzimy zatem, ze jezeli zachodzi (10), to albo Cé—f = 0, co zachodzi na
niestabilnym punkcie stacjonarnym, albo spetnione jest réwnanie (11
niewaz rownanie to jest zgodne z rownaniem (8) przy zatozeniu
dzimy, ze rownanie

. Po-
. Wi-

jest krzywg catkowg réwnania (8). Rozwigzanie

tego typu nazywamy cyklem granicznym. Cykl graniczny opisuje tak na-
prawde dwa rozwigzania, roznigce sie kierunkiem obiegu.
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Stabilnosc¢ cyklu granicznego

Czy znaleziony cykl graniczny jest stabilny? Zatézmy, ze spetnione jest
rownanie (10). Zaburzamy rozwigzanie x(t) — x(t) + =(t), przy czym
zaktadamy, ze |e(t)| < 1. Wstawiamy zaburzone rozwigzanie do wyjscio-
wego rownania (8):

itét 2@+ + @+t -1 @+ + @+’ =0 (13)
a'c'—l—é'—l—[2(:1';)2—|—45cé—|-a:4—|-4x35—1] (z48)+23+323=0

(13b)
Wyrazy wyrdznione kolorami zerujg sie.

E4 4(zé 4 23e) (2 +E)+32° =0 (13c)

E4 4(2)% 4+ 2%(42x +3)e =0 (13d)
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Zauwazmy teraz, ze jezeli spetnione jest réwnanie (10), to x € [—1, 1],

: 1 1
x € —\/—5,\/—51.Wobectego

4
[4iz| < 4l2| < —= <3 =>4az+3 >0, (14)

V2

a wobec tego réwnanie (13d) jakosciowo zachowuje sie jak rownanie ttu-
mionego oscylatora harmonicznego, a zatem zaburzenie =(t) jest Scig-
gane do zera. Oznacza to, ze znaleziony cykl graniczny jest stabilny.
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