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Model Isinga

Model Isinga jest jednym z najwazniejszych i najczesciej rozwazanych mo-
deli w fizyce statystycznej. Jego znaczenie wynika stad, ze (i) dwuwymia-
rowy model Isinga mozna rozwigzac¢ scisle oraz (ii) rozwigzanie to prze-
widuje istnienie przejécia fazowego. Jest to jeden z bardzo niewielu Scisle
rozwigzywalnych modeli o tej wtasciwosci.

Formalnie model Isinga jest modelem ferromagnetyka na jakiejs sieci. Z do-
Swiadczenia (i z fenomenologicznego rownania stanu) wiadomo, ze ferro-
magnetyk ponizej temperatury Curie wykazuje spontaniczng (czyli pod nie-
obecnos$¢ zewnetrznego pola) magnetyzacje; magnetyzacja ta znika powy-
zej temperatury Curie. Substancja staje sie wowczas paramagnetykiem.
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Lattice of spins s, = *£1

Dwuwymiarowa sie¢ ferromagnetyczna
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Hamiltonian Isinga

Dana jest pewna sie¢ d-wymiarowa. W kazdym wezle sieci rezyduje kla-
syczny moment magnetyczny (“spin”) s;, gdzie j jest numerem wezta. Spin
moze przybierac tylko wartosci +-1. Zbior wszystkich warto$ci {s;} jedno-
znacznie wyznacza (mikro)stan uktadu. Przyjmujemy, ze kazdy spin od-
dziatuje tylko ze swoimi najblizszymi sgsiadami. Hamiltonian uktadu wynosi
wobec tego

N
E{SZ} —_— — gij Sz'Sj — B Z Sj - (1)
(i) =1

Pierwsza suma rozcigga sie po wszystkich sgsiednich, rozroznialnych pa-
rach spindw. lle jest tych par zalezy od wymiarowosci i topologii sieci.
Druga suma rozcigga sie po wszystkich spinach na sieci; N jest liczbg
spindw na sieci, B jest zewnetrznym polem magnetycznym. State ¢;; okre-
Slajg sprzezenie pomiedzy i-tym a j-tym weziem.
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Rozwazmy najprostszy przypadek, w kiérym wszystkie state sprzezenia
sg rowne Vi,j: €;; = ¢ > 0 (¢ < O odpowiadatoby antyferromagnety-
zmowi, ktdrego w tej chwili nie rozwazamy). Zachowanie uktadu determino-
wane jest przez dwie przeciwstawne tendencje: (1) dgzenie do minimaliza-
cji energii wewnetrznej, czyli do uporzgdkowania spinbw oraz (2) dazenie
do maksymalizacji nieuporzgdkowania. Nieuporzgdkowanie jest skutkiem
oddziatywan termicznych, na przyktad termicznych drgan sieci. Ostatecz-
nie wynika z tego dazenie do minimalizacji energii swobodnej Helmholtza
F = U — TS, natomiast szegdty, jak to sie manifestuje, wynikajg ze struk-
tury sieci, a przede wszystkim z jej wymiarowosci.

Copyright © 2015-23 P. F. Géra 9-5



Termodynamika

Przy powyzszym zatozeniu hamiltonian redukuje sie do

N
E{SZ} — —¢ Z SyS5 — B Z S -

(i) =1
Jako sume statystyczng otrzymujemy

Z(B,T) = ZZ"'ZG_BE{Si}a

S1 52 SN
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skad mozemy odtworzy¢ termodynamike za pomocg zwyktych wzoréw:

F(B,T) = —kgTIn Z(B,T) (4a)
U(B,T) = —kBTQaE; <k§T> (4b)
C(B,T) = g—g (4c)

wan =y (k)=(Ee)

Ostatnie wyrazenie okresla magnetyzacje. M (0, T") jest magnetyzacjg spon-
taniczna.
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Gaz sieciowy

Rozwazmy pewng sieé. Niektére z weztdw sg puste, niektére obsadzone
atomami; niech stata sieci wynosi a. Atomy oddziatujg pomiedzy sobg
za pomocg potencjatu dwuciatowego (r oznacza odlegto$¢ pomiedzy ato-
mami):

/

00 r=20
v(r) =q¢—eg r=a (5)
0 poza tym

Innymi stowy, dwa atomy nie mogg zajmowac tego samego wezta, najblizsi
obsadzeni sgsiedzi oddziatujg ze sobg ze statg energig, dalsi sgsiedzi nie
oddziatujg. Po utozsamieniu weztdbw obsadzonych ze spinami skierowa-
nymi do gory, a weztdw pustych ze spinami skierowanymi w dét, model
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ten staje sie rownowazny modelowi Isinga. (Trzeba jeszcze zapewni¢ po-
prawne zliczanie boltzmannowskie.) Model ten nosi nazwe gazu siecio-
wego. Najwieksza réznica bierze sie stad, ze gaz sieciowy na ogoét rozpa-
truje sie w wielkim zespole kanonicznym.
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Stop binarny

Pewng sieC mogg obsadza¢ atomy dwu rodzajéw. Istniejg trzy typy najbli-
zej sgsiadujgcych par: (11), (22), (12). Tylko najblizsi sgsiedzi oddzia-
tuja, przy czym energia zalezy od tego, jakiego rodzaju jest to para. Atomy
mogg zmieniaC swoje potozenie na sieci, ale energie zwigzang z tymi prze-
mieszczeniami pomijamy. Ten model tez jest rownowazny modelowi Isinga.
Obsderwuje sie w nim przejscie fazowe porzgdek-nieporzgdek.

Modeli podobnych do modelu Isinga uzywa sie w wielu réznych dziatach
fizyki. Modeli “Isingopodobnych” uzywa sie do opisu rozmaitych zjawisk
spotecznych (na przyktad: kto§ zmienia swoje preferencje wyborcze w za-
leznosci od preferencji swoich sgsiaddéw), dlatego model Isinga ma duze
znaczenie w socjo- i ekonofizyce.

Uogdlnieniem modelu Isinga jest model Pottsa, gdzie “spiny” mogag przy-
biera¢ nie dwie, ale m (m = 3,4, ...) réznych wartosci.
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Jednowymiarowy model Isinga

Rozpatrujemy tancuch N spindw, z ktérych kazdy oddziatuej tylko z naj-
blizszymi sgsiadami (jest ich dwdch) i z zewnetrznym polem magnetycz-
nym. Na uktad naktadamy periodyczne warunki brzegowe sy41 = s1 —
mowimy zatem o N spinach na okregu.

—
_..u-""- .
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Energia ma postac

N N N 1 N

= —£ Z Sk8k+1_B Z S — —¢ Z Sk3k+1_§B Z (Sk+8k+1)
k=1 k=1 k=1 k=1

(6)

gdzie druga réwnos¢ wynika z periodycznych warunkow brzegowych, na-
tomiast suma statystyczna

Z= > > exp|B Z(€Sk8k+1+ B(Sk‘l'sk—l—l)) (7)

$1 S2 SN =1

Niech P bedzie macierzg, ktorej elementy wynoszg

<S| P ‘S/> _ eB(sss’—I— B(s+s')) (8)
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gdzie s, s’ przybierajg warto$ci £1. Zatem

L 65(€+B) 6_56
P=\ s 8B ©)

Sume statystyczna (7)) zapisujemy jako
Z = Y. > > (s1|Pls2) (52| P|s3) ... (sn| P [s1)

§1 S2 SN
= Y (51| PV |s1) = TPV =2 + 2V (10)
S1

gdzie A, A_ sg wartosciami wtasnymi macierzy (9)

Ay = e [cosh(ﬁB) + \/coshQ(BB) — Qe_zﬁgsinh@ﬁs)- . (11)

Poniewaz w granicy N — oo (>\+/>\_)N — 0 i drugi czton w koncowej
czesci wyrazenia (10) staje sie zaniedbywalny w poréwnaniu z pierwszym,
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w tej granicy otrzymujemy

F = —Ne — NkgTIn [cosh(BB) + \/coshz(ﬁB) — Qe_zﬂssinh(Qﬁa)- :
(12a)

. N sinh(8B)

B \/coshQ(BB) — 2e—2B2sinh(23¢)

Jednowymiarowy model Isinga nie wykazuje spontanicznej magnetyzacji.

Dazenie do uporzgdkowania spinow jest zbyt stabe — jest za mato sasia-
dow — i przewaza tendencja do wzrostu entropii.

M

(12b)

Copyright © 2015-23 P. F. Géra 9-14



Dwuwymiarowy model Isinga

Rozpatrzmy dwuwymiarowy model Isinga na sieci prostokgtnej o n wier-
szach i kolumnach; tacznie jest zatem N = n? spinéw. Naktadamy perio-
dyczne warunki brzegowe: spiny z pierwszej i n-tej kolumny widzg siebie
jak najblizszych sgsiaddw, podobnie spiny z pierwszego i n-tego wiersza
(jest to topologia torusa). Niech u, 0znacza konfiguracje spindbw w wierszu
0 numerze «:

o = {s1,82,...,8n}. (13)

Zauwazmy, ze kazde uq moze — jako obiekt n-wymiarowy — przybrac 2"
wartosci (kazdy spin ma dwa mozliwe potozenia, spindbw zas jest n), na-
tomiast periodyczne warunki brzegowe oznaczajg, ze p,4+1 = p1. £ za-
tozenia wiersz o oddziatuje tylko z wierszami a—1 i a+1. Niech E(pu, /)
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oznacza energie oddziatywania wierszy i p':

n
E(u,p) = —¢ > sps). (14)
k=1

Z kolei niech /(1) oznacza energie oddziatywan wewnagtrz wiersza u, plus
oddziatywanie spindw z tego wiersza z zewnetrznym polem magnetycz-
nym:

n n
E(u) = —¢ ) spsp+1— B ) sp, (15)

przy czym z periodycznych warunkéw brzegowych s, 1 = sp.
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Catkowita energia wynosi

E{p1,u2: i} = Y. (Euar tat1) + E(pa)) (16)
a=1

a suma statystyczna

Z(B,T) = Z"'ZGXD {—5 Z (E(Maaﬂa—l—l) +E(Noz))}- (17)
251 Hn a=1

Sumowanie Y oznacza sumowanie po wszystkich mozliwych konfigura-
W
cjach danego wiersza.
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Niech P bedzie macierzg 2™ x 2™, ktorej elementami sg
(u| P ‘M’> — o BEWL)+EW)) (18)
z uwzglednieniem, ze wielkosci primowane odnoszg sie do wiersza na-

stepnego po swoim nieprimowanym sgsiedzie, i z uwzglednieniem perio-
dycznych warunkow brzegowych.

Wodwczas
Z(B,T) = » - (ulPlu2) (u2| P lu3z) ... (un| P |pu1)

H1 Hn

= > (u1|P"|py) =TrP"
muq
2n

— Z A, (19)
a=1

gdzie \n 0znhaczajg wartosci wtasne macierzy P.
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Macierz P ma 2" wartosci wtasnych, przy czym spodziewamy sig, ze ty-
powo sg one rzedu e, gdyz E(u, ') + E(w) jest rzedu n. Niech Amax
oznacza najwiekszg wartos¢ wtasng. Mamy

Ahax < Z(B,T) < 2" Ahay - (20)
Po zlogarytmowaniu i podzieleniu przez N = n?
1 1 1 1
—|n)\max —InZ(B T) —|n>\max+—|n2 (21)
n TL n

a zatem w granicy termodynamicznej

1 1
lim —InZ(B,T) = lim —InAmax . (22)

N—oco NV n—00 n

Problem obliczenia sumy statystycznej dla modelu Isinga zredukowalismy
do problemu znalezienia najwiekszej wartosci wtasnej macierzy P ©.
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Sciste rozwiazanie dwuwymiarowego modelu Isinga — czyli znalezienie
najwiekszej wartosci wtasnej macierzy P — zostato podane przez Larsa
Onsagera w 1944. Do dzi$ stanowi ono jedno z najwiekszych osiggniec
fizyki statystycznej. Jest to rozwigzanie do$¢ ztozone; samo jego przesle-
dzenie jest zmudne, choé nie zawiera ono bardzo skomplikowanej mate-
matyki. Zainteresowani mogg siegng¢ do rozdziatu 17. Mechaniki staty-
stycznef Kersona Huanga.

Zamiast tego podamy rozwigzanie dwuwymiarowego modelu Isinga w przy-
blizeniu Sredniego pola.
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Makrostan Isinga

Niech dla zadanej konfiguracji sieci N, oznacza liczbe spindw skiero-
wanych do gory, N_ liczbe spindw skierowanych w dot, N, + N_ =
N. Kazda para najblizszych sgsiadow nalezy do jednego z trzech typow:
(+,+), (+,-), (=, —). Niech liczba odpowiednich par bedzie N4 4,
Ny ,N__.

Niech ~ bedzie liczbg najblizszych sgsiadow wezta (zaktadamy, ze jest
taka sama dla kazdego wezta). Wybierzmy pewien wezet ze spinem skie-
rowanym do gory i potgczmy go z wszystkimi najblizszymi sgsiadami. Po-
wtorzmy to dla kazdego wezta ze spinem do gory. Uzyskamy tgcznie v N
linii. Kazda pare (4, +) taczg dwie linie, pare (4, —) jedna, pary (—, —)
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nie tacza zadne linie. Zatem YN, = 2N, 4+ N, _. Procedure powta-
rzamy dla spindbw w dét i dostajemy analogiczny zwigzek, z wszystkimi “+4-”

zamienionymi na “—”" i vice versa. Mamy zatem
’yN_I_ = 2N_|__|_ —+ N_|__ (238.)
YN = 2N__ + Ny _ (23b)
N = Ny+N_ (23c)

Zwigzki (23) pozwalajg wyeliminowac trzy z pigciu zmiennych N4, N_,

N ,N__, Ny _: energie uktadu okreslajg tylko dwie zmienne. Pozo-
++ + _ i

stawmy N, N4 . Sume statystyczng mozemy zapisac jako

N
e BF — | NB(Gve—B) Z 626(783)N+] ,

> g(Ny, Nyp)etPehes (24)
N,=0

Niy

gdzie g(N4, N4y ) oznacza liczbe konfiguracji odpowiadajgcych zada-
nym wartosciom Ny, N4 4, adruga suma rozcigga sie na wszystkie stany,
dla ktérych N_ spisow skierowanych jest do gory.
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Model Isinga w przyblizeniu Bragga-Williamsa

N4 /N jest miarg dalekiego uporzgdkowania, natomiast Ny 4 / (%ny) jest
miarg uporzgdkowania bliskiego: liczba ta wyznacza utamek sgsiednich
spindw, kidre sg skierowane do gory jako utamek wszystkich spinow. O-
znaczmy

N N
+ _ ++ _
—=—(L+1 — 1 25
o <+>,17N e+ 1) (25)
2
(sg to definicje wielkoéci L, o). W tych oznaczeniach
1 1
B = —575(20 — 2L+ 1) - BL (26)

Przyjmijmy, ze uporzadkowanie bliskie jest wyznaczone przez uporzadko-
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wanie dalekie

2
% ~ (&) czyli o ~ l(L +1)2-1. (27)
57N N 2

Sens tego przyblizenia jest taki: Jezeli utamek wszystkich spinow do gory
jest Ny /N i sg one rownomiernie roztozone po catej sieci, utamek par
spindw do goéry bedzie sie zachowywat jak kwadrat tej liczby, gdyz aby
utworzyé pare, musimy z powodzeniem wykona¢ dwa niezalezne losowa-
nia. (To nie ma sensu dla modelu jedowymiarowego.) Jest to przyblizenie
sredniego pola: lokalny spin oddziatuje z usredniong, réwnomiernie rozto-
zong na sieci wartoscig sgsiedniego spinu.

W przyblizeniu (27]) suma statystyczna ma postac

Z=Y SN (5veL+BL) (28)
{si}
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W (28) sumujemy po konfiguracjach {s;}, ale wyrazenie pod sumg zalezy
tylko od L. lle zatem jest konfiguracji, ktére odpowiadajg ustalonemu L?
Tyle, na ile sposobow mozna wybra¢ N z N. Zatem

7 : N!l eﬁN(%'y&:L—FBL) (29)
L BN+ D5NQ1 - L)]!
W granicy N — oo logarytm prawej strony (29) jest rowny logarytmowi
najwiekszego wyrazu sumy; niech wyraz ten odpowiada L = L. Jest on
pierwiastkiem rownania

1+ L _
In . + 7= 28B + 28~eL (30)
Interesuje nas magnetyzacja spontaniczna, czyli przypadek B = 0. Wow-
czas z (30) otrzymujemy
_ L
L = tgh (78 ) (31)
kgT
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Bragg—-Williams

tanh(geL/kgT)
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Widac, ze w modelu wystepuje temperatura krytyczna Ty, = ~ve/kpg: Po-
wyzej temperatury krytycznej, jedynym rozwigzaniem (31) jest L = 0. Po-
nizej temperatury Krytycznej, gdy nachylenie prawej strony (31) w zerze
staje sie wieksze od 1, rozwigzanie L = 0 traci stabilno$¢, pojawiajg sie za
to dwa nowe rozwigzania L = +Lg # O (w ukladzie wystepuje bifurkacja
superkrytyczna). W przyblizeniu Bragga-Williamsa w modelu Isinga poni-
ze| temperatury krytycznej istnieje magnetyzacja spontaniczna. W tempe-
raturze krytycznej dwuwymiarowy model Isinga wykazuje przejscie fazowe
drugiego rodzaju (ciggte).
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Rozwigzanie Sciste

Podane przez Onsagera Sciste rozwigzanie dla dwuwymiarowego modelu
Isinga w zerowym polu ma postac (energia wewnetrzna na jeden spin)

w(0.T) = —ectgh(28¢) |1 + %’ K1(x) (32a)
P 25m2255 (32b)
cosh< 23¢
k' = 2tanh?2Be —1 (32¢)
(k2 + K'% = 1), natomiast
/2
Ki(k) = / aé (324)
5 \/1 — k2sin? ¢
jest catkg eliptyczng pierwszego rodzaju.
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Catka eliptyczna ma osobliwo$¢é w « = 1, skad wynika, ze wszystkie
funkcje termodynamiczne sg osobliwe w otoczeniu temperatury, dla kto-
rej k = 1:

—1. (33)

Magnetyzacja spontaniczna na jeden spin ma postac

0 T > T,
m(0,T) = | (1+2)1/4(1-6:2+=H1/8 1 _ & (34)
/—1_22 X C

gdzie z = e—2P¢. Temperatura krytyczna odpowiada z = v/2 — 1.
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T I T l T l T | T T I T I T | T | T
| -0 ceera-0-@ &-G-e-o-e.e,ﬂ_g% > Onsager-Yang _
- "y ® simulation .
08 3 ~
\
0.6 - —
:
g 041 ! _
: |
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0F ‘H{‘H—H-}-HH-H—%-H -
_0.2 | I 1 I 1 I L | 1 | 1 I 1 I 1 I 1 | L
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B./B

Zauwazmy, ze w poblizu przejscia fazowego wyniki symulacji obarczone sg duzym
btedem!
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Sciste rozwigzania dla modelu Isinga w trzech (i wiecej) wymiarach nie sa
znane.

Uwaga: Model Isinga jest modelem klasycznym — “spiny” sg klasycznymi
momentami magnetycznymi. Kwantowy odpowiednik modelu Isinga, gdzie
zamiast klasycznych spindw wystepujg kwantowe operatory spinu, nosi
nazwe modelu Heisenberga.
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Synchronizacja

Synchronizacja jest jednym z najbardziej spektakularnych (i najwazniej-
szych) zachowan w dynamice nieliniowej. Po raz pierwszy opisat jg Huy-
gens w XVII wieku.

Winfree, badajgc zachowanie amerykanskich swietlikdw (robaczkdéw swie-
tojanskich), w 1967 zaproponowat, by, po pierwsze, kazdy indywidualny or-
ganizm opisywac jako oscylator na cyklu granicznym, po drugie, ze kazdy
organizm (jako$) reaguje na wspolny, globalny rytm generowany przez catg
populacije.

N
Hi:wz-—l—ZI’ij(Hz-—@j), i:1,2,...,N (35)
i=1
0; jest fazg i-tego oscylatora, w; jego naturalng czestoscig. Kropka ozna-
cza pochodng po czasie.
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Christiaan Huygens, 1629-1695

Copyright © 2015-23 P. F. Géra 9-33



Model Kuramoto]

Rozwazmy kolekcje IV czgstek (oscylatorow fazowych) wykonujgcych ru-
chy jednostajne po okregu. Jesli czgstki nie oddziatujg ze sobg, ruch kazdej
z nich jest opisany rownaniem

Zaktadamy, ze czestoSci czgstek zostaty wylosowane z rozktadu g(w), uni-
modalnego, symetrycznego (¢g(—w) = g(w)), posiadajgcego skonczony
drugi moment.

Zatbézmy teraz, ze oscylatory “widzg sie”, to znaczy jako$ ze sobg oddzia-
tujg. Specyfikujgc sprzezenie z rownania (35), Kuramoto zaproponowat na-

Y. Kuramoto, Lecture Notes in Physics 39, Springer 1975, p. 420
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stepujgcy model:
. K X
0, = w;, — — Z sin(@i—ej) (37)
N .=

K jest statg sprzezenia. Suma rozcigga sie po wszystkich oscylatorach,
jest to wiec oddziatywanie “kazdy z kazdym”. Jesli 0; > 0;, sprzezenie
pomiedzy i-tym a j-tym spowalnia -ty oscylator. Jezeli 0; < 6;, sprzgze-
nie przyspiesza ten oscylator. Jak zobaczymy, uktad réwnan (37) zadaje
pewien model typu Sredniego pola.
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Yoshiki Kuramoto, 1940 -
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Parametr porzadku

Aby opisa¢ zachowanie catej kolekcji sprzezonych oscylatoréw, Kuramoto
wprowadzit parametr porzgadku

1 N .
— Z et = ret¥ (38)
N =1

Gdyby wszystkie oscylatory miaty identyczne fazy (petna synchronizacja

fazowa), » w rownaniu

38

bytoby réwne 1. W ogdlnosci 0 < r < 1.

Mozemy natomiast tak dobra¢ uktad wspdtrzednych, aby globalna faza
1 = 0. Wowczas r jest parametrem porzadku.
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Wyniki “eksperymentalne”

Za pomocg symulacji tatwo sprawdzi¢, ze w uktadzie wystepuje pewna krytyczna stata
sprzezenia K¢: Jezeli K < K¢, parametr porzgdku spada z czasem i wykonuje niere-
gularne fluktuacje powyzej zera. Jezeli K > K¢, parametr porzgdku po pewnym czasie
stabilizluje sie w okolicach jakies wartosci, wokét ktérej wykonuje fluktuacje o amplitudzie
O(N—).

Jezeli K > K¢, to analizujgc wartosci r~ (Srednie wartoéci, jakie parametr porzadku
osigga po bardzo dtugim czasie), widzimy, ze powyzej K¢ rosng one wraz z K.
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Model Kuramoto jako model sredniego pola

Przeksztatcmy (37

. K X K X
0; = wi—— > sin(f; —0;) =w; —— ) (sin6;cosf; — cosb;sinb,
N = N

1=1

1 X 1 N
= w; — Ksiné, NZCOSQJ' + k cos 0; stmej

w; — Krsinf;cosvy 4+ Krcosé;siny
w; — Krsin(0; — )

gdzie do wykonania sum w nawiasach uzyliSmy definiciji

38

(39)
. Widzimy, ze

i-ty oscylator sprzega sie ze Srednig wartoscig fazy, przy czym parametr

porzadku modyfikuje statg sprzezenia.
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Jesli przyjmiemy, ze ¢» = 0, ostatecznie otrzymamy
éi:wi—KTSinei, 1=1,2,...,N (40)

Kazdy oscylator zachowuje sie tak, jakby nie byt sprzezony z pozostatymi.
Oczywiscie tak nie jest, gdyz sprzezenie wptywa na wartoS¢ parametru
porzadku r, modyfikujgcego wartos¢ statej sprzezenia w (40)).
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Rozwiagzania zsynchronizowane i dryfujace

Czy mozliwe jest, aby (40) przewidywato istnienie rozwigzan zsynchronizo-
wanych, 8; = Qt, gdzie <2 jest pewng wspolng czestoscig? Tak: oscylatory
spetniajace |w;| < Kr dgza do stabilnego punkiu statego, zdefiniowanego
niejawnie przez

w; = Krsino; (41)

przy zatozeniu, ze |0;| < 5. To sg oscylatory pochodzace ze Srodka roz-
ktadu g(w). Jesli K nie jest bardzo duze, oscylatory z ogondw rozktadu nie
zsynchronizujg sie, tylko dryfujg. Aby jednak zatozenia o stato$ci r i ¢ miaty
sens, ich rozktad musi by¢ stacjonarny, z odwrotng proporcjonalnoscig do
predkosci przy danym 6. Przyjmujemy, ze rozktad oscylatoréw dryfujgcych
ma postac

C
lw — Krsing|’
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o(0,w) =

C = %\/& — (Kr)? (42)




() = (" Deymenr T Darys (43)

1 = 0, wiec <e739> = r.Dla N — oo z symetrii g(w) wynika, ze (sin8) =
0. Zatem

Kr
<€i6>synchr = (COSO)gynchr = / cosf(w) g(w) dw (44)
—Kr
Z kolei
<ei9>dryf = / / eieg(ﬁ,w)g(w) dwdf =0 (45)

—T |w|>Kr

co wynika z symetrii g(w) = g(—w) oraz o(0 + 7w, —w) = p(0,w). Zmie-
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niajgc zmienne w catce (44) (w = Krsin 6), ostatecznie otrzymujemy

cos? 0 g(Krsin ) db (46)

<
|
3

Mlﬁ ——ly

Rownanie (46) ma zawsze rozwigzanie trywialne r = 0. Czy mozliwe sg
rozwigzania z r > 07? Innymi stowy, czy rObwnanie

™

2
1=K / cos2 6 g(Krsin 0) do (47)

2
moze mieC rozwigzanie?
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Tak: Przechodzac w (47) do granicy » — 071, otrzymujemy, ze drugie roz-
wigzanie pojawia sie dla K = K rownego
2

7 g(0)
Dla K > K pojawiajg sie rozwigzania z » > 0. Jezeli ¢”’(0) < 0, co jest
przypadkiem generycznym, odpowiadajgcym przyjetym zatozeniom, mo-
del Kuramoto doswiadcza bifurkacji superkrytycznej przy przejsciu statej
sprzezenia przez K. Rozwijajgc funkcje podcatkowg w (47) w szereg w r
otrzymujemy

(48)

16 K- K
r - . (49)

Model Kuramoto wykazuje przejscie fazowe drugiego rodzajuw K = K.
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