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Funkcje jednorodne

Sciste znaczenie terminu “ekstensywny” zawiera sie w stwierdzeniu, ze
energia wewnetrzna jest funkcjg jednorodng rzedu pierwszego:

VA: UAS,AV,AN) = AXU(S,V,N). (1)
Pozwala to na operowanie pojeciami gestosci energii i gestosci entropii
UZ%ZU(S7’U), S:%:S(?’%v)) (2)

gdzie v = V//N jest objetoscig wiasciwg. Z kolei wielkosci intensywne sg
funkcjami jednorodnymi zerowego rzedu:

T:T(S,V,N)ET(E K).

. ©
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Rézniczkujgec wyrazenie (1) po A
oU oU oU

U=S—+V-_—+N— 4
as T av TV an )

U=TS—pV + uN. (5)
Dla entropii mamy S = S(U,V, N) oraz

1
dS=—dUu+2av -2 an, (6)
T T N

co otrzymujemy z (5) pod warunkiem, ze spetnione sg zatozenia twierdze-
nia o funkcjach uwiktanych.
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Potencjaly termodynamiczne

Oprécz energii wewnetrznej, kostruuje sie tez inne potencjaty termodyna-
miczne. Robi sie to za pomocag transformacji Legendre’a, polegajacych na
zamianie rolami wielkosci ekstensywnych i kanonicznie sprzezonych z nimi
wielkoéci intensywnych. W tym celu nalezy wyliczy¢ odpowiednig wielkos¢
ekstensywng z rownania stanu; zaktadamy, ze to jest mozliwe (réwnania
sg odpowiednio gtadkie, spetnione sg zatozenia twierdzenia o funkcjach
uwiktanych itp).

Transformacja Legendre’a polega na “uzupetnianiu do rézniczki zupetnej”.
Na przyktad

dU < TdS — PdV 4+ udN = d(TS) — SdT — PdV + udN. (7)
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Otrzymujemy w ten sposéb energie swobodng (zwang takze energig swo-
bodng Helmholiza):

F=U-TS, (8a)
dFF < —-SdT'— PdV 4+ udN , (8b)
F=F(T,V,N). (8c)
Postepujac podobnie jak w wypadku energii wewnetrznej, otrzymujemy
OF OF OF
S ’ — T <, ) H = y (9)
OT|\v,N OV IN,T ON T,V
oraz nastepujgce warunki catkowalnosci dla energii swobodnej:
95 = or (10a)
OV | OT |y
R (10b)
ON |1y T |y n
_or = on (10c)
ON |y 1 OV |1
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Zupetnie podobnie wprowadza sie entalpie

H=U-+pV, (11a)
dH <TdS+ VdP + udN, (11b)
H = H(S,P,N) (11c)
Zz warunkami
H H H
T e N
oS |p.N OPIN,S ON|s, P
oV oT

9oy = Pl e
v (13b)

ON | pg 0P|y s
_ o - o7 (13c)

S |y p ON | p
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...o0oraz energie swobodng Gibbsa, zwang takze entalpig swobodng:

H=U-TS+pV, (14a)
dG < —=SdTI'+ V dP + pdN (14b)
G=G(T,P,N) (14c)
Zz warunkami
:_g_gp,N, V:g—gN,T’ uzg—ﬁm, (15)
—Z—?RN = g—iT,N (16a)
o (16t
—g—]iN’P = g—;MP (16¢)

Copyright © 2015-20, 2023 P. F. Géra 3—7



Mozna wreszcie zamienic rolami potencjat chemiczny i liczbe czgstek; z czte-
rech mozliwosci najciekawszy jest wielki potencjat termodynamiczny

QL=U-TS — uN = —-PV, (17a)
d2 < —=SdI'— PdV — Ndu (17b)
Q= Q(T,V,pn) (17¢)
z warunkami
02 02 02
=20 p=_2  N=_-2% | (@8
05 = oN (19a)
O\ 7y o' |, v
oS oP
v . = 37 . (19b)
8—P = 8—N (19¢)
ou VT oV W T
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Réwnowaga stabilna

Kazdy z potencjatdw termodynamicznych ma swoje naturalne zmienne.
Wybdr ktdéregos z potencjatdow termodynamicznych jako “wtasciwego” do
opisu jakiegos procesu, zalezy od narzuconych warunkdw, w jakich proces
ten zachodzi. Wr6émy do nieréwnosci (8b):

dF < —SdT — PdV + udN .

Oznacza ona, ze w kazdym procesie zachodzgcym w statej temperaturze,
statej objetosci i przy ustalonej liczbie czgstek, dF' < 0. Innymi stowy, jesli
ustalimy warunki brzegowe w postaci T' = const, V. = const, N = const,
system bedzie mogt ewoluowac na drodze procesdw nieodwracalnych je-
dynie w strone minimum energii swobodnej Helmholtza, to znaczy w strone
konfiguracji zapewniajgcej minimum energii swobodnej. Nie musi to byc¢
minimum globalne; mozliwa jest “fatszywa préznia”, czyli minimum lokalne.
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Podobnie mozna powiedzie¢ o wszystkich pozostatych potencjatach ter-
modynamicznych: Jezeli narzucimy odpowiednie warunki brzegowe, uktad
bedzie ewoluowat w strone mimnimum odpowiedniego potencjatu termo-
dynamicznego, mianowicie tego, ktérego naturalne zmienne odpowiadajg
warunkom narzuconym na system. Minima potencjatow termodynamicz-
nych odpowiadaja stabilnym punktom rownowagi ukiadu przy warun-
kach brzegowych okreslonych w ten sposéb, ze wartosci naturalnych
zmiennych sa ustalone.

(T,V,N) =const = 6F =0, 62F >0
(S,P,N) =const = 6H =0, §2H >0
(T,P,N) =const = 6G =0, 462G >0
(T,V,n) =const = 62 =0, §2Q2 >0
(Lokalne) minimum odpowiedniego potencjal odpowiada zarazem (lokal-
nemu) maksimum entropii (uktady podgzajg do miniméw po drogach nie-
odwracalnych).
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Warunki rownowagi

Rozwazmy ukiad sktadajacy sie z dwdch poduktadow A, B. Mamy wiec
U=Us+Upg,V =V4+Vp, N = Ny+ Npg. Jesli spetniony jest warnek
(U, V, N) = const, osiggamy jaki$ stan minimum, w ktérym zachodzi
S=854+5Sp=5SWU0a,Va,Na)+Sp(U—-Ux,V—-Vy,N—Ny) (21)
Poniewaz dS ma by¢ rdzniczkg zupetng, po uwzglednieniu (6) otrzymu-
jemy
Th=1B, PA=DPB, HA=UB- (22)

Roéwnowaga dwu uktadéw wymaga, aby ich temperatury, ciSnienia i poten-
cjaty chemiczne byty rowne.
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Cel termodynamiki

Termodynamika dostarcza nam zbioru zaleznosci pomiedzy wielkosciami
makroskopowymi, ktére mozna jawnie wyliczyC znajgc jeden (dowolny)
potencjat termodynamiczny.

Termodynamika nie mowi, jak ten jeden potencjat poznac.

Na potrzeby termodynamiki ten jedyny potencjat termodynamiczny, ktéry
jest niezbedny do wyliczenia pozostatych wielkosci termodynamicznych,
wyliczamy z fenomenologicznego rownania stanu. W fizyce statystycznej
wynika on z usredniania hamiltonianu po zmiennych mikroskopowych
z odpowiednim rozktadem prawdopodobienstwa.
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Przykiad 1

Przypuscmy, ze pewien uktad, dla ktérego mozliwa jest jedynie praca ob-
jetosciowa, opisany jest rownaniem stanu
P=fV)T, (23)
gdzie P jest ciSnieniem, T temperaturg, V' objetoscig, a f(-) dowolng od-
powiednio gtadkg funkcjg. Z Pierwszej Zasady Termodynamiki otrzymu-
jemy
dU dQ + dW (24)
dQQ = dU —dW (25)

a po skorzystaniu z Drugiej Zasady Termodynamiki

ds = —dU _ —dW — —dU + PdV — —dU + f(V)dV,  (26)
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gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze praca jest objeto$ciowa oraz z rownania
stanu (23).

av =Y ar+ %Y av (27)
oT' v oV T
wiec po wstawieniu do (26)),
1 0U 10U
dS = ——| dT — — V) |dV. 28
T 0T |v +<T8VT+f( )> (8)
Pochodne mieszane cztonow po prawej stronie (28) muszg by¢ sobie réwne:
0 (oU 0 (oU
= V 29
oV (6’T V) orT <8VT+f( )) (29)
1 0°U 1 oU 1 0°U o
= = - — — f(V 30
T OTOV T2 8VT+T6T8V+§T£( ) (30)

=0
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co jest mozliwe jedynie, gdy

8—U = 0. (31)
oV T

Energia wewnetrzna dowolnego uktadu spetniajgcego rownanie stanu po-
staci (23) nie zalezy od objetosci. Zauwazmy, ze gaz doskonaty jest takim
uktadem.
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Przykiad 2

Adiabata gazu doskonatego

Réwnanie stanu gazu doskonatego| (rownanie Clapeyrona) ma postac

PV =nRT, (32)

gdzie R = 8,314 J/(mol-K) jest statg, n — liczbg moli gazu, pozostate
wielkoéci — jak poprzednio. Widag¢, ze réwnanie to tatwo przeksztatci¢ do
postaci (23), skad wnosimy, ze energia wewnetrzna gazu doskonatego nie
zaleZy od objetosci, a zatem

dU:g_U dT—|—a—U dV:a—U dT = nc, dT", (33)
0T |v oV T oT v
=0

*Gaz doskonaty: gaz, ktérego czgsteczki oddziatujg ze sobg tylko w zderzeniach binar-
nych.
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gdzie ¢y, jest cieptem wtasciwym przy statej objetosci.

Rozpatrzmy teraz proces adiabatyczny, dla ktérego d@Q = 0. Pierwsza
Zasada Termodynamiki dQQ = dU — dW przybiera dla takiego procesu
postac

neydl' + PdV = 0. (34)

Z rdwnania (32) otrzymujemy

PdV 4+ VdP = nRdT . (35)

Eliminujgc z tych dwu réwnan dT', po prostych przeksztatceniach otrzymu-
jemy

’{—_I_—:O) (36)
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gdzie k = (1 + R/cv) = (cv + R)/cv = c¢p/cy. Catkujac to rownanie,
otrzymujemy rownanie adiabaty gazu doskonatego, zwane niekiedy row-
naniem Poissona:

PV" = const. (37)
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Przykiad 3

Energia wewnetrzna gazu doskonatego

W procesie adiabatycznym dla gazu doskonatego

0=dQ=dU +PdV — dU=—Pav =—-pP2Y| ar. (38
OT |ad

Dzielgc rownanie (35) stronami przez PV dostajemy
av. dP _nRdI'  nRdT'  dT

V * P PV nRT T
k3czac to réwnanie z (36), mozemy wyliczy¢ dV/dT, robwne w tym wy-

ov| .
padku F+ ad-

(39)

3)% 1V
AL - (40)
Tlad 1—rT
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a tgczac to wyrazenie z (38) dostajemy

1 Vv 1 PV R
“ 4T = AT = 24T . (41)

1—xT k—1 T k— 1

dU = —P -

Ostatecznie widzimy, ze energia wewnetrzna gazu doskonatego jest robwna

nR

U=

T4 const = ncyT' + const, (42)

K/ —_—
co wtasciwie mozna otrzymac bezposrednio z wyrazenia (33) ©.

Korzystajgc ze znajomosci ciepta wtasciwego jednoatomowego gazu do-
skonatego, mozemy powyzsze réwnanie przepisac jako

3
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gdzie N jest liczbg czastek a kg jest statg Boltzmanna. Wspoétczynnik 3 /2
oznacza ekwipartycje energii.
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Przykiad 4

Entropia gazu doskonatego

Dla gazu doskonatego zachodzi (patrz rownania (26), (28) wyzej)

1 oU 1 oU
dS = ——| dT — — V)dV
T 0T v +(T8VT+f( )
dT’ dV
= ncv?—l—nRv, (44)

gdzie skorzystaliSmy z tego, co ustaliliSmy w poprzednich przyktadach.
Catkujgc rownanie (44) otrzymujemy

T
S=n<cv|n——|—R|nK>, (45)
1o Vo
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gdzie wielkosci Ty, Vi sa statymi catkowania i odnoszg sie do jakiego$
umownego “stanu referencyjnego”. Wyrazenie (45) w zasadzie okres$la
zmiane entropii w stosunku do tego stanu referencyjnego.

Zauwazmy, ze wzor (45) jawnie pokazuje ekstensywny charakter entropii.

Dla jednoatomowego gazu doskonatego wyrazenie (45) przybiera postac

T\32 v
S = Nkgln ((To> V()) | (46)
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Przykiad 5

Swobodna ekspansja do prézni

Co sie dzieje, gdy gaz doskonaty adiabatycznie (bez wymiany ciepta) roz-
prezg sie do prézni, na przyktad w wyniku raptownego usuniecia przegrody
oddzielajgcej gaz od pustej czesci zbiornika? Jest to z pewnoscig proces
nierbwnowagowy, nie umiemy okreslic chwilowych wartosci entropii gazu,
poniewaz jednak entropia jest funkcjg stanu, mozemy policzy¢ zmiang en-
tropii na drodze kwazistatycznej, a wiec skorzysta¢ ze wzoru (45) zaktada-
jac, ze stan poczatkowy i koncowy sg rbwnowagowe.

Rozprezanie do prozni oznacza, ze gaz nie wykonuje pracy. Rozprezanie
swobodne oznacza, ze praca nie jest wykonywana nad gazem. Rozpreza-
nie adiabatyczne oznacza, ze nie ma przekazu ciepta. Z pierwszej Zasady
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Termodynamiki wynika, ze energia wewnetrzna gazu nie ulega wobec tego
zmianie, a w tej sytuacji, zgodnie z (42), nie zmienia sie temperatura gazu.
Zmiana entropii jest zatem dana przez

v, V;
AS = nRIn-£ = NkgIn -2 (47)

7 7

gdzie V, ; sg koncowg i poczatkowa objetoscig gazu. Poniewaz Vi, > V;,
AS > 0. Proces jest nieodwracalny, chociaz zachodzi bez wymiany cie-
pfa.
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Przykiad 6

Energia swobodna gazu doskonatego

Stosujemy transformacje Legendre’a:

F = U-TS (48)
dFF = dU — SdT —TdS
nRT
neydl —n(cyINT + RInV 4 Sg)dT — TeydT — ——dV .
—+

(49)
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Catkujemy (49) po dT":

d
dFF = —n(chnT+Ran—|—So)dT—nRT7V (50)
F = —ncv(/lanT)—annVT—nSOT—I—go(V)

= —new(TINT —T) —nRINVT —nSgT + (V). (51)

Catkujemy (49) po dV:

F=—-nRTInV 4+ 4(T). (52)
Widzimy, ze

V(T) = —n(cyT(nT — 1) 4+ SoT 4+ const) . (53)

Po uporzadkowaniu wyrazow, dla jednoatomowego gazu doskonatego do-
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stajemy

T\3/2 v
F=—-NkgTIn||[—) |+ NkgTInN — NkgT. (54)
1o Vo
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Cykl Carnota jeszcze raz

Pa

W silniku Carnota jakies medium robocze podlega procesowi cyklicznemu:
na odcinku 1-2 izotermicznie rozpreza sie w temperaturze Tj,, pobierajac
wtedy ciepto @Qy,; na odcinku 2—3 rozpreza sie adiabatycznie, nie pobiera-
jac ani nie oddajgc ciepta; na odcinku 3—4 spreza sie izotermiczne w tem-
peraturze T. (T. < T},), oddajgc ciepto QQ.; na odcinku 4—1 spreza sig
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adiabatycznie, nie pobierajgc ani nie oddajgc ciepta. Zgodnie z Pierw-
szg Zasada Termodynamiki, catkowita praca wykonana w cyklu 1-2—-3—4—
1 wynosi

W =0Qp—CQc. (59)
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Gaz doskonaly jako silnik roboczy

Jesli czynnikiem roboczym silnika Carnota jest gaz doskonaty, to na izoter-
mie 1-2 energia wewnetrzna nie ulega zmianie:

Vo Vo
dv Vs
O=dU=dQ—pdV:>Qh=/PdV=nRTh S =nRIT,In 2.
1

Vi Vi

(56)
Analogicznie (chodzi nam o warto$¢ Q. — wiemy, ze ono jest ujemne, ale
to juz uwzgledniliSmy przez odpowiedni dobdr znakéw)
V3

Qc — nRTC N 74 . (57)
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Skorzystajmy z rownan adiabat 2-3 i 1—4:

PQVQKV — P3V3l€ (583.)
PV = PV (58b)
Z czego wynika
PV P3VZE
22 = "33 (58c)
Teraz korzystamy z réwnan izoterm 1-2 i 3—4:
P1V1 = PQVQ (593.)
P3V3 = PV, (59Db)
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Po wyliczeniu z rébwnan izoterm P>, P, i wstawieniu ich do (58c), dostajemy

V3K,—1 V2K,—1
4 1
1% %
Vi — 7? . (60b)

A zatem
Qe _ nRI:In(Vo/V1) _ T
Qn  nRT,In(V3/Va) Tj'
Ostatecznie jako wyrazenie na sprawnos¢ silnika Carnota, ktérego czynni-
Kiem roboczym jest gaz doskonaty, otrzymujemy
Qc — 1p —1¢

Qh 1y,
Zwrdémy uwage, ze silnik Carnota dziata na przeptywach ciepta. Gdyby nie byto przepty-
wow T, = T}, sprawnos¢ silnika Carnota wynositaby zero.

(61)

n=1-— (62)
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Przykiad 7

Gaz fotonow

Rozwazmy gaz fotonéwﬂ. Energia jednostki objetosci takiego gazu zalezy
tylko od temperatury, © = «(T"), a rdbwnanie stanu ma postac

1
P = gu(T) . (63)

Na tej podstawie wyznaczymy u(T") i gestos¢ entropii takiego gazu.

Z Pierwszej Zasady Termodynamiki mamy

dUszS—Pd\/:( 95 —P)dV—I—Ta—S dT (64)
N VT g oT' v
3], =

fZamiast fotondw moga by¢ ultrarelatywistyczne elektrony, dla ktérych energia spoczyn-
kowa jest zaniedbywalna w poréwnaniu z kinetyczna.
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gdyz U = u(T) V. kaczac uzyskane wyrazenie na u(71') z rdbwnaniem
stanu (63), dostajemy

0S 1
os| _ 4 w(T)
ov T 3 T (66)
4 u(T)

gdzie o(T) jest jakag$, na razie nieznang, funkcjg temperatury (tylko tem-
peratury).

Z drugiej strony,

oU oS

| =7= 68
oT | oT v (68)
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Po skorzystaniu z (67) i z faktu, ze U = «(T")V, dostajemy

du 4 1d 1
R e ()

dIr 3 TdT T2
du 4Vdu 4V w(T)

dp
+ Td—T (69)

d
= + T4
di’ 3 dI' 3 T dT

dp 1 4u(T) du
dI" 3 T  dT

Lewa strona (71) nie zalezy od V, prawa zalezy. Rownos¢ w (/1)) jest
mozliwa tylko gdy ¢ = const oraz wyrazenie w nawiasie po prawej znika:

u(T) _

(70)

(71)

du
A =0 (72)
du _ 4u(T) (73)
AT T
w(T) = oT? (74)
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a w konsekwencji

s(T) = gaT3 (75)
P = %UT“ (76)

Rownanie (74) nazywa sie prawem Stefana-Boltzmanna.

katwo teraz pokazac, ze adiabata (d@QQ = 0) gazu fotonowego ma postac

PV4/3 = const (77)
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Fotonowy silnik Carnota

Rozwazmy silnik Carnota, ktérego czynnikiem roboczym jest gaz fotonow,
opisany powyzej. Dla takiego gazu izoterma T' = const odpowiada P =
const, a energia gazu w procesie izotermicznym nie zmienia sie. W ozna-
czeniach jak na stronie 31, mamy

Vo
1
Q, = /PdV = S0 (V2 = V1) (78)
Vi
1
Qc = gaTé‘Wg —Va) (79)
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Po skorzystaniu z rownania adiabaty (/7) mamy

1 1
gan}V;/ 3 _ g<;TC41/34/ 3 (80a)

1 1
SoTivER = Zermtv3 (80b)

3 3
TPV = T3V3 (81a)
T3V, = T3V, (81b)

a zatem

TP (Vo — V1) = T2 (V3 — Va), (82)
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a wiec jako sprawnos¢ otrzymujemy

Qe _, _ 30Te T3(V3—Va)

n = 1] — — =
Qn 30Ty - T3(V3 — Va)
_ _TCTE(V?)_VAL):]__E:Th_TC (83)
T, TP (Vo — V1) Th, Th,

A zatem sprawnos¢ “fotonowego” silnika Carnota jest taka sama, jak spraw-
nos¢ silnika Carnota, ktérego czynnikiem roboczym jest (klasyczny) gaz
doskonaty (62). Jest to zgodne z wnioskiem z twierdzenia Carnota, iz
wszystkie silniki Carnota, niezaleznie od ich czynnikdw roboczych, dziata-
jace pomiedzy takimi samymi temperaturami, majg takg samg sprawnosc.
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