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Odkrycie ruchow Browna

While examining the form of these particles immersed in water, |
observed many of them very evidently in motion. .. These
motions were such as to satisfy me, after frequently repeated
observations, that they arose neither from currents in the fluid,
nor from its gradual evaporation [konwekcja], but belonged to

the particle itself.

Robert Brown
(1773—1858)
botanik szkocki

Brown odkryt te ruchy w 1827, ale nie byt pierwszy — juz przed nim obserwowano mikro-
skopowe ruchy czgsteczek organicznych, ale przypisywano je jakiej$ sile zyciowey.

Brown obserwowat ruchy zywych pytkow, obumartych pytkdw i zawiesiny nieorganiczne;j.
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Dziwny charakter ruchéw Browna

e Ruch bardzo nieregularny

e Trajektoria w réznych skalach czasowych wyglada podobnie

e Trajektoria nie zalezy od historii

e Préby opisu w jezyku predkosci zawiodty.
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Dwie prace, ktore wszystko wyjasnity

A. Einstein, Uber die von der molekularkinetischen Theorie der
Wérme geforderte Bewegung von in ruhenden Fllissigkeiten
suspendierten Teilchen, Ann. Phys. 17, 549-560 (1905).

M. von Smoluchowski, Zur kinetischen Theorie der Brownschen
Molekularbewegung und der Suspensionen, Ann. Phys. 21,
756—780 (1906).
Marian Smoluchowski

(1872—1917)
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Mechanizm mikroskopowy

Ruch wywotany jest zderzeniami z czgsteczkami rozpuszczalnika — ruchy Browna
sg obserwowalng manifestacjg ruchow cieplnych

Dlaczego efekty zderzen “z lewej” i “z prawej” nie znoszg sie? Znoszg sie statystycz-
nie, ale w kazdej chwili wystepujg fluktuacje, statystyczne odchylenia od $redniej.

Pomiedzy kazdymi kolejnymi zarejstrowanymi potozeniami nastapito bardzo wiele
zderzen elementarnych

Proces zderzen mozna (w dobrym przyblizeniu) opisywac jako ciggty w czasie
Trajektorie sg nierézniczkowalne w zadnym punkcie

— Ruchu nie da sie scharakteryzowaé poprzez predkosc!

2z 1 o

— Druga zasada dynamiki | — = —F'(Z,t) | nie obowigzuje!
dt? m

Heurystyczne wyprowadzenie réwnania dyfuz;ji

(z) =0, (z°) = 2Dt
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Czastka w kapieli cieplnej

Rozpatrujemy(| czastke o hamiltonianie Ho = p?/(2m) + #(q), oddziatujgca harmo-
nicznie z wielkg liczbg oscylatoréw harmonicznych, stanowigcych rodzaj kgpieli cieplnej;
same oscylatory ze sobg nie oddziatujg. Hamiltonian catego uktadu ma postac

2
o) ] (1)

gdzie g, jest statg sprzezenia z oscylatorem o indeksie « (pozostate oznaczenia sg oczy-
wiste). Z (1)) otrzymujemy réwnania ruchu

p? e
H = ——I—qb()-l-Z[ e+ Maw (:c—l—

*Patrz tutaj
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http://www.nyu.edu/classes/tuckerman/stat.mech/lectures/postscript/lecture_24.pdf

o
Pa
lub w postaci alternatywnej

mq

(3a)

(3b)

Roéwnania na z, sg “proste”. Sg to liniowe réwnania niejednorodne. Rozwigzemy je,
a rozwigzania wstawimy do pierwszego z rownan (3). W celu skorzystamy z transformaty
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Laplace’a:

q(s) = [ e q(t)dt (4a)

Ta(s) e Staa(t) dt (4b)

0/
0/
gdzie s € C. Z wtasnosci transformaty Laplace’a

0

/e_Stféa(t) = $%Fq — s24(0) — ©4(0). (5)
0
Zatem
- 1 1
5(5) = g0 F G e(0) = 25 d(s). ©

Aby teraz znalezé a:a(t), nalezy znalezc transformat@ odwrotna prawej strony réwna-
nia (6). Pierwszy czion daje cosw,t, drugi (1/w,) Sinwat. Trzeci czton zawiera iloczyn
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transformaty sinusa i transformaty ¢(t), a zatem jest splotem tych dwu funkcji. Ostatecz-
nie

. O t

2a(0) G ot — 9 /q(T) siNwa(t —7)dr. (7)

Wa maWea

0

Ta(t) = 24(0) COSwt +

Okazuje sie, ze ostatni czton wygodnie jest przedstawi¢ w innej postaci catkujac przez
czesci:
t t
__ e /q(T) sinwa(t —7)dr = Ja /q(r) coSwa(t — 1) dr.

MW Maw?2
0 0

— P [q() — q(0) cos wat]

MW}

Zauwazmy tez, ze £,(0) = pa(0) /my.
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Zbierajgc wszystkie cztony i podstawiajac wyrazenie na x,(t) do pierwszego z rownan
otrzymujemy

mi = _% — za:ga Ka:a(O) + 2(1(0)) COS wat + mofgz Sin wat
Z Ja /q(T) COSwu(t — 1) dT. (9)

Zauwazmy, ze dzieki trickowi z catkowaniem przez czesci (8), pozbyliSmy sie cztonu linio-
wego w q. Zmienmy teraz kolejno$¢ catkowania i sumowania.

Definiujemy jgdro pamiegci:
r(t) = 2 coswat (10)

oraz site stochastyczng[

(0= (10 22500 o + 22

maWa

Sin wqt (11)

"Na tym etapie “sita stochastyczna” jest w petni deterministyczna ®
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W tej notacji rownanie (9) przybiera postac

t

mi= -2 [t —m) i) dr+ ). (12)
dq

Réwnanie nosi nazwe uogdlnionego rownania Langevina (Generalized Langevin
Equation, GLE).

Roéwnanie jest rownaniem rozniczkowo-catkowym. Opisuje ruch w potencjale ¢(q),
z nielokalnym (w czasie) cztonem ttumigcym oraz pod wptywem zewnetrznej, zaleznej od
czasu sity £(1).

Nasze dotychczasowe rozwazania sg sciste, doktadne: nie dokonywali§my zadnych przy-
blizen, nie przyjmowalismy zadnych zatozenh upraszczajagcych. Teoretycznie, znajgc wszyst-
kie masy i czestosci oscylatoréw kagpieli, state sprzezenia i warunki poczatkowe, mogliby-
$my probowac rozwigzywac¢ — chocby numerycznie — réwnanie tak, jak zostato ono
sformutowane. Bytoby to jednak skrajnie niepraktyczne.
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Sita stochastyczna

Zamiast rozpatrywac jakies konkretne, niemozliwe do ustalenia warunki poczatkowe oscy-
latorow kapieli cieplnej, bedziemy usredniaé po zbiorze takich warunkéw. Niech symbol
(---) oznacza takg $rednig. Z samej postaci £(t) widac, ze

(q(0)¢(t)) =0, (13)

a dla licznych potencjatdbw — w szczegdblnosci dla takich, ktére nie zaleza od nieparzy-
stych poteg ¢ — zachodzi takze

{(q(0)¢(¥)) = 0. (14)

W ten sposbb “sita stochastyczna” statystycznie nie zalezy od warunkéw poczatko-
wych dla czgstki. Poniewaz nie chcemy, nie potrafimy sledzi¢ wszystkich mikroskopowych
stanow kapieli cieplnej, deterministyczng, jak dotad, site stochastyczng zastepujemy pro-
cesem stochastycznym o zadanych wtasnoéciach. Poniewaz z analizy rozktadu kanonicz-
nego wiemy, ze odchylenia od éredniej dla uktadu pozostajacego w stanie réwnowagi]
majq charakter gaussowski, przyjmujemy, ze £(t) sg gaussowskimi zmiennymi losowymi.
Trzeba jeszcze okresli¢ funkcje korelacji takiego procesu.

'Wyobrazmy sobie, ze rozwazana kapiel cieplna sama jest w kontakcie z jakim$ wiek-
szym termostatem, ktory ustala jej temperature.
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Jadro pamieci

Obecnos¢ w GLE, réwnanie (12), nielokalnego w czasie jadra pamieci odzwierciedla fakt,
ze kgpiel cieplna potrzebuje skonczonego czasu na dostosowanie sie do fluktuacji zmien-
nej dynamicznej q: Efektywna sita, z jakg kagpiel dziata na uktad, odzwierciedla przeszte
zachowania uktadu. Spodziewamy sie jednak, ze zachowania w bardzo odlegtej prze-
sztosci nie bedg wptywac na jego terazniejsze zachowanie. Innymi stowy, “fizyczne” jgdra
pamieci powinny zanika¢ dla bardzo duzych czasow.

Sredniujac po warunkach poczatkowych, mozna pokazaé, ze

(E(0)E(t)) = 0T (t) (15)

gdzie o jest pewng stata, ktorg sprobujemy okresli¢ za chwile. Istotg rownania jest
stwierdzenie, ze sita stochastyczna i jgdro pamieci nie sg dowolne, w tym sensie, ze sg
ze sobg powigzane. Funkcja korelacji sity stochastycznej jest, z doktadnoscig do statej
multiplikatywnej, réwna jadru pamieci. Postulujemy, ze ta zalezno$¢ musi by¢ zachowana,
gdy site stochastyczng zastgpimy gaussowskim procesem stochastycznym.
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Powolna relaksacja

Przypusémy, ze kgpiel cieplna bardzo wolno reaguje na fluktuacje w potozeniu czgstki, q.
Tak sie moze zdarzyé, gdy czasteczki kgpieli sg bardzo masywne w poréwnaniu z obser-
wowang czastkg, m < m.. Wowczas, dla krétkich czaséw, I"'(¢) ~ o = const i GLE
przybiera postaé

t

mi o~ —% _ O/ Fod(r) dr + £(t) = —% — Fo(a(t) — q(0)) + £(0)
d 1 X
= 26+ 3Tola - a0 +€0). (16
q 2

W tym przypadku obecnos¢ pamieci (i tarcia) przejawia sie jak obecnos¢ dodatkowego
potencjatu harmonicznego, moggcego uwiezi¢ czastki w poblizu ich potozen poczatko-
wych.

Znacznie wazniejsza jest przeciwna granica.
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Szybka relaksacja

Jesli kgpiel cieplna jest w stanie bardzo szybko, w granicy nieskonczenie szybko, odpo-
wiada¢ na fluktuacje zmiennej ¢, uktad “nie pamieta” swoich przesztych stanéw. Dzieje
sie tak na przyktad, gdy m > m,, jak to ma miejsce w przypadku czgstek brownowskich.
Wéwczas

r(t) = 276(t), (17)
a GLE przybiera postac
t
d d
mij= 0 ~ 2, / W)Y dr +£(t) = 2 g+ £(1) (18)
q dq
0

Odzyskalismy zwykte, Stokesowskie ttumienie (sita ttumigca jest proporcjonalna do pred-
kosci). Oczywiscie z uwagi na zaleznos¢ (15), jesli w uktadzie nie ma pamieci (czyli jesli
mamy do czynienia ze zwyklym, zlokalizowanym w czasie ttumieniem), takze sita stocha-
styczna musi by¢ §-skorelowana, a zatem musi by¢ biatym szumem:

(E(0)E()) = 026(2) . (19)
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Przypadek przettumiony

Bardzo czesto relaksacja jest ultra-szybka z uwagi na duzg warto$¢ wspotczynnika ttumie-
nia, . Taki przypadek jest uznawany za typowy, normalny. W takim wypadku zachodzi

Img| < |vd (20)

Taki przypadek nazywamy przettumionym. Wobec czton inercyjny mozemy zanie-
dbac i uogdlnione réwnanie Langevina przechodzi w

d
i=—2% 4 L. (21)
vdg vy

(21)) nosi nazwe réwnanie Langevina.
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Rownanie Fokkera-Plancka

Rownaniu Langevina odpowiada rownanie Fokkera-Plancka

2 02
8P(q,t): 0 E@P o0 P. (22)
ot dq \v dgq 7?2 0g

o jest tg samag statg, ktdra wystepuje w | okresla intensywnos$¢ szumu. Rozwigzanie

-----

stacjonarne tego réwnania, jesli istniejeﬁ, czyli jesli jest normalizowalne, ma postac

P(g) = N'exp (— 25 6(9)) (23)

Oczekujemy, ze jesli uktad jest w rownowadze z kgpielg cieplng o temperaturze T', rozktad
ten bedzie mie¢ charakter Boltzmannowski, P ~ exp(—¢/kgT). W takim wypadku musi
zachodzic

STo znaczy, jedli potencjat jest dostatecznie wigzacy; juz potencjat harmoniczny ma te
wiasnoscé.
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8

(24)

o

Zwigzek (24) nosi nazwe relacji Einsteina-Smoluchowskiego. Wigze on temperature, na-
tezenie fluktuacji i wspoétczynnik ttumienia. Jego fizyczng trescig jest, ze nie ma dyssypacji
bez szumu i nie ma szumu bez dyssypacji.
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Twierdzenie fluktuacyjno-dyssypacyjne

Sprébujmy uogdini¢ relacje Einsteina-Smoluchowskiego. Tak zaleznos$¢ (15), jak i jej
szczegolna postaé (19), wziete dla t=0, okreslajg intensywnos$¢ szumu. Nie zalezy ona
od pamieci szumu, czyli od czasowej zaleznosci funkcji korelacji. To, co uzyskaliSmy dla
szumu biatego, mozemy uogédini¢ na szum z dowolng pamiecig. W miejsce zaleznosci
(15) otrzymamy wowczas

(E0)E(D)) = kT (%rm) . (25)

Czynnik 1/ mozemy wigczy¢ do jgdra pamieci. Wyrazenie nosi nazwe twierdzenia
fluktuacyjno-dyssypacyjnego, a przedstawione wyzej rozwazania stuzyty do jego heury-
stycznego (bo, mimo wszystko, nie $cistego) uzasadnienia.
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Uwagi

1. Powyzsze rozwazania sg stuszne dla kagpieli cieplnej ztozonej z nieoddziatujgcych
oscylatorow harmonicznych, sprzezonych harmonicznie do obserwowanej czgstki.
Wazne, ze uzyskane wyniki — uogolnione réwnanie Langevina, rdwnanie Lange-
vina, twierdzenie fluktuacyjno-dyssypacyjne - nie zalezg od charakteru potencjatu
®(q), opisujgcego czastke odsprzegnietg od kgpieli: formalny ksztalt tych wyra-
zen jest taki sam dla (prawie) dowolnego, fizycznie sensownego potencjatu. Na
0got przemilcza sie zatozenie o charakterze kagpieli i przyjmuje sie, ze na czgstke
dziata gaussowski szum o korelacjach czasowych odpowiadajgcych jgdru pamieci.
Mozna probowac rozwazaé inne postacie kgpieli cieplnej, ale jest to bardzo trudne
i analitycznie niewykonalne (trzeba robi¢ pewne dodatkowe przyblizenia). W takich
przypadkach twierdzenie fluktuacyjno-dyssypacyjne moze mie¢ inng postaé, chociaz
oczekujemy, ze w granicy powinno dgzy¢ do postaci (25).

2. Podejscie to mozna uogdlni¢ na przypadek wielowymiarowy, gdzie zamiast jednej
zmiennej ¢ mamy wektor q, a zamiast sity deterministycznej —d¢/dg mamy —V&(q).
W takim wypadku szum (sita stochastyczna) takze musi mieé¢ charakter wektorowy,
jadro pamieci jest pewng macierzg, a twierdzenie fluktuacyjno-dyssypacyjne dotyczy
macierzy kowariancji szumu.
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Problem Kramersa

Rozwazmy ruch termiczny czastek w potencjale U (x) o ksztalcie jak na rysunku ponizej:

Zaktadamy, ze gteboko$¢ metastabilnej studni potencjatu jest wieksza od energii termicz-
nej

Uo| > kT . (26)

Poczatkowo czgstki uwiezione sg w studni. Pytamy, czy (i kiedy) szum termiczny wyrzuci
je z tej studni, tak, ze bedg mogty przejs¢ do jakiegos innego stanu (niezaznaczonego na
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wykresie). Jest to problem reakcji aktywowanych termicznie. Rozwazamy zatem problem
Sredniego czasu pierwszego przejscia (Mean First Passage Time, MFPT) przez bariere
o wysokosci Up.

Problem ten rozwigzat Henrik Kramers w 1940.

Zatdzmy, ze zalezna od pedu, potozenia i czasu gestos¢ prawdopodobienstwa ma postac

P(p,z,t) = P(p,z) exp(—t/T) (27)

gdzie T jest charakterystycznym czasem zycia w studni. Problem polega na tym, ze ge-
stos¢ prawdopodobienstwa P(p,z) jest nienormalizowalna (czgsteczki mogg uciec do
+o0o — dla duzych = uktad zachowuje sie tak, jakby podlegat dyfuzji swobodnej). Ge-
stos¢ prawdopodobienstwa moze mie¢ postaé tylko wewnatrz studni i w bezposred-
nim sgsiedztwie bariery potencjatu, wiec uzyskane rozwigzanie bedzie mie¢ charakter
przyblizony.

W poblizu minimum (przyjmijmy, ze jest zlokalizowane w x=0), potencjat ma w przyblize-
niu posta¢ harmoniczng

U(x) ~ —Uy + %szxz (28)
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a z kolei w poblizu maksimum lezacego w zmax ma postaé

U(x) ~ —%mwz(a: — Zmax)>. (29)

Zalezna od czasu liczba czgstek uwiezionych w studni dana jest przez

0 00
N = [ dp [ doP(pait) ~ exp(-t/) (30)
natomiast strumien przez bariere to
_ p
J = / —P(p,z,t)dp. (31)
m
Liczba czgstek musi by¢é zachowana
dN J 1
—=—J = == (32)
dt N T
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Jesli wspbtczynnik tarcia, ~, jest duzy oraz spetniony jest warunek (26), interesujgce sg
tylko okolice maksimum bariery. Kramers pokazat, ze stacjonarne rownanie Fokkera-
Plancka przybiera wowczas postac przyblizong

2= _ = [—mwsz + v (pP + kBT({;_P)] = 0. (33)
p

Ostatecznie, korzystajgc z podanych wyzej warunkéw na strumien, mozna pokazac, ze
1 vy Uo
—~ 1 — exp | ——]. 34
T 27 ! T 4w? 2w P kgT (34)

Czynnik wykfadniczy we wzorze nazywa sie niekiedy czynnikiem Arrheniusa, na
czes¢ szwedzkiego chemika Svante Arrheniusa (Nagroda Nobla z chemii, 1903), ktory
pierwszy jakoSciowo opracowat teorie reakcji aktywowanych termicznie. Zastuga Kra-
mersa byto wyliczenie wspétczynnika oraz wyjasnienie mikroskopowego charakteru me-
chanizmu takich reakciji.
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Rezonans stochastyczny

Szum termiczny zazwyczaj kojarzy sie z zaktdéceniami. Jako manifestacja ruchéw ciepl-
nych, oznacza przekaz energii w sposob “nieuporzgdkowany”. Niekiedy jedkak szu moze
dziataé konstruktywnie: w problemie Kramersa, szum, destabilizujgc lokalne, metasta-
bilne minim potencjatu, pozwala uktadowi wyrwac sie z putapki. Mozliwe sg takze przy-
padki, w ktérych szum wzmacnia pewien sygnat zewnetrzny. Dzieje sie to w mechanizmie
rezonansu stochastycznego.

Pierwsza propozycja: wyjasnienie periodycznosci epok lodowcowych na Ziemi — nuta-
cja osi Ziemi sprzezona z zabuzeniami stochastycznymi: R. Benzi, G. Parisi, A. Sutera,
A. Vulpiani, Stochastic resonance in climatic change, Tellus 34, 10 (1982).
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Niedynamiczny rezonans stochastyczny — detekcja sygnatu podprogowego

z(t) = Asin(wt 4+ ¢) + c&(¢), |4] < 1 (35a)
(1 z(®) =21
y(t) = {o (1) < 1 (35b)

zbyt staby szum
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Dynamiczny rezonans stochastyczny

_d(gi“”) + Asin(2r fot + ¢) + o&(t) (37)

U(x) jest potencjatem o dwdch minimach:

Tr =

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaa
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Opis teoretyczny dynamicznego rezonansu stochastycznego w studni potencjatu o dwoch
minimach podano w pracy Bruce McNamara, Kurt Wiesenfeld, Theory of stochastic re-
sonance, Phys. Rev. A 39, 4854 (1989). Uktad ciggty zamieniono tam na ukfad dwusta-
nowy: Jesli przez x’ oznaczymy potozenie bariery pomiedzy dwoma minimami, a gestos¢
prawdopodobienstwa oznaczymy przez p(x,t), mozna zdefiniowa¢ obsadzenia lewego
| prawego stanu n.:

x/

n_(t) =1—-n4(t) = /p(az,t} dx (38)

— 0
a nastepnie badac réwnanie master
dn+ L dn_

n _W = W_ (t)n_ — W_|_(t)n_|_ = W_ (t) — [W_ (t) + W+(t)]n_|_ , (39)

gdzie W, sg prawdopodobienstwami wyjscia z odpowiedniego stanu (prawdopodobien-
stwami przejécia przez bariere). Rozktad prawdopodobienstwa przyblizamy przez

p(z,t) = n_(1)6(z — o) 4+ np (1(z — v4) (40)

gdzie z kolei z+ sg jakimi$ potozeniami wewnatrz odpowiednich studni (mozna je dobrac
“eksperymentalnie”). Kontynuujgc te rozwazania, autorzy uzyskali analityczne wyrazenie
na widmo mocy i SNR, w petni zgodne z symulacjami przedstawionymi powyzej.
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Rezonans stochastyczny dzisiaj

e Reakcje biochemiczne (np. ATP—aza)

e Modele klimatu (epoki lodowcowe, El Nifo,...)

e Detektory — naturalne i sztuczne

e Zastosowania biomedyczne (korektory postawy, otoskleroza,...)
e Modele populacyjne i spoteczne

o itd
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